Pour reprendre contact

@ Avec un tableur

3n-1 2u, +1
n b. PourneN,u,,, = In
3n+1 u,

a. PourneN, u, = etug =-1

C Uy =3u2—(n=-N+1;uy=—1(neN)

@ Calculs de termes d'une suite
a. uy=-3;u,=-2;u3;=3 b.u;=5;u,=7;u; =11

CUu=6;Uuy=-2;U3;=6 du=2;u,=7;u;=12

@ Listes incomplétes
1. a. 1,3,9,27,81,243,729 b. 0,1,3,7,15,31,63 ¢ 1,2,6,24,120,720,5 040
2. a. PourneN,u, =3" b. PourneN,u, =2" -1 c. PourneN,u, =1x2x3x...xn=n!

@ Jeu d’écriture
PourneN,u, =2n>—n+2;u, ;=2n*>-5n+5;u,,, =2n>+7n+8;u,, = 8n?> —2n+2.

@ Suite et somme

5 49 1 2
1.u=1u,=—;U;=—. 2. Pourn=1u,,,-u, =——. 3.Pourn=1u,= ) —.
1 2 4 3 36 n+1 n (n+.|)2 n k2=‘1k2

Activité 1. Des conjectures
A 1. 2.

: 4\ “re
e
L

n

o|lw|l=|olN

AW |IN|—=|>
([N =
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3. Il semble que, pourn =1, on ait :
nin-="1
C =
" 2
S, =2

On aurait:
Cg=15,5,=32
Ona:
Cs=15etSg=31.

La conjecture portant sur C, semble se vérifier, celle portant sur S, est par contre incorrecte.

B. PourneN,An)=n?2—-n+11.

1. Pour chaque valeur de n du tableau (0 < n < 10),

le nombre A(n) ne semble que deux diviseurs a chaque fois : 1 et lui-méme.

2. AN =112 =11+11=112.

Le nombre A(11) a quant a lui 3 diviseurs: 1, 11, 121 donc la conjoncture précédente est incorrecte.

Activité 2. D'une conjecture a une démonstration

1 1 1 1
Al ug=——+...+——;uy=——+...+
1% 2 6x7 1% 2 7%x8
2, Pourn>1,un:L+...+ ! + ! .
1x2 (n=Txn nx(n+1)

n
1
3. Pourn=1,u, :2

Skxk+1)
7 8 n

B. 1. a. Conjectures:u;, = —;uUg=—;U, = ——.

) 778 BT 9" T ng
On ne peut pas étre certain de ces résultats (activités précédentes).

6 1 6 1 49 7
b. Avecug =—,ona:u; =ug+-——=—+—=—donc:u; = —.

7 7x8 7 56 56 8

. 1 7 1 64 8 . . . .
Ainsi, ug = u; + —— = —+ — = —— doncug = —. On obtient les résultats conjecturés.
8x9 8 72 72 9

1 _ ktk+2)+1

k
2. a. Avecuy = T On it = U doncuy,, =
+

1 K
T ke x(k+2) k1 kadxk+2) krhxk+2)
(k +1)? _k+1

k+Dx(k+2) k+2°

soit . =
. 9
b. Pour k=8, on obtientu, = 0

¢. Pourk=9,on obtientu, = %

12 13 99 100
d. Deu,, = —, on obtientu,; = — et de Uy, = —— on obtient u;p = —.
2713 3714 %7100 1007 101
e. Pourn=1u, =L
n+1
Activité 3. D'une suite a une autre
4
x€]0;6], f(X)=5——;uy=2,Upq =F(Up).
X
1. a. L b. Il semble que, pourn=10,2 <u, < 4.

2. a. Lafonction fest strictement croissante sur J0; 6] donc si2 < u, < 4, alors f(2) < f(u) < f(4)
soit3<ug . <4donc2=sug, <4



b. Laffirmation est justifiée : en effet,2 < uy <4 donc2<u,<4donc2<u, <4donc...Pourn=0,2<u, <4

3. Limplication 2 <v, <4 = 2 <v,; < 4 reste vraie mais puisque v, n‘appartient pas a [2; 4], elle ne peut pas
s'appliquer pour la suite (v,,).

TP1. Déterminer une formule explicite

1. a. Voir fichier sur le site Math'x.

b. Les points obtenus sont situés sur une parabole.

2. a. Pournentier=0,u, =f(n)=a(n—-n)(n—n,)avecn, =0etn, =12.fN=-11<=a=1.

Dong, pour n entier = 0, il semble que: u, = n? —12n.

b. Initialisation : pour n=0,n% —12n = 0 et u, = 0 donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : supposons que pourunentierk = 0,u;, = k? — 12k et montrons que Upyq =k + 1)2 —12(k+ 1 =k?-10k - 11.
Ona:uy,,=u, +2k—11=k%?-12k + 2k —11doncu,,, = k> =10k — 11.

Conclusion : la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire donc, pour n entier= 0, u, = n?> —12n.

TP2. Calculer la somme des cubes d’entiers

1. Voir fichier sur le site Math'x.

2. a. Pournentier=1,V, = n(n2+ 1).
2 1 2
b. Conjecture:pourn=1,S, =V? = w
2 1 2
3. Initialisation : pourn=1, D) _ 1etS; =1donc la propriété est vraie pourn=1.
2 2 2 2
Hérédité : supposons que pour un entierk =1,5, = k(k+1) et montrons que S, = %
2 2 3 2012 2 2
Ona:Se,, = S+ (k+1)7 = ké(k+1D°+4(k+1) donc S, = (k+D°(k*+4k+1) _ (k+1)%(k+2) .
4 4 4
n2(n+1)>2

Conclusion : la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire donc, pour nentier=1, S, =

TP3. Etudier une suite de sommes
T.a. 53 =1x2+2x1+3x0etS, =1x3+2x2+3x1+4x0.

b. Attention :il n'y a pas de relation de récurrence immédiate. Cependant, on a:
n+1 n

Spi1 = 2 k(n+1=k) =D k(n+1-k)

k=1 k=1

Sn1 = Z(k(n -k +k) = zk(n_ )+ zk - n(n+ 1)'
k=1 Pt pe

2. |28
Z (K(28-K) )
k=1
1336
3. a. b. Voir fichier sur le site Math'x. c. Conjecture:
W VARIABLES la suite (S,,) semble croissante.

- n EST_DU_TYPE NOMBRE

- k EST_DU_TYPE NOMBRE

— S EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

- LIRE n

— S PREND_LA VALEUR 0

¥ POUR kALLANT_DE 1AnN
DEBUT_POUR

E S PREND_LA VALEUR S-+k*(n-k)

FIN_POUR

— AFFICHER 5

— FIN_ALGORITHME
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4. w VARIABLES

—n EST_DU_TYPE NOMBRE
—k EST_DU_TYPE NOMBRE

— S EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

—n PREND_LA_VALEUR 1

—S PREND_LA_VALEUR 0

W TANT_QUE (S<=2500) FAIRE
— DEBUT_TANT_QUE

— n PREND_LA VALEUR n+1
— S PREND_LA VALEUR 0
W POUR k ALLANT DE 1 An
EDEBUT_F’OUR

S PREND_LA VALEUR S+k*(n-k)
FIN_POUR

— FIN_TANT_QUE

— AFFICHER n

5.a. Voir question 1. b.

b. Ona:pournentier=1S,,,=S, + nn+1

et on souhaite montrer que S, =

n®—-n

Initialisation : pourn=1, e =0etS; = 0 donc la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entierk =1,
k3 —k

kD —k+D k(k+Dk+2) k3 +3Kk2 +2k

Sk = p et montrons que S, ,; = p

kk+1) _ K=k ktk+1)
2 6

Ona:S =5+

Conclusion : la propriété est vraie pour n =1 et est héréditaire donc, pour nentier=1, S, =

6

donc S, =

k3 —k+3k?+3k k3 +3k?+2k

6 6
n3—-n

¢. Posonsf(x) = %(x3 — x) pourxréel=1-f'(x) = %(3x2 —1)= 0 sur [1;+ .

La fonction f est donc strictement croissante sur [1; + e[ donc la suite (S,,) est strictement croissante.

Exercices

ENTRAINEMENT

(171,05 H - H > H - H

2. Impossibilité de gravir les marches s'il n'est pas
capable d'atteindre la premiére ou s'il n'est pas capable
de passer d'une marche a la suivante.

(2] (A)yet(®).

@Voir corrigé en fin de manuel.

@“o =0;u=2;u, =2\/5;u3=2\/§.

On émet la conjecture : pour n entier naturel, u, = 2v/n.
Initialisation : pourn=0,u, = 0 = 27/0 doncla propriété
est vraie pourn=0.

Hérédité : supposons que pour un entierk = 0,

Uy = 27k et montrons que U1 = 2k +1.

Ona:uy,, =+4+uf =v4+4k =J4(1+k)
doncu ., =2vk+1.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier= 0, u, = (n+1)2.

(5 [ Initialisation : pour n=0, (~2)°*1+3 =1et uy =1
donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

Uy = (=2)k*1 + 3 et montrons que Uy, = (—2)k*2 + 3.
Ona:iuy, =-2u +9=-2(-2""+3)+9

doncuy,; = (-2)k2 —6+9 =(-2)k2 +3.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier = 0, u, = (—2)"*1 +3.

@1. Vo=0;v;=2;v,=6;v3 =12

2. La formule v,, = n(n+1) semble valable pour les
premiers termes. Démontrons-la par récurrence.
Initialisation : pour n=0, vy =0 et 0(0+1)=0 donc la
propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

vy = k(k +1) et montrons que

Vg =k + Dk +2) = k? + 3k +2
Ona:vy,=v+2k+2=k(k+0+2k+2=k?>+3k+2.



Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier=0,u, = n(n +1).

(7 /1. a. Pourlasuite (u,) (Uy = 3; Up,; = 2u, 1)
Initialisation : pour n=0, u, =3 et 2°*1+1=3 donc la
propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

u, =251 + 1et montrons que Uy, = 2K+2 + 1.
Ona:u,, =2u, —1=2x2k14+2-1

donc uy,, = 2K+2 +1,

Conclusion: la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier= 0, u, =21 +1.

b. Pour lasuite (v,) (vo =1;v,q =2v, +3)

Initialisation : pour n=0, v =Tet 2uy —vy=6-1=5

donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

2uy — v, =5 et montrons que 2u;; — V1 = 5.

Ona:2uy— Vi =4u, —2-2v, —3=2Q2u, - v,)-5
=10-5=5.

Conclusion: la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier=0, 2u, —v, = 5.

2. Pour n entier naturel,v, = 2u, — 5 doncv,, =22 -3,

Voir corrigé en fin de manuel.

9(1.d,=2;d;=5;d,=9;d, =14
2. a. dg =ds +3+1
dg =ds +4

n

b.d, ,=d,+(n-2)+1
dy=d,+n-1
3. Initialisation: pour n=4, d, =2 = @ donc la

propriété est vraie pour n =4.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 4,

di = ktk=3) et montrons que d, ., = W
Ona:dy, =dy+k-1= k(k2_3) +(k—1
ktk—3)+2k-2 k?—-k-2 (k+Dk-2)
i = > = > = 5 .
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
n(n—-3)

héréditaire donc, pour n entier=4,d, = 5

Initialisation: pour n= 0, uy =2¢€[1;2] donc la
propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,
1su,<2etmontronsquel=<u, <2

Ona:lsu, <2 donc\ﬁS@$\/§carla fonction
racine carrée est strictement croissante sur [1;2]. Ainsi
1<u,,<2=<2

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour nentier=0,1<u, < 2.

@ Initialisation : pour n=10, u, =1= 0 donc la pro-
priété est vraie pour n=0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

u, = k et montrons que uy ., =k +1.

Ona:up 4 =2u,—k+1=2k-k+1doncu,_ ;= k+1.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier=0,u, = n.

12 | 1. Initialisation : pour n= 0, uy =1> 02 donc la
propriété est vraie pour n=0.
Hérédité : supposons que pour un entier k =0,
uy, > k? et montrons que Uy, > (k +1)2.
Ona:uy,=u,+2k+3>k?+2k+3.
Puisque k? + 2k + 3 > k? + 2k + 1alors uy; > (k + 1)2.
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier= 0, u,, > n?.
2. uy=1;uy=4;uy; =9;u; =16... Il semblerait que,
pour n entier =0, u,, = (n+1)2.
Initialisation : pourn =0, u, = 1= (0+1)? donc la propriété
est vraie pourn=0.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,
uy = (k +1)? et montrons que uy; = (k +2)2.
Ona:uy=u,+2k+3=k>+2k+1+2k+3

=k2 + 4k + 4 = (k+2)2

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier= 0, u, = (n +1)%.

@ 1. n ol ¥ Conjecture :
g 0 | 07 pourn=4,
| g I 2
2" = n<,
2 Y y "
E | g g
] |6 1]
5 EF 25
] 1] El
128 ug

2. DansR, 2x2 = (x +1? © x2 —2x—1=0.
A:8;racinesx1:1—«/f;x2:1+\/5.

DansR, 2x2 = (x + % & x € |-o00; x| U [x, ; + oo

DansN, 2n2 = (n+1? & n=3.
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3. Initialisation : pour n=4, 2% =16 et 42 =16 donc la
propriété est vraie pour n =4.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 4,

2k = k2 et montrons que 2K+1 = (k +1)2.
Ona:2kt'=2x2k =2k2 = (k+1)%2 cark = 3.
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 4 et est
héréditaire donc, pour n entier = 4,2" = n2,

4. Non, voir tableau initial.

Initialisation: pour n= 0, uy=4%-1=0 est un
multiple de 3.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,
u, = 4% —1soit un multiple de 3 et montrons que uj,,
est un multiple de 3.
Ona: ug, =4k1-1=4x4k 1
=4[ 4k 1 j+3=3(4a+1)
=
multiple de 3

=3a,aeN
doncuy,; est un multiple de 3.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pour n entier= 0, u,, est un multiple de 3.

15| 1. Pournentier=0, a, ;= a, + 2n.
2. Pournentier=0,a, =n?>-n+1?
Initialisation : pour =0, a, =1et02 —0+1=1doncla
propriété est vraie pour n =0.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,
a, = k? — k +1et montrons que
Uy =+ =k +D+1= k2 + k+1.
Ona:ay =a,+2k=k>+k+1.
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pourne N, a, =n?> —n+1.

-n n+3
PourneN,unz—etvnz .
n+3

3

@Voir corrigé en fin de manuel.

1. Voir fichier sur le site Math'x.

n u(n) v(n)
0 2,00 1

1 1,80 1,25
2 1,67 15
3 1,57 1,75
4 1,50 2
5 1,44 2,25
6 1,40 2,5
7 1,36 2,75
8 1,33 3
9 1,31 3,25
10 1,29 35

La suite (v,) semble étre une suite arithmétique de

raison —.
4

n
Pourne N,vn=2+1.

. 1 . n+8
2, PU|squevn(un—1):1anrsun:ZHdou un:ﬁ.

e 8

3. Initialisation : pourn=0, u, = 2 et =2 doncla
propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : supposons que pour un entier k =0,

u —k+8etmontrons ueu —m
k q k1= e

k+4

5u, -1 4k+36 4(k+9) k+9
U +3  4k+20 4k+5) k+5
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est

Ona:u =

héréditaire donc, pourne N, u, = n—+8
n+4

1. Voir fichier sur le site Math'x.

n u, v,

0 2,00 -1,00

1 2,33 -0,50

2 2,60 -0,25

3 2,78 -0,13

4 2,88 - 0,06

5 2,94 -0,03

6 2,97 -0,02

7 2,98 -0,01

8 2,99 0,00

9 3,00 0,00

10 3,00 0,00

La suite (v,) semble étre une suite géométrique de

raison —.
2

n
Conjecture:pourneN,v, = —(%) .

2. PourneN, v,(u,-V=u,-3

v,—3
u,(v,-0=v,-3u, = v:—1
n n
6 - >(
dong, pourneN,u, = U e
Al
2 2
0
3+(3)
Initialisation : pour n=0, u, = 2 et 2J_ _ 3 donc la

_
+
—_—
-~
o

N =

propriété est vraie pour n =0.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,
1 k 1 k+1
-+ -+
= R et montrons que U, = TG
1+ e
2




Ona:up = = =

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est

e

héréditaire donc, pour n entier=0, u,, =

Pournentier=1,5, = i(zk -1.

k=1
1. Initialisation : pour n=1, S, =1 et 1> =1 donc la
propriété est vraie pourn=1.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0, S, = k2
et montrons que S, = (k +1)2.
Ona:S ;=S +2k+D—1=k?+2k+1
donc Syq + (k +1)%.
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 1 et est
héréditaire donc, pour n entier= 1,u,, = n?.
2. Preuve tres visuelle puisque les différentes couleurs
correspondent aux nombres impairs.

@ Partie 1
n

0 1 2 3 4 5

u 1 3 6 11 20 37

S 1 4 10 21 41 78
Partie 2

1. Les valeurs de u,, et S, pour n entier (de 0 a 5).

2. a.

n 0 1 2 3 4 5
-n 1 2 4 8 16 32

b. Pourne N,u, —n=2"doncu, =n+2".

c. Initialisation : pourn=0, u, =1et0+2° =1 doncla
propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : supposons que pour un entier k =0,

u, = k+ 2K et montrons que uy ;= k + 1+ 2k*1,
Ona:ug, =2u +1-k=2k+2K"+1-k

doncuy,q =k + 1+ 2k,

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pourne N,u, = n+2".

3. a. 1+2+...+nzm.
T+2+22+...+27 =211,

b. PourneN, S, =0+20+1+2"+...+n+2"

n(n+1)

donc$, = +2m1 -1,

22 1. a. !1=1;21=2;31=6;41=24,;51=120.

b. Pourne N,

N+DN+2)=1x2x..x(Nn+Dx(N+2)=(n+2)!

2. a. 5,=1xU1=1;5=1+2x2l=5 et

5, =5+3x3!=23.

b. Initialisation: pourn=1,5, =1et(1+N)!-1=1 donc

la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entierk =1,

Sy =k +D!'=1; montrons que S, ., = (k + 2)! - 1.

Ona:

Sk =Stk +Dk+ D =K+ D=1+ Kk + Dk + !
=k+DA+k+D-T1=Ck+Dk+2)-1=Kk+2)!-1.

Conclusion : la propriété est vraie pour n=1 et est

héréditaire donc, pourne N, S, =(n+1D!-1.

(23[1. a. PourN=4,5=49 et pourN =5,5=129.
n
b. S, = (k 2).

k=1
¢. Pourn=1,5,,,=5,+(n+12".(5=1)

n+1 —

2. a.'¥ VARIABLES
— N EST_DU_TYPE NOMBRE
—5 EST_DU_TYPE NOMERE
— k EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
- LIRE N
— S PREND_LA_VALEUR 0
W POURk ALLANT_DE 1AN
DEBUT_POUR
Es PREND LA VALEUR S+k*pow(2 k-1)
FIN_POUR
L AFFICHER S
— FIN_ALGORITHME

b. R prend la valeur (N — 1)2".

Afficher R.

3.a. Pourn=1,5,=(n-102"+1

b. Initialisation: pour n=1, S;=1 et 1-120+1=1
donc la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entierk =1,

S¢ = (k =12k +1; montrons que S, ,; = k2k+1 +1.

Ona:Sp, =S, +k+102K=k-D2k+1+ Kk + 12k
=2Kk—T+k+D+1=k2k1+1.

Conclusion : la propriété est vraie pour n=1 et est
héréditaire donc, pourn=1,5, =(n—-102" +1.

APPROFONDISSEMENT

1. Supposons que pour un entier n =0, 10" —1
soit un multiple de 3 (c'est-a-dire qu'il existe un entier k

tel que 10" — 1= 3k) et montrons que 10"*! — 1 est un
multiple de 3.

Chapitre 1. Raisonner par récurrence 7



Ona:10"™1 -1 =10x10"-10+9=10(10" — 1)+ 32
=3x(10k+3)

donc 10" -1 est un multiple de 3. La proposition
«10" — 1 est un multiple de 3 » est donc héréditaire.

De méme, supposons que pour un entiern = 0,10" +1
soit un multiple de 9 (c’est-a-dire qu'il existe un entier k
tel que 10" + 1= 9k) et montrons que 10"*1 —1est un
multiple de 9.

Ona: 10™1+1 =10%x10"+10-9=10(10" +1)-9
=9x(10k-"1)

donc 10" —1 est un multiple de 9. La proposition

«10" + 1 est un multiple de 9 » est donc héréditaire.

2. La proposition 1 est vraie pour n= 0 mais pas la
proposition 2. Donc seule la proposition 1 est vraie pour
tout entier naturel n.

@ 1. Posons, pourn=1,S, =12 + 22 +...+ n?.
Initialisation : pourn=1, S, = et = 1doncla propriété
est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entierk =1,

S¢ < k3 et montrons que S;,; < (k +1)3.

Ona:S,,; =S +k+0<k3+k+1%.

K3+ k+1>=k3+k2+2k+1et

(k+1)3 =k3+3k2 + 3k +1donc

K3+ k+ 1% < (k+13etdonc S, < (k+1)3.
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 1 et est
héréditaire donc, pour n entier=1,S, < n3.

2. Il a été démontré dans l'exercice résolu 4 page 27
nin+MN2n+1)

que pour tout entiern=1,5, = 6 . Ainsi,
PR nn+0@n+N—6n* n(-4n?+3n+1)
" 6 6
~D(=4n-1
doncS, —n3 = n=D4n-1 < O puisquen=1.

6
Pour nentier=1,S, < n3.

(26 Pourn=1,5,=1-3+5— ..+ (1" 2n-1).

Initialisation : pourn=1,5, =1et1(-1° =1

donc la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entier k =1,

S, = k(=KL A-t-on S, ,; = (k + (=17

Ona:S;, =S, +(=NkQk+1D=k(=Dk"+(= 1)k 2k +1.
k(=D T+ (=D Qk+ D= (= DK (= k+ 2k + )= (= Dk (k +1).
Donc Sy, = (k + (=K.

Conclusion : la propriété est vraie pour n = 1 et est
héréditaire donc, pour n entier=1, S, = n(—1)""".

@ Conjecture émise :

1
pour nentier=1,5, = g(n2 )

s 1
Initialisation : pourn=1, S, =0 et —(1> —1)= 0 donc la
propriété est vraie pourn=1.
Hérédité : supposons que pour un entiern =1,

S, = %(n2 —-1;atonS, = %(n2 +2n)?

n+1
Ona:s,,; =—— (Zk(n +1- k)] donc
k=1

1 n -I n n
I P (kz_:]k(n +1- k)J = (kz_:]k(n —k)+ I;k)

1 (nS +n(n+1)): 1 /l(n3_n)+n(n+1))
n+1l " 2 n+16 2
_(n+D(n*+2n)

T 6(n+1)

1
doncS,,, = g(n2 +2n).
Conclusion : la propriété est vraie pour n=1 et est

2
PP . ns—1
héréditaire donc, pour n entier=1, S, = ——.

28 1. (a+b)* = (a+b)(a? +2ab + b?)
= a3 +3a?b + 3ab? + b3.

. n n!
2. Pour p et n entiers tels que p < n, =
p) (h-p'p!
0
1
o)
1

(
o

o ()= G-
HENY

o |

@+b? = (3)03 + Gja% + @atﬂ + @tﬁ

3. Pourn=1,(a+b)' =a+b et

1
Y Gja1‘kbk = (;)a + G]b =a+b donc la propriété

k=0
est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entiern =1,

n
@+b)" =Y [:ja"‘kbk ; montrons que
k=0
n+1

@+b)"' =Y (n - 1)a'”f“kb“.
k

k=0
Ona:(@+b)™ =(@+b)" (a+b)

_ ((gJa . [qja”‘1b+. ..+(gjb”j(a +b).

En multipliant (:)a”*"bk par b, on obtient (Z]a”*kb"”.



En multipliant (kiJa”‘k“bk” par a, on obtient

N gn-kpk+1.
k+1

'addition des deux nombres et la factorisation donne

Myl ™ 1lan—*kbk+1. Or, on démontre en classe de
k k+1

Premiére que h F L n+1'
k k+1 k+1

Le coefficient de b¥*1 dans (a + b)™" est donc (n + 1).

k+1
Puisque(n+1)=(n+1j=1,onabien:
0 n+1

n+1

@+b)"' =Yy (n - 1)0””"%’(.
o\ K

Conclusion : la propriété est vraie pour n = 1 et est

n
héréditaire donc, pourn=1,(@+b)" = 2 (Z]an—kbk.
k=0

29) 1. Onauy=2et20+50=2;
u; =7 et2' + 5" = 7 donc la propriété est vraie pourn = 1.
2. Supposons que, pour un entier n fixé = 1, la propriété
P, soit vérifiée, cest-a-dire que pour tout entier
k < n, u, = 2k + 5k et montrons que la propriété est vraie
au rang n+1.1l faut donc montrer que u,,,; = 2™1 + 511,
Ona:up,,, =7u,—10u,_;donc
Upy =727 +57)—10(2"1 +5"71) d'ou
7 10 7 10
—on+1| _ °F n+1(Z _ 7 i
1 =2 (2 22)+5 (2 22) ot
Upq = 2n+1 4 gn+l
3. La propriété est vraie pour n=1 et est héréditaire
donc, pourn=0,u, = 2" +5".

1. A0,00=1;A0,) = 2;A01,00= AOQ,) = 2.

2.
m/n 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 5 7 9 11 13
3 5 13 29 61 125 255

3. Pour n entier naturel, il semble que
A(1,n) = n+ 2 (conjecture 1) et que
A(2,n) =2n + 3 (conjecture 2).

Conjecture 1

Initialisation : pour n=0, A(,0)=2et0+2=2;la
propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : supposons que pour un entier k =0,

A(l, k) =k + 2 ; montrons que A(l, k + 1) = k + 3.

Ona:A( k+1=A(,Ad k)= A0 k+2)
doncA(Lk+0)=k+2+1=k+3.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pourn=0, A(1,n) = n+2.
Conjecture 2

Initialisation : pourn=0, A(2,0) =3 et2x0+3=3.

La propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

A2, k) = 2k + 3 ; montrons que A2,k + 1) = 2k + 5.
Ona:AQR k+1)=A®AQR k)= A(,2k +3)
doncAQR,k+1)=2k+3+2=2k+5.

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
héréditaire donc, pourn=0, A(2,n) = 2n+ 3.

4. Initialisation : pourn=0,A(3,0) =5

et20+3 —3 =8 -3 =5, La propriété est vraie pour n =0.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

AB, k) =2Kt3 —3; montrons que A3,k + 1) = 2k+4 -3
AB k+1) = AR, AB, k) = A(2,2k+3 - 3)
donc AB, k+1)=2x (2k+3 —3)+3=2k+4 -3
Conclusion : la propriété est vraie pour n = 0 et est
héréditaire donc, pourn=0, A(3,n) = 2"*3 — 3,

Accompagnement personnalisé

@ Le role des exemples et contre-exemples

1. Voir fichier sur le site Math'x.

u(n)
1,20
e Wm
0,80 +—¢% l
8 *
L 4
0550
L ]
0,40
0,20
0,00 T
o 10 20 30 40 50
v(n)

2. (A) Affirmation fausse (B) Affirmation fausse
(O) Affirmation qui peut étre vraie

(D) Affirmation fausse

3. a. Pournentier=0,v, =-n-1.

b. DanslecasouN,=-n-1,

1 1
u,=—=+1v, (U, -N)=1u,=—+1.
LY nls = n n+1

n

Chapitre 1. Raisonner par récurrence 9
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4. La formule écrite ci-dessus apparait valable. Pour la
démontrer, un raisonnement par récurrence simpose.
e 1
Initialisation : pourn=0,u, =0 et—ﬁ +1=0doncla
o . +
propriété est vraie pour n =0.
Hérédité : supposons que pour un entier k = 0,

u, = LHetmontrons ueu,, = ;+ —ﬂ
Kk AU =7 k+2"
1 1 k+1
Ona:ukﬂz2 = 3 =y
U 24— +
k+1

Conclusion : la propriété est vraie pour n= 0 et est
ST 1
héréditaire donc, pourn=0,u, = ——+1
n+1
(2) Autour d’une somme

1.a.Sin=1,8S=1;sin=2,5=5;sin=3,5=17;si
n=4,5=49.

Sin=0, la boucle « pour » ne démarre pas et S=0.

b. S =S, +5-2%=129. .

€ Sy =S, +(n+N-20etS, =D k2K,

d. S, =458 753. k=1

2. w VARIABLES

|~ n EST_DU_TYPE NOMBRE

— k EST_DU_TYPE NOMBRE

— S EST_DU_TYPE NOMERE

¥ DEBUT_ALGORITHME

— S PREND LA VALEUR 0

— LIRE n

W POUR k ALLANT DE1 An
DEBUT_POUR
S PREND_LA VALEUR S+k*k
FIN_POUR

— AFFICHER S

— FIN_ALGORITHME

Pour nentier=0,S,,; =S, +(n+1)72

@ Rédiger une démonstation par récurrence

Le calcul des trois premiers termes amene a la conjecture

. . 1
suivante : pour n entier=2, p, = —.
n

1
Initialisation : pour n=2, p, = 3 donc la propriété est
vraie pourn=1.
Hérédité : supposons que pour un entierk = 2,
1
= — ; montrons que =—.
Pk K que Py 4 K+ 1
1 ) 1 k 1
—|==X—=—
k+1 k k+1 k+1
Conclusion : la propriété est vraie pour n= 2 et est

o 1
héréditaire donc, pourn=2,p, = —.
n

Ona:pkH:pkx(l—

@ Conjecturer une formule

A. Pour nentier=0,u, =(n+ 1)2.
Pour nentier=1,v, =3n-7.
Pour nentier=0,w, =3n-4.

1
Pour nentier=0,t, = En +1.

B. 1. Le graphique suggere que la fonction f cherchée
est une fonction polynéme du second degré.

2. Les valeurs affichées semblent approchées a cause
de la terminaison 6667 qui laissent penser que l'entier a
cherché est 3.

3. a. Voir fichier sur le site Math’x.

2
. n—1
b. Pour nentier=1,v, =n? - letu, = ——.

21
=0 doncla

e 1
¢. Initialisation : pourn=1,u; = 0 et
propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : supposons que pour un entiern = 0,

n? -1
u, = 3 et montrons que
u (n+12-1_n?+2n
n+1 — 3 - 3
1 n+1
Ona:u, ,=——)» k(k—1).Ainsi
n+1 n+1[§,1 ( )
n+1 n n2-1
(N+ MU,y = Y k(k=T)=Y k(k=T)+(n+Dn=n +(n+Dn
k=1 k=1
_n3+3n242n_n(n?+3n+2) n(n+10(n+2)
3 3 3 ’
1 +D(n+2 +2 242
Doncu, y=— n+n+2) _nn+2) _n n
n+1 3 3 3
Conclusion : la propriété est vraie pour n=1 et est
2 _
héréditaire donc, pourn=1,u, = n 3 1.

Pour aller plus loin ...

Soitne N.

d ., —d, =an+2>+bn+2)+c—2an+1> -
2b(n+10—-2c+an? +bn+c=2a.

(d,)) est une suite arithmétique de raison 2a.

La suite (w,) définie par w,=u,,,—u, apparait

2
arithmétique de raison 3 La fonction polynéme du
1
second degré a donc pour coefficienta = 3

Travail en autonomie

Voir fichier sur le site Math'x.

Méthode possible ...

« Les différentes valeurs de u,, obtenues laissent d’'une part

présager que la fonction f recherchée est une fonction

polyndbme du second degré, dautre part quil serait

pratique d'introduire la suite (v,) telle quev,, = 6u,,.
vi=6 a+b+c=6 a=2

v, =15 <<4a+2b+c=15<=1b=3

v;=28 (9a+3b+c=28 c=1
- Conjecture: pourn=1,v, =2n? +3n+1et
2n? +3n+1
Uy=——"—
6

On peut aussi demander une courbe de tendance
polynomiale au tableur.



Pour reprendre contact

@ Avec les lectures graphiques

1. f()=2 fO=1 f-n=4
2. a.3 b. 1 c 2
3.f/Q=-4 f’(0)=0

4. ') >0 f'=0<0

@ Avec les fonctions de degré 2

1. X — oo 1 + oo

f(x) — : P

f(x) + 0 -

@ Avec le calcul des dérivées

1. f'(x) = -3x2 +4x—i2 pour tout x # 0

2, y=2 X

@ Avec I'étude des variations

a. g estcroissante sur[—3;+oo[.

b. g est croissante sur |—o;2[ et ]2;+ oo[.

c. gestcroissante sur]—oo;—1 et]-1;+co|.

d. g est décroissante sur ]—oo; 0] et croissante sur [0 ; + oo[.

e. g est croissante sur J— 00— \/E], décroissante sur [— V3; «/§:| et croissante sur [\/5; + °°|:'

Activité 1. Choisir la bonne représentation graphique

1. La représentation de la fonction p est la courbe en bas a gauche.
2. On peut conseiller au client d’acheter un article pour atteindre 50 € de maniére a bénéficier de la réduction.

Chapitre 2. Etude de fonctions



Activité 2. Nombre de solution d’une équation f(x) =m

A. 1. a. 1 b. 2 c d. 2 e.0 f.0
2, Sik <—2ouk > 2 :aucune solution.

Sik=—-2o0ouk =2o0u—-1<k <1:une seule solution.

Si—2 <k <—-1oul< k <2 :deux solutions.

B. a. 1 b. 0 c 2 d. 2

C. 1. a.

2. a. On peut tracer la courbe de f sans lever le crayon.
b. De plus, la fonction f est croissante sur[-2;5].

Activité 3. Vers de nouvelles formules de dérivation
1. a. Soitg: x — f(x) x f(x). Pour tout x de R, g’(x) = f ()" (x) + f"COf (x) = 2f COf'(x).

b. Avec les notations précédentes, g(x) = f (x) X f(x) = (\/u(x) )2 =u(x)caru>0.

gx) _ u'X ) L, 2x X
= car f(x) # 0. Ce qui donneici f’(x) = =
200~ 200 W d 0 2x2+3  Jx2+3

u'(x)
2f (x)
B. 1. a. u? est dérivable sur | comme produit de fonctions dérivables sur | (u I'est) et (u?) = 2uu’.

De a., on déduit : f’(x) =

pour tout x de R.

2, De méme, f’(x) = pour tout x de R.

b. u3 = u? x u est aussi dérivable sur | comme produit (u2 et u le sont) et (u3) = Quu’) X u + u? x u’ = 3u?u’.

2. Conjecture (HR(n)) : «u" est dérivable surl et (u")’ = nu"u’ ».

Initialisation : n = 2 voir 1.a.

Hérédité : on suppose HR(n) vraie. u"*' = u” x u donc u"*! est dérivable sur | comme produit de fonctions dérivables
sur | (u l'est, u™ l'est par hypothése de récurrence).

Et (u™1Y = (nu" W) xu+u" xu’ = (n+MNuu’:cest HR(n + 1), I'hérédité est prouvée.
La conjecture est donc démontrée pour tout n = 2.
3. a. f/(x) = 20Q2x + 3)° pour tout x de R.

b. g'(x)=-20@x+3)7" = pour tout x # —%.

@x+3)"

TP1. L'éternel probleme du rangement
1. 2(€+L):22et€sLdonc€<%:5,5.

2. Si{ =1,2 cm (respectivement 1,8 cm et 2 cm) : on peut mettre 1 chocolat (resp. 1 et 2 chocolats) dans une couche.

3. Ivo s
4 —
3 —
2|
T

4. On choisit{ =5 cm etL = 6 cm (30 chocolats).
5. N(€) = E(£) E(11— ¢) (fonction partie entiere) pour tout € compris dans l'intervalle [0; 5,5].



TP2. Raccordement ferroviaire

1. a. En notantf la fonction associée a la courbe 6, on doit avoir : f (60) = 5.
3

43 200

. - 1 .
b. En supposant le raccord parfait, T a pour vecteur directeur u(4;1). Soit v(1;—z). Comme u-v =0, on en déduit

1 1
gu'une équation de (AQ) esty = _ZX + b. En remplagant par les coordonnées de A, on trouve y = _ZX +20.

1
Une équationde Gest:y = (soit p =30 et R =120) et une équationdeTest:y =—x—10.

c. Comme (AQ)LT, u-AQ=0 donc 4(xg —60)+ (yo —5)=0. Comme, de plus, AQ=R=120, on a aussi

1020 —120v17
(xq — 60)% + Vo - 5)? = 1202. En remplacant Yo — 5 par —4(xq — 60), on trouve xo = % =30,9.
Onabienxg = palmprés.
2
2, l'équation de la tangente T a ¢ en A est, dans le cas général y = f'(2p)(x — 2p) + f(2p). Comme f’(x) = X—, cela
@p)’ p__ 4p? #pR
soitencorey = —x ———.
12pR R” 3R

donne:y = %(X -2p)+

T passe-t-elle par K(?p;o). La tige matérialise bien la tangente a I'arc de raccordement et donc a la partie circulaire, le

raccord étant supposé parfait.

TP3. Excés de vitesse ?

A. 1. b. Latangente a 6 en son point d'abscisse x,, a pour équation : y = f’(x,,)(x — x,,) + f (x,,). Cette tangente coupe
I'axe des abscisses lorsque y(x,.,) = 0 soit f'(x,)(X,.; — X,) +f(x,) = 0. On en déduit la premiére formule. De plus,
f(x,) = x2 —2etf’(x,) = 2x, dou la seconde formule.

. U =150 etu, ~1,42.

ag + b, ag + b, .
2. f(a,) <0 etf(%). Donca, = a, = letb, = 2—2C=1,5Puisa, = 1,25 et b, = 1,5.
B.1.J A B c D E F G G
1 n 0 1 2 3 4 5 6 | 7
2 2 15 |1,41666667 | 1,41421569 | 1,41421356 | 1,41421356 | 1,41421356 | 1,41421356

2. a. 1®"champ : Affecter (a+b)/2 a b. 2¢ champ : Sinon Affecter (a+b)/2 a a.
Il affiche n le nombre d'étapes, a et b les bornes de I'encadrement final de c.
b. Ontrouve a,, = 1,414 213 180 56 et b,; = 1,414 214 134 23.

3. Newton-Raphson Dichotomie

1 décimale exacte 2 étapes 5 étapes On en déduit que la méthode de Newton-

2 décimales exactes 2 étapes 8 étapes Raphson converge plus vite que la dichotomie.

3 décimales exactes 4 étapes 11 étapes

) - 1073 d,
4. a. 5i0s<b,-a=<107alors0<b,, —a<—.
a, +b,
a, 2 b,
Il | | Il
o
T T T
an+1 bn+1
5 dn+1
2 2 2
X, —Q X5 =20, +o X o . YT,
b. 06y = @) =0 L =0 _ g +——. Comme a2 = 2, on retrouve bien le membre de gauche de I'égalité.
2X, 2X, 2 2X, ) )
e . i , . (x, —0) (x, -
c¢. Linégalité de gauche x,, ; — = 0 estadmise dans 'énoncé. Pour celle de droite, x, . ; — o= 5 < 3 en
X
n

minorant x,, par 1.
Si x,, est une valeur approchée de o 81073 prés, x,,,; est une valeur approchée de o 20,5 - 107° pres.

d. On retrouve le résultat expérimental de la question 3. : I'algorithme de Newton-Raphson est beaucoup plus rapide
que la dichotomie.

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité 3



TP4. Une rampe de skate

A. 1.
A=238
3 —_—
a=26
w
A 27 b=34
R . S
\
U B
RS =

2. A influe sur la position verticale de la courbe (plus A augmente, plus la courbe se translate vers le haut).
b influe sur la position horizontale de la courbe (plus b augmente, plus la courbe se translate vers la gauche).
ainflue sur la « taille » de la courbe (plus a augmente, plus la courbe se dilate). De plus, la courbe change de « sens»ena = 0.

3. a. b. Il semble que la courbe démarre d'un point A situé a une hauteur de 2 m lorsque A vaut 2 (sauf dans le cas ou
a = 0 :la courbe est alors une droite horizontale) et il semble que la courbe descende du point A au point B lorsque a > 0.

4. On trace la tangente a la courbe en B et on observe sa pente. a semble alors compris entre 0 et 0,4.

B. 1. a. Pour que la rampe descende de A en B, il faut et il suffit que la fonction f soit décroissante. Or, le sens de
variation de f le sens inverse de la fonction x — ~ax + b qui, en étudiant le signe de Ju, dépend du signe de a.
a doit donc bien étre strictement positif.

b. f(x)existe ax+b=0& x = —9. Donc Dy = [—9;+oo[. A a pour coordonnées (—Qﬂ)
a a a
b
¢. Les conditions sont:—— =0, soitb =0, et f(0) = 2, soit A = 2.
a
2. a. f(xg) = 0donc2—/axg =0 puis x5 = i On en déduit : B(i;O).
a a

b. La pente n'excéde pas 10 % si et seulement si f'(xz) =—0,1. On résout l'inéquation — =-0,1 soit

_a
(4)
. 21/0 X |—
0 <a=0,4.0n retrouve la conjecture de A.4. a

Exercices

SANS CRAYON SANS CALCULATRICE F/(=1) = 40 x (= 1)* — 2 = 38,

@ [=2i+el @ a. Lafonction est décroissante sur |—oo; 1].
@ g)=-0,5etg=2 b. Lafonction est croissante sur |—oo; 1] et ]1; +oo[.

(3/g@=0etg-n=-15 (12 Une solution.

—2;2[,[2;3]et]3;+
@[ L[2:3et] [ @ 1. Non, la fonction ne semble pas dérivable sur R.

@ 3 solutions En effet, sur |- oo;—1[ et |1;+ o[, la fonction est conti-
nue et la courbe ne présente ni pointe ni tangente ver-
@ 2 solutions ticale. Mais en —1, les demi-tangentes a droite et a
gauche ne sont pas confondues, f n'est donc pas déri-
@ Aucune solution vable en—1.
(8 ([=2;2[ et[2; 4] 2. 0nlit:f(=3)=2;f(=)=0;f' () =1 etf’(2) = 0,6.
@a. f’(X)=\/21—p0urtoutxde[R. 14fa y=8x-17
X +1 1
b. y=—=(x-3)+(3+1
b. f’(x) = 8Q2x — 3)* pour tout x de R. y 2\/5( ) ( )
3 3
c f'(x)=- our tout e R — {-3}. c y=-—2(x=2)+—=
x+3° " y=-3k-2) NG



@1. a. f semble définie surR.

(18] 1.

b. f semble continue surR. Nombre de cars
c. f semble dérivable sur |- oo;—2[ et |- 2;+oo|. . )
2. a. f semble définie surR.
b. f semble continue sur |- oo; 1] et ]1; +oo[. 2 ,?—*
c. f semble dérivable sur |- oo ;1] et ]1;+ col. 5 ) ;
3. a. f semble définie surR.
b. f semble continue surR. r—
c. f semble dérivable sur]—oo;1[,]1;6[ et ]6;+ . 0 Nombre de supporters
(4] 50 100 150 200
4. a. f semble définie sur]—oo;—0,5] et ]1,5;+ oo|.
b. f semble continue sur]—oo;—0,5] et ]1,5; + . 2. e ——————
c. f semble dérivable sur]—co;—0,5] et ]1,5;+ . 90
80
1. a. f semble définie sur ]— o ;0[ et ]0;+ o[. -
b. f semble continue sur]—oo;0[ et ]0;+ . -
c. f semble dérivable sur]—co;0[ et JO;+ oo[. 50
2. a. f semble définie surR. 40
b. f semble continue sur |—oo; 2[ et[2;+ oo[. 30 .
c. f semble dérivable sur |—oo;—2[, |- 2;2[ et[2;+ . s, O . S : ___M,I.Kf_r{:__
3. a. f semble définie sur - co; 0[ et[1;+ oo[. 10 E i i i
b. f semble continue sur |- eo;—2],]-2;0[ et[1;+oo[. 0 5 4'!b o slo T 1-12J—*—‘-’“‘-p{-‘;gﬁ%ﬁ’-‘-p"-‘-’“‘ggb 3

- f semble dérivable sur }-eo; 2], |- 2; 0] et[1;+ <. 3. Voirgraphique précédent. Lorganisateur peut accepter

entre 40 et 50 supporters, entre 80 et 100 supporters,
entre 120et 150 supportersou entre 160 et 200 supporters.

Voir corrigé en fin de manuel.

. a. f semble définie sur |- 3;3[.
. f semble continue sur]-3;-2],]-2;2[ et[2;3[.
. f semble dérivable sur]-3;-2],1-2;2[ et[2;3[.

N o s N

17 1. a., 1. b.et 2.

1- Ty
%1

P(t)
16P(0) + k=2 <€f
r, l 4
;', 0 X.
. 0 V 2 g
1’.’ -11 ]
8P(0) # 5
-3
4P(0) ”’,..r’ P
2P(0) o B
PO) + -~ tlen h) 2. Ontrouve k = 4.
0 1
3 P(t) @2. La fonction f est discontinueen—0,5;0,5 et1,5.
16P(0) . —2xsi—-1,5=<x<-0,5
! —xsi—0,5<x<0,5
i 3. f(x)= )
: 0si0,5=<x<15
\ xsil,5=<x<2,5
8P(0) —_—
i @ Voir corrigé en fin de manuel.
B : @ On résout l'exercice avec la précision qu’autorise la
2:((3)} — b lecture.
0 1 tenh) 1.a.5S={-6,8;,-4:3,8] b.S=1{-7;-3,5:2,5;4,8}

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité



c. $={-7,5;-18;0,6;5,4 d.S={-7,1;,-3;2;5}
2. Sim <—140 oum > 100 : aucune solution.

Si—140 =< m < —-100 oum =100 : une solution.
Si—100 =< m < —-70 ou50 < m < 100 : deux solutions.
Sim =—70 oum = 50 trois solutions.

Si—70 < m < 50 : quatre solutions.

Voir corrigé en fin de manuel.

@1. a. 1solution b. 3solutions c¢. 1solution
2. Sim <—4 oum > 2 :aucune solution.
Sim=-4oum=2ou-1<m<1:unesolution.
Si—4<m=<—1oum =1ou~2 <m<2:deux solutions.
Si1<m =< /2 : trois solutions.

26| 1. y
30 ."(

20

o] x
£1 (1] 1 2 3

L'équation f(x) = 0 semble avoir une unique solution
sur[—1;3].

2, a. f est continue sur[—1; 3] car fonction polynéme.

b. f estdérivable sur[-1;3]etf’ (x)=6x2—6x=6x(x—1)
pour tout x de[-1; 3].

X -1 0 1 3

F(x) + - +

4 31

w | T~

c. D’aprés le tableau de variations, sur [0; 3], I'équation
f(x) = 0 n'admet aucune solution.

Sur [-1;0], f est continue, strictement croissante et de
plus f(—1) < 0 et f(0) > 0 dong, d'apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution ¢ sur[—1; 0] donc sur[-1; 3].

d. -0,911<a<-0,910.

@ 1. Graphique: voir calculatrice. Léquation (E,)
semble avoir trois solutions surR.

2. a. Onposef:x — x3 —2x+1.
On étudie les variations de f.

Pour tout x deR, f’(x)=3x2 -2 = 3(x - \E](X + ;j
2 .
avec\/;zo,SZ.Dou:

x |2 _ﬁ ﬁ :
3 3
=~ 2,09

0
) —3/ . z—o,o9/

On applique ensuite le théoréeme des valeurs intermé-

diaires sur {— 2;— \/5} et {— \/g ; 1}.
3 3

b. ¢ =0,62etf =-1,62.

1. Léquation semble avoir deux solutions.

2. a. f est continue sur [-3;3] en tant que fonction
polynéme.

b. Pour tout x de[-3;3],

f'(x)=4x2+2x-2= 4(x - %)(x +1.

A 1 .
f” est donc négative sur l:— 1; f} etf est décroissante sur

cet intervalle, croissante sur[-3;—1] et [5 ; 3}

1
c. Comme f(E) = 0,02 > 0, I'¢quation f (x) = 0 n'admet

qu’une unique solution o sur[-3; 3]
avec—1,76 << -1,75.

L'équationf (x) = 0 admet trois solutions &z, B, v sur
[-2;2]avec—0,64 < x<—-0,63, B=Tet],14 <y <1,15.

31/ 1. On étudie les variations de f. Pour tout x de R,
f’(x) = 3x2 +1> 0.f est donc strictement croissante sur
[0;1], continue (comme polynéme) et 0 est bien com-
pris entre f(0) = —1et f () = 1. D'apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, I'¢quation f(x) = 0 admet une
unique solution sur [0;1].

2. Lorsque k =1, I'algorithme renvoie 0. Lorsque k = 3,
l'algorithme renvoie 0,6. Lorsque k =1, lI'algorithme
renvoie 0,68. Il nous donne les troncatures a 10~ -1
prés de c.

3. On remplace la condition f(a+107P)<0 par
f@xf(a+107P)<O0.

@ Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1. Méme correction que l'exercice 32.

2.
VARIABLES: X, X,,,1 hombres

INTIALISATION : X, prend la valeur 2
f(xo)

f'(xo)
TRAITEMENT : Tant que |x,,; — X,|>107° Faire

x, prend la valeur x,,  ,

x; prend la valeur x, =

. f(x

n+1)

X,.1 prendlavaleurx, 7
(Xn+1)

FinTantque

SORTIE : Afficher x,,, 1



3. Le logiciel nous donne « = 0,543 689.

@1. On exprime r2 grace au théoréme de Pytha-
gore: r2=82—-h2 dou V= gnrzh = %n(64 —h?)h
(0<h=<38).

2. On résout l'équation V(h)=150. On étudie les
~ 3 PO
variations de V:h—)—h?+63—4h V=mnV). V est

dérivable sur [0; 8] comme polynéme et pour tout h de

[0;8],V'(hy=—h?+ 634 [h - IJ( 8*5].

3 3

D'oul le tableau de variations de V sur[0; 8] :

h 0 83 8
3
= 65,7
0 0
150 150

On résout ensuite I'équation V (h) = (— =~ 47,7) et

en appliquant le théoréme des valeurs |ntermed|a|res

8 8
sur les intervalles {0 ;/—} { ;{— 8} on montre que

deux hauteurs h, et h, permettent d‘atteindre un
volume maximal de 150 cm3. La calculatrice nous
donne:h, = 2,5cmeth, = 6,5 cm.

(36/a. F/(x)=2 b. £/(x) = —6x—6
2 3 1263 | 32
R d. f/(0) =

X2 20x ¥

@Voir corrigé en fin de manuel.

c. f'(x)=- 0

X x5 —/x x5x4
_9dx
38/ a. /() = N— o =

T x5
, 2 1 Jx
b.f(X):ﬁX('lJr\/;)'f‘Z\/;Xﬁ:TJrz
- _
¢ F00 = 3x +24); 27
(x—4)
d. o= —2%
(x2+1)

Voir corrigé en fin de manuel.

oo
a.f(x)—im

14x3 -1
b. f’(x):ix
7x*—2x -1
1
v2 4
c f(x)=8x—%X=- \/2;
1 X
2 —
X

3 (9x—2)VBx-1

23x -1 3x—1

d. f/(x)=2Xx~/3x-1+2xX

Voir corrigé en fin de manuel.

Voir corrigé en fin de manuel.

(8B[a. F00=02x-1" b F(x)=———

4 d. 0 =-—0

C. f’(x):m (ﬁx_4)6

(48[ a. g0)=2xF@x-3) b. W'()=—F(-x)

(45[a. y=—13x-7 b,y:—%x-y%

46 | Voir corrigé en fin de manuel.

. 1 La tangente T, ala courbe € en a a pour équa-

tiony = \/—(x a)+~a? +3 (a réel).

s . . . 1.
2. a. T, est parallele a la droite d'équation y = EX siet

seulementsif’(a) = —

. . . 1
On résout I'équation : = —. En remarquant que

a
va?+3
a ne peut étre négatif et en élevant au carré, on trouve
pour unique solutiona = 1.

b. Les coordonnées de P doivent vérifier I'équation de
T, ce qui donne I'équation :

2
_a . 3
1= ++/a?+3 cequidonnel= )
Va2 +3 a’+3

D'ou les deux solutions a = ++/6.

1. Voir fichier sur le site Math'x.

2. T, semble avoir pour équation y = nx + 1.
Démonstration : f,, est dérivable sur R (fonction poly-
néme) et pour tout x réel, 7 (x) = n(1+ x)™!

Par conséquent, f*(0) = n.

T, a pour équation y =f"(0)(x — 0)+£(0) soiticiy =nx+1.

a. f est dérivable sur R et pour tout x réel,
f'(x)=—

o 1)S,quiestdusignede—x.
x? +

X — oo 0 + oo
f'(x) + 0 -

1
0 0

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité



b. f est dérivable sur R (fonction polynébme) et pour
tout x réel, f’(x) = —20(- 4x +7)* < 0.

L 7
f est décroissante surR (en x = 7 la courbe admet un

«point d'inflexion »: tangente horizontale traversée
par la courbe).

4
a. f est dérivable sur [5;10} et pour tout x de

—;10

B

4
sante sur[g;w].

> 0. f est strictement crois-

b. f est dérivable sur [-3;3] (racine carrée d'une
fonction polynéme) et pour tout x de [-3;3],

f'(x)=

X
V9 - x2
croissante sur [-3;0[ et strictement décroissante sur
10;3].

du signe de —x. f est strictement

@Voir corrigé en fin de manuel.

(52 1. t00 =ty +tys

On utilise la formule : durée = m.
vitesse
AH 241
Ainsi, tp_jy=——= X (théoréme de Pythagore)
Vmer
ett, =B _6-X
H—B V. 5 .

terre
On retrouve bien I'expression proposée.
_x 1
afx2+1 5
On résout directement l'inéquationt’(x) = 0:

2. Pour0<x <6,t'(x) =

5x = 4+/x2 + 1 etenélevantau carré (quantités positives) :

4

25x2 =16(x2 + 1) soit x = 3 Aufinal, t est décroissante
4 . 4

sur [O ; g} et croissant sur [E ; 6}

B . . - 4
3. D'apres 2., le trajet atteint son minimum pour x = 3

Le canot doit donc accoster au point H de la cote situé a
1,333 km de O.

@ 1. Lalongueur x variant dans l'intervalle [0; 1],
1

f(x)=2V1-x2 +EXV'|— x2 = (2 +§)\/1— x2.

2. f est dérivable sur[0;1] et pour tout x de [0; 1],

_ _J)x2 _
f'(x):lx\/1—x2+(2+ﬂ 2x_ _m2x o Axd]
2 2)2\/1—x2 2J1-x2

La dérivée s'annule lorsque x = —1%

~[5

J6

L'airemaximaleestdoncatteinte pourx =—1+ 5" 0,22
et vaut environ 2,1 unités d’aire.

54| 1. a. g est dérivable sur [-3;3] (polynéme) et
pour tout x de[-3;3], g’(x) = 6x2 — 6x = 6x(x —1).

X -3 0 1 3
6x - 0 + +

x—=1 - -

g’(x) + 0 - 0 +

g(x) 82/_1\_2/

b. D’apres le tableau de variations, I'équation g(x) = 0
ne peut admettre de solutions que sur l'intervalle [1; 3].
Sur cet intervalle, g est continue (polynéme), strictement
croissante et 0 est bien compris entre g(1) et g(3).

On peut donc appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires et I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution ¢z, on trouve o = 1,7.

Par conséquent, g est négative sur [-3;a] et positive
sur[o; 3].

2. a. On utilise la dérivée du quotient.

b.
X -3 0 o 3
9(x) - - 0+
(3 +1” + +
f’(x) - - 0 +

=-0,15 =-0,07
f(x)

S -0,12

@ 1. (A) Oui, une fonction polyndme par exemple.
(B) Oui, une fonction présentant une discontinuité en
un point.

(C) Non, la dérivabilité entraine la continuité.

(D) Oui, par exemple la fonction valeur absolue sur
[-3;3].

2. (A) fest non continue ou non dérivable sur I.

(B) fest continue ou dérivable sur I.

(O) fn'est pas dérivable sur | ou continue sur .

(D) fn'est pas continue sur | ou dérivable sur I.

1. Oui, la fonction semble continue sur [-2;6), il
semble que l'on puisse tracer la courbe sans lever le
crayon.
2
xXc—x-12
2. a. f(x)= 4

. f n'est pas définie en x =4

donc a fortiori non continue sur[-2; 6].



x—4)(x+3)

seulement lorsque x # 4. On ne peut donc voir la
«discontinuité » en 4 (la fonction est prolongeable par
continuité en 4 a gauche et a droite).

b. f(x) sécrit aussi f(x)= = X +3 mais

APPROFONDISSEMENT
w’(x)

1. f'(x) =
0=

h’(x) = axw’(ax + b)
2. a. f(x) =v(u(x)) avecv(x) = Ix etu(x) = w(x)

g(x) = v(u(x)) avecv(x) = x" etu(x) = w(x)

g’ () = nw’ w ()"

h(x)=v(u(x)) avecv(x)=w(x)etu(x)=ax +b

’ _ ’ 1
b. f(X)_W(X)XT/W

h’(x) = axw’(ax + b)

gX)=w )xnwi)"

f définie sur R par: f(x) = {2X_1 Si x <2 est

4x-5si x>2'

continue sur R, dérivable sur |—oo; 2[ et ]2;+oo[.
y
6

(61‘

0 X.
0 1 2

2. Par définition, E(x) est l'unique entier tel que

EX) <= x <EMX)+1.

En ajoutant 1 a l'inégalité, EX)+1=x+1<EMX)+D+1.

En revenant a la définition, on a donc bien

EX+D=EX)+1

3. a. Pour tout x réel,

FX+D=EX+ D+ [x+1—E(x + D]
=EQ)+1+[x+T1-EQ) -T2 =f(x) + 1.

b. Pour obtenir la courbe R en entier, on procéde par

translations successives de vecteur t(1;1).

4, Oui, la fonction semble continue surR.

1. La cellule A0 peut contenir:

x2 =2x,x? =2x+1,x2 = 2x +1 et plus généralement
toute expression de la forme x2 — 2x + ¢ (c e R).

2. Les contenus possibles pour A0 sont :
-x3/4-x2+3x+c(ceR).

1. Dans chaque cas, f semble décroissante sur
]—e0;2]. En utilisant le sens de variation de Ju, on en
déduit que m < 0.

2. On en déduit que, dans tous les cas, f(2) =0, ie.
2m+p=0.

3. On peut conjecturer que toutes les tangentes a ces
courbes en leur point d’abscisse 0 passent par A(4;0).
Démonstration : soient m, p donnés.

La tangente a ‘€ en 0 a alors pour équation

m
y=—r—x+p.
2Jp
Or, lorsque x = 4, y:LX4+\/E=M=0
" 2o »
d'aprés 2.
La conjecture est démontrée.

1. Dans chaque question, on doit déterminer le
périmétre P(x) de la surface circulaire en additionnant
le périmetre du (ou des) secteur(s) angulaire(s) et la
longueur des c6tés de la maison concernés par la
course du chien.

a. b. C

P(x)=(37n+2)x P(x)=Q2n+2)x-31 P(x)=(57n+2)x—10n

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité 9



10

| perimatre de la surface

2,

150m |

100m|

. ; : i i i i i i longueur d b lalsse
om 2m am &m Bm 16m 12m 1dm 16m 18m 20m 2Zm

On constate que cette fonction est bien continue en
x=6etx =14,

1. f est dérivable sur [0;1 (polynéme) et pour
tout x € [0; 1], f'(x) = 4x(x? — 1). On en déduit :

X 0 1
f'(x) -

oo | TT——
-1

2. a. f étant continue, strictement décroissante sur
[0;1], pour tout y € [f(1); f(0)], I'équation f (x) = y admet

une unique solution dans [0;1] (théoréme des valeurs
intermédiaires).

b. x4 -2x2—y =0 est une équation bicarrée qui
devient X2-2X-y=0 en posant X=x2 Le
discriminant valant A=4y+4 =0 (pour y €[-1;0]),
X =1-+/1+y (on élimine l'autre éventuelle solution)

et,aufinal, x =vV1-1+y.

88 | La premiere dérivation se fait par rapport a la
variable x (faite d'office sur Xcas.fr) tandis que la deu-
xiéme se fait par rapport a la variable a.

Lorsque l'eau recouvre exactement la boule, cela
signifie que le volume d'eau est exactement égal au
volume de la boule. En notant r le rayon de la boule,
I'équation résultante est :

4 4
—nrd =nx102x4—-—mr3
3 3
2
soit, en simplifiant, §r3 =100 ou encore 2r3 — 300 = 0.

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires a
x — 2x3 =300, on montre que cette équation a une
unique solution adans[0;10].0naa = 150 = 5,31 cm.

A. 1. De maniére intuitive, ty g =ty +t_p.

- . distance .
En utilisant la formule vitesse = ——————, on obtient
urée
Al B )
tpp =——+——- En passant aux coordonnées, on
vd v

obtient la formule attendue.

2. a. g(x) est I'expression de la dérivée de f. h(x) est
I'expression de la dérivée de g, ou encore I'expression
de la dérivée seconde de f.

b. (x2 + az)g =(x2+a?Wx2+a?.

c. h(x)>0 comme somme de termes strictement
positifs.

3. D’aprés 2.c. et la définition de h, g est strictement
croissante sur[0; d].

4. g est continue sur[0; d] (comme somme et quotient
de fonctions continues), strictement croissante sur ce

. d .
méme intervalle et 0 €[g(0); g(d)] car g(0)=—— ou
a9

d>0,q1>0etg(d)=ioUd>O,q2>0.
92

Par conséquent, daprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, I'¢quation g(x) = 0 admet une unique
solution dans [0;d]. Légalité s'obtient en écrivant

littéralement g(x,) = 0.

5.
X 0 Xo d
gx) - 0 +

f(0) f(d)
f
(X) \ ; (XO) /

B. a. En utilisant les définitions des lignes trigonomé-

. .. OA . .
triques, sini; = A puis en passant aux coordonnées,
sini; Xo

v via?+x?

R ) sini. d—x
De méme, on obtient, —2% = ( o )
W wd - x? + b2
Les deux quantités sont égales d'apres A.4.
s . sini;  sinj
b. L'égalité de a. devient j = ( j

(5 <
m
En simplifiant par ¢, on obtient bien la loi de Descartes.

1 F000 =L f200 = 2 et fO(0) = -2
X X X

2. a.a=-1a,=2,a;=—6¢eta, =24.

n,

b. On peut conjecturer a; = —120.

c. On peut conjecturer «a,, = (=1)" n!».

Montrons cette conjecture par récurrence surn e N":
Initialisation : n = 1. a; = —1fonctionne (cf. 2.a.).
Hérédité : Soit n = 1.

Supposons que f™ (x) = (<1)" n!) x (L)
Xn+1

£ &tant dérivable sur R* (fonction puissance), on peut
utiliser I'égalité "+ = (FMY’, ce qui donne:



pour tout x# 0 F+) (x)= ((-1)" n!)x(— (n+1))

Xn+2

=)™ (h+DHx

Xn+2)‘

Par conséquent, d,,; = (—=1)"T(n+ D! : I'hérédité est
démontrée.

Au final, la conjecture est vraie pour tout n e N,

PROBLEMES

A.1. En notant x l'aréte du nouvel autel, I'4qua-
tion du probléme se résume a:
74 2%V, soitx3 =2x1=1.

nouvel autel = ancien autel’
2. On applique le théoreme des valeurs intermédiaires
af:x— x3—1et on montre ainsi que f admet une
unique racine asur[0;2].f étant strictement croissante
et non nulle sur[2;+ e[, cette racine est unique sur R*
tout entier.

— —
B. 2. a. Les vecteurs UA(E_U;Z) et VB(1;1-v) sont
colinéaires par construction. En appliquant la condition

o . 1
de colinéarité, on trouve effectivement (5 - u)(1 —-v)=2.

— — 1 1
b. Les vecteurs VB(1;1—-v) et PR(f—E;—7+Z) sont
4 2 2 2

orthogonaux par construction. En écrivant la nullité du
produit scalaire de ces deux vecteurs (expression

. . 1
analytique), on trouve effectivement (E - ) =(1-v>
c. Les relations obtenues en 2.a. et 2.b. permettent

1 u)(1 -v)=2
d'écrire le systeme: soit

oo

(% - u)VH =2
] en remplagant (1—v) par VH.
-
2
e 1 2 .
En éliminant [= — ul, on trouve VH = —— soit VH3 = 2.
2 VH?2
On a donc bien VH = 32 (cf. partie A).
1.
X -5 1 1 5
3
f'(x) + 0 - 0 +
22 94
f00 / 27\
-146 -2

2. La valeur cherchée est donnée a la 4¢ instruction
(environ 1,839).

Pour montrer que cette valeur est unique, nous utilisons
le tableau de variations.

D’une part, f ne peut s'annuler sur [-5;1] car elle est
. . 22
continue et admet un maximum de % <0.

D’autre part, sur [1;5], f étant continue et strictement
croissante, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
comme 0 €[f(1);f(5)], f ne peut s'annuler qu’'une seule
fois. De plus, d'aprés la calculatrice, f (1,82) = — 0,104 < 0
et f(1,84) = 0,004 > 0, donc 1,839 est bien une valeur
approchée de la solution cherchée.

3. Voici ce que nous propose le logiciel de calcul formel
Xcasfr:

[1]f(x):=x"3-xr2-x-1
// Interprete f
// Success compiling f

X -= x3 -x2 -x-1
[2la:=((19+3*sqrt(33))/27)4(1/23)+((19-3"sqrt(33)Y27)A(1/3)+1/3

1 1
(1943+(/33)) 4 (19-3.(v/33))° s 1
27 27 3

[[simplifier(f(a))
Evaluation time: 0.484

0

Le logiciel nous confirme que f (o) est nul.

(94 A1, y=—-15x—4

2. On calcule f(x)—(—15x —4), que l'on égale avec
x+23=(x+2°(x+2)=x3+6x2+12x +8.

3. (x+ 2)3 étant du signe de x + 2, € est en dessous de
Tsur]—oo;—2[ etau-dessus sur |2 ;+cof.

B. 1. a. y=f'(a)(x—a)+f(a)

b. Si g =0 sur R, alors 6 est toujours au-dessus de T
(intersections possibles).

2. a. f” étantladérivéedef’,sif” = 0surR, alorsf’ est
croissante sur R.

b. et c. g étant dérivable comme somme sur R, pour
tout x deR, g’(x) = f’(x) — f’(a). D'ou le tableau suivant :

X — oo a + oo

g'(x) - 0 +

g(x) \ 0/

% est donc toujours au-dessus de T.

d. Lorsque la dérivée seconde d'une fonction est
positive, la courbe de la fonction se trouve au-dessus de
chacune de ses tangentes (on dit que la fonction est
convexe).

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité 11
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3. On suit le méme raisonnement. Ainsi, lorsque la
dérivée seconde d’'une fonction est négative, la courbe
de la fonction se trouve en dessous de chacune de ses
tangentes (on dit que la fonction est concave).

C. a. f est dérivable sur R comme polynéme et pour
tout x réel, f”(x) = 24x2 + 2 > 0. On se trouve dans le
cas du 2. : la courbe de la fonction est au-dessus de ses
tangentes (fonction convexe).

b. f est dérivable sur R (f est du type vu, ol u est un

polynéme) et pour tout x réel,
6

f'(xX)= ——F———
0 (2x2 +3)V2x2 + 3!

. Méme cas de figure.

Ta est parallele a d lorsque f’(a) = —1. Or, f, fonc-
tion polyndme, est dérivable sur R et pour tout x réel,

1
f'(x)= _EXZ + x — 1. On cherche donc les valeurs de a
1 1
vérifiant I'équation — Eaz +a—-1=-1soit a(—iaﬂ): 0.

Les valeurs de a qui conviennent sont donc 0 et 2.

D’une part, (AO) a pour vecteur directeur

OA(a; f(a)), soit ici ﬁ(a N4 — az).

D'autre part, T a pour vecteur directeur a(1;f’(a)), soit
a

4-a?)

O—A~a:a><1+\/4—a2x[—\/a—z]:a—azo.
4—-a

Lesdeuxdroitesconsidéréessontdoncperpendiculaires.

iciul1;,—

On note x = AB. Par le théoreme de Pythagore,
AC = /64 — x2 . En notant P(x) le périmétre du triangle
ABC, on obtient :
P(x)=AB+AC+BC=x+8++64—x2.

P est dérivable sur[0; 8] comme somme d’une fonction
affine et d’'une fonction du type Ju et pour tout x de

[0;8]:
, X V64 — x2 — x
P/(x)=1- =
Vea—x2  \Jea-x2
64 —2x2

Jo4 - x2 (\/64 X2+ x)
(pourladerniére égalité, on utilise la quantité conjuguée).

1. a. Représentation de H

y
1

-2 -1 0 1 2 3

Représentation de IT

-2 ~1 0 1 2 3

b. H semble continue et dérivable sur |—<;0[ et
[0;+oo[.

. . 1
c. IT semble continue et dérivable sur }_w;_,[,

) 2
—i—|et |zi+oo|.
22 2

1pour x <2
2. a. H2-x) =
0 pour x >2
1pour x <1
H(1-x) =
0 pour x >1
0 pour x > 2

DoncT(x) =41pour 1< x <2
0 pour x <1

1

0 pour|ax + b| >E
b. IT(ax + b) = : :
Tpour ——<ax+b=<—
2 2

1 1
On cherche a réécrire I'inégalité -5 <ax+b=< 5>

Procédons par disjonction de cas sur a#0 (a=0 ne
convient pas) :

1€"cas:a > 0.
1 1 1 1
Alors ——<sax+b=<— @———és ax+b<——9.
2 2 2a a 2a a
En identifiant les bornes d'intervalles sur lesquels T et I'1

sont constantes, on parvient au systéme :

1 9—1 a=1

“2a a 1+2b=-2a B
=3

1 b 1-2b=4a b=_2

— =2 2

2a a

2%cas:a<0.

On proceéde de méme :on trouvea =—1letb = i
. 3 3
Conclusion: T(x) = H( - 3) = H(— X+ E)

100| Notons g, .. l'altitude minimale et a ., I'altitude
maximale.

Soit m la fonction « montée » qui a h (I'heure comprise
dans lintervalle [8;20]) associe m(h) (l'altitude a

laquelle se trouve l'alpiniste a I'heure h).

min max

Soit d la fonction « descente » qui a h (I'heure comprise
dansl'intervalle[8;20]) associe d(h) (I'altitude a laquelle
se trouve l'alpiniste a I'heure h).



Les deux fonctions m et d sont continues par définition.
En notant A la fonction continue qui a h associe
A(h) = d(h) — m(h), on constate que

A®) = Aoy — Arin > 0, que A20) = d i, — Gy < 0.
D'aprés le théoreme des valeursintermédiaires, I'équation
A(h) = 0 admet une solution hy (pas forcément unique)
dans[8;20] : c'est I'heure solution du probléme.

1. Larelation proposée sécrit aussi : f(x)(1 - f(x)) = 0.
D’aprés la régle du produit nul, f (x) ne peut donc étre
égalqualoul.

2, Par I'absurde, supposons qu'il existe a et b dans |
(a < b, quitte a échanger a et b) tels que f(a) =0 et
f(b) = 1.f étant continue, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢ €[a; b] tel que f(c) = 1 Clest
impossible d'aprés 1. 2

1- N

2. a. La fonction semble continue sur l:l,l}, [1 1}

11 3'2a"3]
[5’4}”'

b. Par définition, la fonction partie entiere x — E(x) est
continue (et constante) sur les intervalles [k ; k + 1] (ou
k € Z).Soitx €[0;+ 0o :
1
+six>1,0<—<1, doncf est constante (et nulle) sur
J1;+eo[.
1 * .
«si 0< x <1, on peut écrire — e[k; k+1 (k eN") soit
1 1
encore x € ]ﬁﬂ Sur chacun de ces intervalles, f
1
est définie par f(x) = sz(f): kx2 : f est donc aussi
X

continue sur les }Ll] (k e N").
k+1 k

On considére sur [0; 1] la fonction « différence » g

définie par g(x) = f (x) — x.

D’aprés I'énoncé, pour tout x de[0;1,0<f(x) < 1.
0=<fO =1 0<gO=<1

On en déduit :{ © soit{ 90
-1<f()-1<0 -1=<gh=<0

Par conséquent, 0 € [g(1); g(0)].

Comme g est continue sur [0;1 (comme différence),

d‘apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 'équa-

tion g(x) = 0 admet au moins une solution x, sur[0;1].
En particulier, f (xo) = X.

Rappelons que E(x) est l'unique entier vérifiant
E(xX) < x<EX)+1.
Soit x réel et n entier naturel non nul, montrons I'égalité

E(x)=E @) par « double inégalité » :
X

E
D'une part, nx =E(nx) dou x = @ La fonction
n
E
partie entiéere étant croissante, E(x) = E(@)
X

D'autre part, E(x) < x donc nE(x) < nx et, comme le

membre de gauche est un nombre entier, on a aussi
. . E(nx - X
nE(x) <E(nx) soit aussi E(x) < Q En utilisant a
n
E(nx
nouveau la croissance, E(x) < E(Q)
X

Accompagnement personnalisé

@ Etudier le signe d’une expression
1. a.

X — o0 -

4Xx+5 - 0 +

4x2+8x +4 + 0 +

2. a.

X —eo -6 -1

X +1 - - 0 +

X2 +6x

(X +1(x2+6x) -

b.

X — oo -4 3 +oo

X+4 - 0 + +

-x+3 + + 0 -

x+4
-x+3

Chapitre 2. Continuité et dérivabilité
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c.
X —eo 2-5 0 245 4o
2x - - 0 + +
—x2 +4x+1 - 0 + + 0 -
2x

Sxraxel| S0 -

d.

X — o0 1 + o0
x%+4 +

x =1 - 0

(x2+8)(x -1 - ||

e.

X — o0 % 6 + oo
x2+2 + + +
-X+6 + + 0 -
3-2x + 0 - -

(x2 +323(;;( +6) N -0 o+
3.a. y=2x-2
c. etd.

X —oo -2 1 +oo
(x —1? + + 0 +

X+2 - 0 + 0 +
fx)—2(x—1) - 0 + 0 +

c c
Position Gen '% acﬁ— .% af—
relative deds:c;us % dessus g dessus
£ deT £ deT

@ Signe d’une expression avec racine carrée
2. a. On utilise une regle des signes.

b. On utilise la quantité conjuguée (ou une résolution
d'équation).

c. On réduit au méme dénominateur puis on utilise la
quantité conjuguée (ou une résolution d'équation).

@ Travailler la rédaction

Il faut justifier l'obtention du signe de f’(x) (signe du tri-
néme par exemple) et I'utilisation du théoreme des valeurs
intermédiaires sur chacun des intervalles considérés.

@ Des problémes de tangentes
1. a. f'(a) b.y=f(@x-a+f(a)
2. Etape 2

a. une équationdeT
(quiesticiy =(3a2 -3)(x —a)+ (a®> —3a+1))

c. u(1;f('a))

b. le coefficient directeur de T

(qui estici f’(a) = 3a% - 3)

c. unvecteur directeurdeT

Etape 3

a. 1. Comme f’(a) = 3a2 — 3, on en déduit une équa-
tion de T:y = (3a® — 3)(x — @) + (a® — 3a + 1. La condi-
tion cherchée est: —5=(3a%> -3)2-a)+ (a® -3a+1)
soit encore a3 —3a2 = 0.

2. f’(a) = 3 devientici3a2 — 3 = 3, soita? = 2.

3. La condition est: 1+(3a? —3)(-2)=0 ou encore

—6a2+7=0.
2.a=+2 3.a=i\g

Dans les trois cas, il y a deux tangentes solutions.

b.1.a=00u3

@ Approfondir

l.a. f estcontinue surR mais pas dérivable surR.
xsix=0

b. f(x)= { . . f est donc dérivable sur R — {0}

-xsix<O0

1six<0

(fonction affine) et f'(x) = { .
—1si x<0.

¢. Lafonction f’ présente une discontinuité en 0.

II.1. Auvude lacourbe, la fonction h semble continue
mais pas dérivable surR (probléme en 1).
—-x—-1six<1

2.a.m(x)={ .
X—T1six>1

b. lim m(x)=-2et lim m(x)=0.
x—1 x—>1*

c. Les deux «droites limites» de la droite (AM) (a

gauche et a droite de 1) sont donc distinctes : il n'y a pas

de tangenteen 1.

lIl.Ontrouvea=0,3,b=-1etc=0.



Pour reprendre contact

@ Avec des exposants
a.5° b.23 42 d.10% e.352 £2102 g.2m"  h.2mn j.2mn

@ Avec des lectures graphiques

1.a.2 b.4 0 d.1

2. Sim € ]— o ;—1[, aucune solution ; sim € [ 1;1[, deux solutions
Sim =1, trois solutions ; sim € [1; 3[, quatre solutions

Sim = 3, trois solutions ; sim € |3; 4[, deux solutions

Sim = 4, une solution ; sim € 4 ; + o[, aucune solution

@ Avec la dérivation

X

N2x+5

1. Pourx e R, f'(x) =

2. Pour tout x réel,
a. ') =2g9’'2x-4) b.f'x)=g'(x+3) cf'X)=-g'(-x+6) d.f'(x)=-g’(-x)
3. g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et g’(x) = f’(x)f (=x) — f ()" (—=x).

4. festune fonction constante surRetf(x) = 3.

Activité 1. Radioactivité au tableur
1. Voir fichier sur le site Math'x.
2. a. N’(t)si Nestdérivableent. b.Evident c.non (pasencore!)

3. a. Voir fichier surle site.  b. Type exponentielle. Equation affichée sur Excel : y = 6983,8 e 0124

Activité 2. D’'un modéle discret a un modeéle continu
1. Pourn=0, a.R,=R;x0,917"

R Ry X 0,917" X Ry X 0,917™
b. f,,, =21 =(0,917)" X (0,917)" et f,f,, = 2 0

Ry RS
2. a. Pourt = 0, la valeur f(0) = 1est cohérente car la relation (1) donne : f (t) = f(t).
b. Pourt = 0,sig(t) =f(t+a)alorsg’(t) = f'(t + a) et sih(t) = f (t)f (a) alors h’(t) = f’(t)f (a).

=(0,917)" x(0,917)™ d'ou Iégalité.

Chapitre 3. Fonction exponentielle 1



De I'égalité des fonctions g et h, on déduit f'(t + a) = f'(t)f (a).

c. Pourt=0, I'égalité précédente donne f’(a) = kf(a) avec k = f’(0).

Activité 3. A la découverte de propriétés
A. 1. 2. Voir fichier sur le site Math'x.

3. Pour tout x réel, (exp(x))? = exp(2x).
Pour vérifier, entrer en D2 le nombre B22, étirer cette formule ensuite jusqu’a D42.

4, Pour tout x réel, (exp(x))? = exp(3x) et, pour n entier relatif, (exp(x))" = exp(nx).

B. Pour découvrir la relation exp(—x) =

1
) voir fichier sur le site, page 2.
X

C. 1.a.Egalité exp(x + y) = exp(x) x exp(y) pour tous réels x et y (voir fichier sur le site).

v

Fichier sur le site réalisé pour des entiers aléatoires compris entre 0 et 10.

N

exp(x - y) = exp(x) + exp(y), fichier sur le site pour des entiers aléatoires compris entre 0 et 10.

D. 1. Pour tous réels x et y, (exp(x))" = exp(nx) ;exp(—x) = 1 ;exp(x +y) = exp(x) X exp(y) ;exp(x — y) = exp(x).
exp(x) exp(y)

2. L'analogie avec les puissances entiéres d'un nombre réel est ainsi soulignée.

TP1. La décroissance exponentielle

1 5740 5740 _5740
A 1.-Ny=Npe 7 e 7 =—7T= .On trouve : 7 = 8281a l'unité prés.
2 2 In0,5

t
‘I ——
2. ENO =Nye 7 & t=-8281In0,1=19068. Datation estimée : proche de 20 000 ans.
N, L
B. 1.Pourt =0,N'®)= ——2 e © < 0 donc N est décroissante sur[0;+ oo[.
WT—J ——
négatif positif

2. T =-1In0,5. Population a I’instantT:%N(O).
_kt _t k 1\K
3. a. Pourk=1e 7 =[e rj =(5) .
1 1

b. k=2 — A[2T ; ZNO ;k=3—>A3T;gN0

4. a. test|'abscisse du point d'intersection de I'axe des abscisses et de la tangente T a la courbe représentative de N
N

au point d'abscisse 0. T a pour équation y = ——2 x + No.
T

N N
——2x+Ny =0 x =1doule résultat.
T

b. Nye™ = 0,007 Ny < 0,01 N, : plus de 99 % des noyaux présents a l'instant t = 0 sont désintégrés.

TP2. Tangentes a deux courbes
1. a. Voir fichier sur le site Math'x.
b. T, etT, semblent perpendiculaires et PQ = 2.

2. Les vecteurs directeurs de T, et T, ont pour coordonnées respectives (1; e?) et (1; —e™9).
1x1+e9x—-e9=1-1=0doncT, LT,.
P(@—1;0);Q(a+1;0)doncPQ = 2.

TP3. Une famille de fonctions

1. Les propositions 1 et 3 semblent vraies, la proposition 2 semble fausse.



2. Proposition 1:f : x > eX — x a pour dérivée f": x > eX — 1. f est donc décroissante sur |—oo; 0], croissante sur
[0;+ o[ ; elle admet donc un minimum en 0 valant 1 donc, pour tout réel x, on a: f(x) > x. La courbe % est au-dessus

ded,.

Proposition 2: g : x > eX — 3x a pour dérivée g’ : x > eX — 3. g est donc décroissante sur |-« ;In3],
croissante sur[In3;+ o[ ; elle admet donc un minimum enIn3valant3 -3In3 = -0,3.

Ona:g(0)=1;g(2) = 1,4 donc I'équation g(x) = 0 a deux solutions a et b. Sur |a ;b[, g(x) < 0 donce* < 3x.

Proposition 3 : la tangente a 6 au point d'abscisse a a pour équation y = e*(x — ) + e*. La droite d, est tangente a €

si il existe a tel que {ea =a = {a =€ Ladroite d, est donc tangente a la courbe € en son point d'abscisse 1.
—0e%+e%*=0 a=1

TP4. Courbes a sous-tangente constante

A. 1. Conjecture:S N, = 1.Voir fichier sur le site Math'x.

2.a. T,:y=e9%+e1-a)

b. 0=e% +e9(1-a) & x = a-1.LepointS, a donc pour coordonnées(a—1; 0).

Puisque N, a pour coordonnées (a ; 0), S,N, = 1.

f(a )
B. 1.N,@; 0);S,la———;
a@: 0 a(a f(a)
2
2.5,N, =TSN =1 ((:’((a))))z =1 f(a) = f'(a) car fet f’sont strictement positives sur R.
a

Seule la fonction exponentielle est solution de I'équation f” = f et donc du probléme posé.

TP5. Un algorithme pour approcher e*

X 2 X X
A. 1. [eZJ =eXdonce2 =+e* (care2 ete* sont strictement positifs).

a+b
2. e 2 =+/edthb =/edeb
3. 4.
A
"""" B
(exp(a+b))/2}-----

a (a+b)/2 b

\J

s . - . . . . a+b
Linégalité demandée est alors évidente puisque la fonction exp est strictement croissante sur|a ; |
. a+b
SIXG[ ;b}, ona+edeb <eX <eb,

B. 1. Six €[0; 1], alorseX €[1; e] d'ou la validité de l'initialisation.

2. Alors b prend la valeur atb

. a+b
, M la valeur vmM. Sinon a prend la valeur 5 m la valeur vmMm

w

. La variable eps fixe I'amplitude de I'encadrement souhaité pour e*.

n

. a. Voir fichier sur le site Math'x.

b. On obtient:2,0137523 < e%7 < 2,0137533. La calculatrice indique 2,013752707 pour e%7.

Chapitre 3. Fonction exponentielle 3



Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

[Ba.A:e“BB:e9
@(e‘x +1) = e 4 2e X +1
@ez" +3eX =eX(eX +3)

(4 faD bC BD dAD

b.A=e1=B

@Pourx #0,eX > x + 1. Egalité six=0.

@ Pour tout x réel,

a.f’(x) = 3e3x+4 b.f’(x) = (2x + 1)e2x
F(x)=—— d.f/(0) = 3e3

@a.x:O b.x:—§
2
c.x ==%1 d.x=1In3+2
a. Aucune solution b.x e]-o0;0[
1
c.xe}—oo;—g[ d.x e[4;+[

9 [ a.f’(x) =2e2X*t5 > 0; f est strictement croissante
sur R.

b. f’(x) =—3e73X < 0 ; f est strictement décroissante
sur R.

. F/(x) = 2xe*’. fest strictement croissante sur ]-;0],
strictement croissante sur[0; + oo[.

d.f’(x) =2e % > 0 ;fest strictement croissante sur R.

ENTRAINEMENT

10 | 1.Pourtoutxréel, h’(x) = exp(x) X (g(x)+ g’ (x)) =0
donc h est une fonction constante sur R.
2.h(0)=1dou:Vx eR, h(x)=1.

@Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1.a. Pourtoutxréel, f(x) = f(x + 0) = f(x)f (0) = 0.
b. Soit x, un réel tel que f(x,) # 0. f(xy) = f(x,)f ()
doncf(0)=1.

X eR, fX)Xfx)=fx—x)=f0)=1

2. a. Initialisation évidente pourn=1.

Hérédité : soit n un entier =1 tel que f(nx) = [f(x)]".
[FON™" = [F (I F (%) = F(X)F () = £((n + Dx).
Conclusion : Vn = 1,f (nx) = [f(x)]".

b. Soitn e N" et posons p = —n.

f(=nx) = f(px) = [FOOIP = [FOO™".

@ a.e3 b. e3x c.eX d.ext!

14 | Voir corrigé en fin de manuel.

@ a.e2x+2 b. e2x-1 c.e X
1.

exp(x)3~ exp(—4) = exp(3x)-exp(—4) = exp(3x — 4).

d.eX +1

La commande expexpand sert donc a « développer »
une écriture exponentielle.

2. exp(—x2 + 2x + 4) = exp(—x?)-exp(2x) - exp(4)
= (exp(x?) - (exp(x))”- exp(4).

@ a.e™2X -2 b.e2X — e 2X 4 2eX 4 2e~X
a.eX(eX -1)

c.(2eX + 1)

. 2 2
Pour tout x réel, (¥ + e7¥)" —(eX —e™¥)" = 2.
Voir corrigé en fin de manuel.

2eX —2e™X
2t(x) eX 4 X
T+ (t(x))? . e2X —2+eX
e2X 42 4 eX
e —e X e 424 e X
eX £ e—X e2x + e—2x
(¥ —eX)eX+e X2 (eX—eX)(eX+e7¥)
- (ex + e—x)(e2x + e—ZX) - @2X 4 @2
(ezx _ e—ZX)

T e2X 4 a2 =1(2x)

b. (eX —T)(eX +1)
d.eX(x — e2X)

@ 1. Lorigine du repére semble étre un centre de
symétrie de la courbe 6 représentative de g.
2. a. Pour tout réel x,

1—e2X
e2X—1 " adx 1—e2X
-X)=———=—5——doncg(-x) = =-g(x).
90 e X +1 1+eX 90 T+e2X 9%

e2x
b. Le milieu de [MM’] a pour coordonnées (0 ; 0).
c. Lorigine du repere est centre de symétrie de 6.

@ Voir corrigé en fin de manuel.

a. Faux b. Vrai c. Vrai d. Faux

@ a. Vrai b. Faux c. Vrai d. Vrai

a. Vrai b. Faux c. Vrai d. Faux

@‘61 représente f, €, représente g, €5 représente h
et 6, la fonction i.



X
@ 1. Pour tout x réel, f"(x) = & eteX > 0donc
(X +1)?
f est strictement croissante sur R.
1 1
2.T:y=—x+—.
y 4 2

3. a. Pour tout x réel,
e2X —2eX+1  (eX+1)?

4eX+12  4(eX+1)2

g'(x) =

b. Pour tout x, g’(x) = 0.
g est strictement croissante sur R.

c.g(0)=0.
1.7,:y=x+1, T,y =ex
oY 1y d. ‘69 est donc au-dessus de T sur |- «; 0], au-dessous
2, Toutes les affirmations proposées sont vraies. sur[0;+ oo[.

Voir corrigé en fin de manuel.
Pour tout x réel non nul,

af(x= X=De b.f/(x) = X = De* +1

x? 2x?
sy (=x2—x —1)eX s =xeX -1
C.f(X)—T d.f(X)—W M 2 M M

@ Pour tout x réel non nul,

a.f’(x) = w b.f’(x) = i @ 1.
2x3 (eX —1)2
Pour tout x réel, variables
3eX a est_du_type nombre
c.f'(x)= ZXZ(X +3)eX d.f’(x) = m b est_du_type nombre
(32/1.a.F0)=3, F()=0; F/(-3)=0; F(0)=3 pestcu_typenombre
! ! ! ’ g est_du_type nombre
b.y=3x+3 c. deux solutions debut_algorithme
2. Pour tout x réel, f’(x) = (—x2 — 2x + 3)eX lire a
a. b. Simples calculs f(x)=0o x=+/3 lire b
p prend_la_valeur exp((a+b)/2)
@Voir corrigé en fin de manuel. q prend_la_valeur (exp(a)+exp(b))/2
si (p<q) alors
1. Pour tout x réel, f’(x) = (x + 1)e* ete* > 0 donc debut_si
f’(x) a méme signe que x + 1. f est strictement décrois- afficher’p < "
sante sur]— e ; — 1], strictement croissante sur[— 1; + o[ ; fin_si
f(=1)= _l. sinon
€ ) ) . debut_sinon
2.a.T:y=x b. La stricte croissance de la fonction si (p==q) alors
exp permet d'affirmer que six = 0, e*¥ = e@soiteX =1. debut _si
Par multiplication par x = 0, f (x) = x. afficher“p > q"
Six <0, par contre, f (x) < x. fin_si
¢. 6, est donc au-dessous | sinon
de T sur |- «; 0], au-dessus debut_sinon
sur[0;+oof. afficher“p > q"”
fin_sinon
fin_sinon

fin_algorithme

2. Il semblerait que, pour tous réelsaet b, p < q.

Chapitre 3. Fonction exponentielle



3. Voir fichier sur le site Math'x.

Y

c=(a+b)/2

1
Justification : p2 — g2 = —Z(e" —eb)2

Puisque p et g sont strictement positifs, alors p < g.
Eqgalité sia=b.

37 | Voir corrigé en fin de manuel.

a.x:ln4 b. x =In3
C

x=In2-2 d. aucune solution

1ol

b
c.x=-4 d.x=-2oux=4.

Poser X = eX dans cet exercice
b.x=8 c.x=00ux =In6.

—x@) oux:ln(2+\/§).
(#1]1.c0,5~15227 €

2.15000e%75P =16 000 < p = gln(%) = 0,086.
Taux environ égal a 8,6 %.

a.x=0
d.x=|n(2

'a t—115'r(115) 3,582 1073 pres.

br(t)_f 256 & |n128+1599
0,025

en fin d’année 2065, lalongueur du glacier aura diminué

de moitié.

=~ 165,93

In25,6 + 1,599
0,025
En 2094, le glacier aura disparu...

crt)y=256t= ~193,66.

|(”)
(3[a.425°C  bt=—29_2 cs578°C
0,05

Voir corrigé en fin de manuel.
eX—-3)2 1
.Pourxreelf(x) =3 =—<x=0
(eX+3)2 4
ou x =In9. Deux tangentes, aux points d’abscisses 0 et
In9 sont paralléles a la droite d.

1 (64
2 — c:fln( )009
Vye =S¢ = 48,5
0 V, = 64(e€)* =77

6 1
(47(1.D=10;x =10e 8 +10e 8 =13,549 mg 4 10°3
pres.

_T+5 T T 03
2.10e 8 +10e 8 =3 e 8 =— <
1+e 8
< T=-8In 0'35 =~13:13 heures
1+e 8

@a.xe]—oo;Z[

c. Aucune solution

b.xe[l;+oo|:
3

d.x €]-oo; M 125+ o]
1
a.xe]—oo;O[ b. x §,+oo[
[5 [
CX€e|=;+oo
3

Voir corrigé en fin de manuel.

d.xe]-2;3]

@a. Vx e R, f(x) = (—2x +3)e™* donc le signe de
f(x) correspond a celui de —2x + 3.

X —oo 3/2 +oo
f(x) + 0 -
b. Le signe de f(x) correspond a celui de 2x.
X —oo 0 400
f(x) - I +

c.Vx eR, f(x)>0<:>x<§.

X —oo 2/3 +oo
f(x) + 0 -

d. VxeR", f(x)<0 (somme de deux fonctions
strictement négatives)

@a. Vx eR, f(x) = eX(eX —1) donc le signe de f(x)
correspond a celui de eX — 1.
eX-1>0< x>0

X —oo 0 +oo
f(x) - 0 +

b. Vx eR, f(x) = eX(eX —e?) donc le signe de f(x)
correspond a celui de eX — e,

eX—e2>0o x>2

X —oo 2 +oo
f(x) - 0 +
c. Le signe de f(x) correspond a celui de 3x2 —2x — 8.

4
(A =100, racines : ~3 et 2)



X —oo -4/3 2 +o0

f(x) + 0 - 0 +

50
In—

53] t> 0—132 ;t > 23,44 :au bout de 23 jours.

’

_L 0’|
(54/v't)=3e 10 < 0,1t =-10In -

La plus petite valeur cherchée est 35s.

@Voir corrigé en fin de manuel.

Voir corrigé en fin de manuel.
@ Pour tout x réel,

a.f'(x)=—4e X

c.f'(x)=(1-x)e *

Pour tout x réel,

a.f’(x) = 2e2x-1

b.f’(x) = 10xe5%*
d.f'(x)=(—2x2 +8x —4)e X

b.f’(x) = =3(1+ 2x)e2x"!

d. f’(x) = (cos? x — sinx)esinx

Pour tout x réel non nul,
1 2

1 = , 2x< =1

Mx) = — b.f =———e¢e
a.f’(x) = Xzex (9] 2

;2 3 2x-3

c‘f'(X)=X+2ex d.f’(x)=—ze X
X X

. f’(x) = cos xesinx

x2-1

1. La courbe 6 s'obtient a partir de la courbe de la
fonction exp par symétrie par rapport a l'axe des
ordonnées.

2. Pour tout x réel, f"(x) =—e X doncf’(0)=-1etTa
pour équation:y =—x +1.

3.a.Pourtoutxréel, h’(x) =—e ™ +1.

—-e X +1>0¢ x>0. La fonction h est strictement

décroissante sur ]-o;0], strictement croissante sur
[0;+ o[, h(0)=0.

b. Le minimum de hvaut0:Vx e R, e ¥ = —x +1donc
% est au-dessus de T sur R.

Xex+1
a. Pour x #-1,f"(x) = 2 donc f'(x) a le

- . (x+
méme signe que x.

X —oo -1 0 +oo

f(x) T || T e —7

b. Vx e R, f’(x) = 2(x — x2)e=2X donc f’(x) a le méme
signe que x — x2 (racines : 0 et 1).

X —oo 0 1 400

f(x) T~ 0 —T e2 T

¢ VxeRf'(x)=2x2-2x+1eX* donc f'(x) a le
méme signe que 2x2-2x+1(A<0). f est donc
strictement croissante sur R.

@a. Vx eR, f/(x) = (x2 — x +1)e* donc f’(x) a le
méme signe que 2x2 — 2x +1(A < 0).

f est donc strictement croissante sur R.

b. Vx e R,f’(x) = (2x + 5)e2*~1 donc f’(x) a le méme
signe que 2x + 5.

X —oo -5/2 +oo
f(x) T~ e %/2 _—7
o VxeR, f'(x)= @ doncf’(x) ale méme signe
e
que -2x +5.
X —oo 5/2 +oo
5

a.VxeR, f'(x)= %x(x +D(x + 4)eX

X —oo -4 -1 0 +oo
f(x) \ / ei\ /
-16e™4 2 0

b. Vx eR, f'(x)=eX(eX+1)(eX-1) donc f'(x) a le
méme signe que e* — 1.

X —oo 0 +oo

-2
f(x) — 3 P

64 | Voir corrigé en fin de manuel.
1.Pourx €[4;6], f’(x) = 100eX et g’(x) = —10%e~*,

f est strictement croissante et g est strictement décrois-
sante sur[4; 6]. Plus le prix unitaire augmente dans[4 ; 6],
plus l'offre augmente et plus la demande diminue.

2.4 =< x<6;1000 < y =< 40000

3. On résout I'équation : e2X — 45eX — 104 = 0.
Seule solution dans [4; 6] : x =In125 = 4,83.
Prix d'équilibre : 4 € 83.

1. f semble croissante sur [- 3; 3], négative sur
[-3; 0], positive sur [0; 3].

2a.l-e*=0sx=0.

b.c.d.

VxeR, f'xX)=x—-1+e X —xe X=(x-D(1-eX).

X —oo 0 1 400
f’(x) + 0 - 0 +
f(x) P >
~-0,1

Chapitre 3. Fonction exponentielle



3. Les deux conjectures émises étaient erronées.

1.Vx eR, fF/X)=(x+M1eX;g'(x0) = 1_XX.

e

X —oo -1 1 +o0

f(x)

\_e71 /
*) -1
gx / e —

2.a.f(x)=g) = eX =1 x=0.
b.Onaf’(0)=g’(0)=1et f(0) = g(0) = 0.

Gret ‘(%g ont en leur unique point commun O(0; 0) une
tangente commune d'équation y = x.

Voir corrigé en fin de manuel.

Vx eR, f'(x)=(1-x)e™*

gx)=>0-x)e*-2
f’(0=1;9’(0)=—-1doncf’(0)- g’(0) = -1
f0)=g0)=0

En O, les tangentes a ‘6¢et €, sont perpendiculaires.

Mgz

1.Pourz=0,P'(2)= —Me_ RT

RT
donc P’(z)< 0. La pression est donc une fonction
décroissante sur[0;+ oo[.
RT |n(—909)
P(0)
mg

2.z=- =928 m.

@ 1.Pourt =0, x’(t) = — 0,5e %5t donc la fonction x
est décroissante sur[0;+ .
2.Pourt=0,y’(t)=—-0,5e703 + et

= e 05t(_ 0,5+ e05t),
Le signe de y’(t) correspond a celui de —0,5 + e 0t

-0,5+e9% >0 <t <-2In0,5.0nadonc:

t 0 tM + oo

y(t) — M T

ty =—2In0,5;ty, ~1,39 ;M =0,25.

3.a. Z(O)=—x'O) -y ()= 0 [D1 — 705t J

positif \positif car >0
donc la fonction z est croissante sur[0; + oo|.
b. t, = 11. Les concentrations en produit A et B seront

quasi-nulles pourt =11 min.

@ 1.Vx eR, g’(x) =3x2 +2x +1(A < 0) donc g est
strictement croissante sur R.
g(0) =—1et g(1) = 2. D'apres le théoréme des valeurs

intermédiaires pour les fonctions strictement
monotones, I'équation g(x)=0 admet une unique

solution a. a=0,544 a 1073 prés. La fonction g est
négative sur |- oo ; ], positive sur [o; + oo

_ —X
2.VxeR, f'(x)= % donc f’(x) et g(x) sont de

signes contraires. La fonction f est croissante sur |— e ; ],
décroissante sur|or; + oof.

@1. inO,f’(x):% donc f’et g ont le

méme signe sur R".

2. YxeR, g’(x)=(—1-x)eX. g est strictement
croissante sur |—oo;—1], strictement décroissante sur
[-1;400[,g(-1) <0 doll Vx eR, g(x)<0.

3. f est strictement décroissante sur |- ;0[ et sur
10; + o[

Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1. Voir fichier sur le site Math'x.

2.Vx eR, f{(x) = kek et gj (x) = —ke=kx.

k >0 donc f, est strictement croissante et g, est
strictement décroissante sur R.

3.Vx eR, f, (X) — g, (x) = ek (1— e2k).

1-e2k 5 0 = x <0.

€, est au-dessus de T'; sur ]—eo;0], au-dessous sur
[0;+ oo[. Les deux courbes se coupenten A(0; 1).

4.Yx eR, f,(x) = f,r (x) = ek (1— ek,

1—elk-hx > 0= x <0cark’—k > 0.

6, est au-dessus de 6. sur ]-eo;0], au-dessous sur
[0;+ o[

5.Vx e R, g, () — g (x) = e (1— elk=kx),
T-ek-kX >0 x>0cark—k’<0. T, est au-
dessous de T’ sur ]—eo; 0], au-dessus sur[0;+ oo[.

1. Voir fichier sur le site Math'x.
2. VxeR, f{(x)=2kxek et g, (x) = —2kxe . k >0
donc f, est strictement décroissante sur ]—oo;0],



strictement croissante sur [0;+oo[. g; est strictement
croissante sur |-eo;0], strictement décroissante sur
[0;+cf.

3.Vx €R, f, (x) - g, (x) = ek* (1 e2k?),

1-e2k® <0 o x2 > 0.6, est au-dessus de T’y sur R.
Les deux courbes se coupenten A(0; 1).

4.Yx e R, f (x)— f, (x) = ek (1 elk'=hx?y,
1—ek=kx* <0 x2 >0 car k' —k > 0.

6 est au-dessous de 6 sur R.

5.Yx € R, gy (x)— g, (x) = ek (1 elk=K)x?),
1—elk=k* 5 0 < x2 > 0car k—k’ <O0.

I'; estau-dessus de I"; sur R.

@1. Pour x=0,f(x)=2x-2& -2eX(x-70=0
< x =1.% et d ont un seul point en commun, B(1; 0).

2.Pourx=0,f(x)=2+(x—-2)e X

f(x)=2 e x=2.EnA(2;2-e2),latangente a 6 est
paralléle a d. Voir fichier sur le site Math'x.

78| 1.a.Pourx =0,f'(x) =2+ (x—2e *;f’(0)=0.
b.f'X)>2© x-2>0 x> 2.
2.a. Pour x=0,f”(x) =3 - x)e™* donc le signe de
f”(x) correspond a celuide 3 - x.

f” est strictement croissante sur ]—oo; 3], strictement
décroissante sur[3;+ oo[.

b. D’aprées les questions précédentes, f'(x) est négatif
sur |- oo; 0], positive sur[0;+ cof.

3.fest strictement décroissante sur |- o ; 0], strictement
croissante sur[0; + oof.

1.Pour x = 0, F/(x) = 2x — e 2% +1.

2.a. f'X)>1e2x-1>0< x> 0,5.

b. Pour x =0, f”(x) = (4 — 4x)e~2* donc le signe de
f”(x) correspond a celuide 4 - 4x.

f est strictement croissante sur ]|—oo;1], strictement
décroissante sur[1;+ oo[.

3.f’(0) = 0. D'apres les questions précédentes, f’(x) est
négatif sur ]— oo ; 0], positive sur[0; + oof.

Ainsi f est strictement décroissante sur ]—eo;0],
strictement croissante sur[0; + oo

D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires
appliqué sur [0; 1], I'équation f(x) = 0 admet une seule
solution o ov=1,12 4 1072 prés.

) b, e—(2-0,5(1+1) os
Pournentler>O, b :W:e ,

n

La suite (b,,) est donc géométrique de raison e%>.

- - —e3 y. =eb
1.u1—1,u2—e,u3—e , Uy = €°.

2. Raisonnement par récurrence
Initialisation : pourn=2,u, = eete =e.
Hérédité: pour un entier n=2, on suppose que
— oS — 0y ol = @Sy ith — @S
u, =e>1. Alorsu,, ; = u,e” = et =e>n
Conclusion : la propriété est vraie au rang n= 2 et est
héréditaire: Vn =2, u,, = e>-1.
n(n-1)
3.Vn=2,u,=e 2

Voir corrigé en fin de manuel.

1. 7 semble étre I'abscisse du point d'intersection
de la tangente T a la courbe de la fonction i au point

d’abscisse 0 avec I'axe des abscisses.
t

— i
Pourt =0, i’(t)e © donci’(0) = —-2 etTa pour équation
T

i . .
y =—-Lx +i,.T coupe I'axe des abscisses en x = 7.
T

La vérification est ainsi faite.
2.i0) = ioe‘1 = 0,37i,. Ce calcul confirme ainsi la lecture

graphique.

a. Vrai b. Vrai c. Faux d. Faux

a. Vrai b. Faux (valable uniquement si a= b
care2d 4 e2b _2ed+b — (gd _ @b)2),

c. Vrai d. Faux (voir explications b.)

D’une part, les sons s'affaiblissent car la fonction i
est décroissante sur [0; + oo (i"(t) = —igKF2e~KF*x),

ir(x ,
D'autre part, pour F < F’, A

i (X)) T < Fra
ixé <1car F’>F
Doncig (x) <ig(x).

APPROFONDISSEMENT

(M1 1.a.x=00ux=1(X=e*),A=(e—1
b.x:%ln11(X=e2X,A=182)
c. Tous les réels sont solutions car
X _1)\2
e"+e‘"—2:u
eX
In10+ 2 In1T0-2
= ety =
2 2
12/ 1.T,:y=e?(x—a)+ e
2. Pour tout x réel, ¢(x)=eX —e donc ¢(x)<O0 si
x <aet ¢g(x)>0six>a.

2.x

@ est strictement décroissante sur ]— e ; a], strictement
croissante sur[a;+ eo[. ¢(a) = 0.

@ est donc positive sur R. € est au-dessus de T, quel
que soit a réel.

Chapitre 3. Fonction exponentielle 9
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X o
113[ 1. 2. Pour tout x réel, f(x) = € *' ¥ =0 .
e Xsix<0
Ona:f(—x) = f(x)donc I'axe des ordonnées est un axe
de symétrie de €.

3. fest continue en 0.
4, lim 7f(x)—f(0) =1et lim 7f(x)—f(0) =
x—0" X x—0" X

fn'est donc pas dérivable en 0.

1.a. Pour tout x réel de [0; 1],

n —X yh—1
f00 = e*X(—X—')<0et g=""X )I( (=2x+n=0
n! n!
carn=2.

fest décroissante sur [0; 1];f(0) =1 d'ouf(1) <1
g est croissante sur [0; 1]; g(0) =1 dou g(1) > 1

-1.

1 1
b.f(l<1o1+—+...+—<e.
1 n!

o> 16 e (it ittt
1 n!/ n!

2. a. Algorithme:

VARIABLES : n, S, T, k nombres
ENTREES ET INITIALISATION :
Demander n
S etT prennent la valeur 1
TRAITEMENT :
Pour k allant de 1 jusqu’a n Faire
S prend la valeur S + 1/k!
T prend la valeur S + 1/k!
FinPour
SORTIE : AfficherS<e<T

2. b. Programme sur AlgoBox

¥ VARIABLES

-n EST_DU_TYPE NOMBRE

S EST_DU_TYPE NOMBRE

- T EST_DU_TYPE NOMBRE

-k EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

-LIRE n

S PREND_LA_VALEUR 1

T PREND_LA_VALEUR 1

¥ POUR k ALLANT_DE 1 A n
DEBUT_POUR
S PREND_LA_VALEUR S+1/ALGOBOX_FACTORIELLE(K)
T PREND_LA_VALEUR S+1/ALGOBOX_FACTORIELLE(K)
FIN_POUR

~AFFICHER S

- AFFICHER " <"

~ AFFICHER e <*

- AFFICHER T

FIN_ALGORITHME

Pourn=6:

***aAlgorithme lance***
2.7180556 < e 2.,7194444

*x

**xalgorithme termineé**

3. Supposons qu'il existe p et g entiers tels que e = B.
q

a. gle=p(g-1) donc g'e est un produit de deux
entiers donc gle est un entier.

! !
b9 = q(@—-"...(g—k+1) donc % est un entier.

k!
c. Aprés multiplication par g!, on obtient :
1 I
i+...+i+...+1<q!e<A+1.
1! k!
- —
eN eN

entier naturel A
d. Contradiction: gle ne peut pas étre un entier
strictement compris entre deux entiers consécutifs.

@1.a.f(0): 1, etpourx el, f’(x):L> 0.

—n\2
[1+5e3]

b. f est donc strictement croissante sur I.
-n
2(5e 3)

1 ,
2. Pour x €], Ef(x)(6 —f(x) = 5= f’(x)

1+5e 3

donc f”(x) = %f’(x)(G —2f(x)

donc f”(x) = %f’(x)(S —f(x)) .
X 1
3. fx)=3&e 3= s S x= —3Ing. Le signe de
Xo
f”(x) estle méme que celuide3—f(x).Ona:

X 0 Xo 20
F(x) + 0 -
4,

X 0 Xo 20
f'(x) — 7 f(xy) T

5.x, = 4,82. Lentier n, cherché est donc 5.

1. Voir fichier sur le site Math'x.

Pour le sens de variation, trois cas sont a distinguer
selonqueme|-;0[,me[0;e],m>e.

Pour la position par rapport a d, deux cas sont a
distinguer selon que m <0, m > 0.

2.a.Pourx eR, f;(x) =1—mxe™

b. Pour xeR, f7(x)=me*(x-1. f; est donc
strictement décroissante sur ]-oo;1], strictement

e-m
croissante sur[1;+oo[.f7 (1) = .
e

-m

c. Si me]O;e],e >0 donc f(x)>0 car le

minimum de f,/, est strictement positif.



d. f, est donc strictement croissante sur R lorsque
me]o;e].

3.Pourx eR, f,,(x) = x = m(x +T)e .
Sim<0,f,(x)—x>0 sur]—oco;—1[, f,,(x) — x <0 sur
]1;+ oo[. €, est donc au-dessus de d sur ]—oo; -1, au-
dessous de dsur |1;+ o[, et coupeden A (- 1;-1).
Sim>0,f,(x)—x<0sur]-eo; =1, f,(x)— x>0 sur
]1;+ oo[. 6, est donc au-dessous de d sur ]—eo; —1[, au-
dessus de d sur ]1;+co[, et coupeden A (- 1;-1).

@ 1. 2. Voir fichier sur le site Math'x.
La courbe représentative de la fonction x > e* semble
étre la courbe cherchée.
3. Pour tout aréel, f’(a) = gla)et g’(a) = f(a)
_+a@@-f@ _,. .

g(a—f(a)
Yy =9g@+f(@=e" donc M est un point de la

M

courbe représentative de la fonction x > e*.

(118 1.£2(0) = £2(0) — 1= 0 donc £(0) = 0.

2, Soit a un réel tel que f’(a) = 0.

On aurait alors f2(a) = —1 : impossible. Par suite, pour
tout réel x, f’(x) # 0.

3. En dérivant les deux membres de |'égalité, on obtient :
2f700F7(x) = 2f (X)f ' (x) =0 < 2f" )" (x) = f(x)) = 0
o f7(x) =f(x) carf’(x) #0.
dqau=f+fu=Ff"+f=f+f =uetu=1.

b. Pour tout réel x, u(x) = e*.
S5.a.v=f"—f;v=f"—f"=f—f"=-v.

b. w(x) =v(=x) donc w’(x)=-v(=x)=Vv(=x)=w(x).
w’(0) = 1. Pour tout réel x, w(x) = e* doncv(x) = e™*.

6.u—v =2f donc f:%(u—v).

1
Par suite, pour tout réel, f (x) = E(EX —e™ ).

1. a. Pour tout réel t, ch(—t) = ch(t);sh(-t) = —sh(t).
La courbe de la fonction ch admet I'axe des ordonnées
comme axe de symétrie, la courbe de la fonction sh
admet l'origine O du repere comme centre de symétrie.
b. Pour tout réel t, sh’(t) = ch(t) > 0. La fonction sh est
donc strictement croissante sur R. Pour tout réel t = 0,
ch’(t) = sh(t) = 0 car sh(0) = 0. La fonction ch est donc
strictement croissante sur[0; + oo

N

2. a. Ces propriétés s'obtiennent en utilisant les
différentes propriétés de la fonction exp.
b.ch(Qa) = 2ch?(a) - 1.

a. Vrai (démonstration par récurrence).
b. Vrai (suite arithmétique de raison €¥).

c. Faux. La fonction u,, est décroissante sur J—co; —n —1[,
croissante sur |- n—1;+ o[,
d. Faux (au-dessous).

PROBLEMES

(121 1.f@=4dota-1=4<a=5.
2. Pour x €[-8;8],f(—x) =f(x). La courbe ¢ admet

I'axe des ordonnées comme axe de symétrie.
0,2(e%2x — g=0.2x
3.a. Pour x € [-8;8],f'(x) = _¥
1
soit f’(X) = EQ—O,ZX(_QOAX + —I)

b. f’'(x) est de méme signe que 1— e04x,
1-e0 >0 e% <1< 0,4x<0= x<0

X -8 0 8

f(0)

f(x) f-8) P — 78)

4.f(4) - 0,5 = 3,16. Hauteur maximale autorisée :3m 16

(122( A. 1.0 =3;F (0 =-2.

2.fO=1+besb=2.

3.a.Pourx eR, f'(x)=eX+a—2e7%.

b.f’0)=a-1

c.f’(0)=-2 < a=-1dong, pour x € R,
f(x)=eX—x+2e X

B. 1. 2. 3. Le signe de e2X —eX —2 est le méme que
celuideeX —2. e¥-2>0& x >In2.

X —oo In2 +oo

e2x _eX _) - 0 +
4.Pourx eR, f'(x)=eX-1-2eX = ez)(_#
f’(x) est de méme signe que e2X —eX — 2, ¢

X —oo In2 +o0

f(x) T~ 3-In2 —7

@1. Voir fichier sur le site Math'x. La fonction f
semble monotone pour k supérieur a 0,1 environ.
2.Pourxréel, f'(x)=e X —xe X +k;

f7(x)=—e X —e™X + xe™X = xe X,

X —oo 0 +o0
(%) - 0 +
f(x) T~ k-e2 _—7

Chapitre 3. Fonction exponentielle
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Le signe de f; est donc constant (positif) si et seulement
Siff() =0 k=e2.

X(a2Xx _ 3x
1.a. Pourxréel, f'(x) = _ge (e + 1) 3 8e d'ou
(e* +1)
, —4e3X + 4eX  4eX(e2X -1)
Fr00 =~ 2 2
(e +7) (e +1)

b. f’(x) est de méme signe que e2* —1,

e2X —1>0 & x > 0. fest donc croissante sur[0;+ oo[.
2.f(—x) = f(x) d'ou le résultat.
3. A a pour coordonnées (a; 0).

f@=0s1- =0 c2-4c+1=0.

c2+1
c =e? est donc solution de I'équation 2—4x+1=0
(A=12).C=2—\/§OUC=2+\/§
donca:In(2—x/§)<00ua=In(2+x/§)>O.
On trouve donca = In(2 + \/g)
Remarque : I'abscisse de B est In(2 - \/5)

@ Partie 1 : voir fichier sur le site Math'x.

Partie 2. A. 1. Pour x e R, g’(x) = —xe* donc g’(x) est
de méme signe que - x.

2. La droite (PQ) a pour coefficient directeur

fly —4(x—1 R
G} = % La tangente T en M a la courbe a
o o —4e%  —4(a-1)
pour coefficient directeur f’(c) = 5= o
(e*+1) o

Les deux droites sont donc paralléles.

1. Voir fichier sur le site Math'x.

2. a. b. c. La distance BM semble minimale lorsque M a
pour abscisse 0 environ. Au point M, obtenu, la droite d
semble étre la tangente a la courbe C.

3.a.BM2 =f(x) = (x — 2% +(eX +1)2 (x e R).
f/(x) = 2(x — 2) + 2eX(eX +1).
f”(x) = 4e2X +2eX +2> 0.

f” est donc strictement croissante sur R. f’(0) = 0.

X —oo 0 + o0
f’(x) - 0 +
f(x) T 8 _—

X —oo 0 +o0

g(x) — 2 T

2.a.PourxeR, gx)>1< x < 1.

b. gN=1>0;9(2)=1-e2<0. g est strictement
décroissante sur [1; 2]. D'aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires pour une fonction strictement
monotone, Iéquation g(x) =0 admet une solution
unique acdans [1;2].1,27 < ¢ < 1,28.

c. D’apres la question 2. a., I'équation g(x) = 0 n'a pas
de solution dans ]-o0;0]. Puisque g est strictement
décroissante sur[2 ;+ o[, I'équation g(x) = 0 n'a pas de
solution dans[2 ;+ co|.

d-9(00=0<:>(1—a)ea:_1@ea:L.

o—1
X —o0 o +o0
9(x) + 0 -
B. Pour xeR, A’(x) = LX)Z A’(x) est donc de
(e +1)
méme signe que g(x).
X —o00 o +oo
A(x) —7 A T
C. 1. Aire (OPMQ) maximale < A(x)maximale & x = o
A©) = 147“ = 4a—1).
— 41
o—1

1,08 < Alo) < 1,12.

b. Le point M, rendant la distance BM minimale a pour
abscisse 0 et ordonnée 1. La distance minimale est donc
BM, = V8.

c. La droite (BM,) a pour vecteur directeur t(—2;2) et la

tangente T a C en M, a pour vecteur directeur v(1;1).
u-v = 0. D'ou le résultat annoncé.

127| A. Le signe de H’ indique les variations de H.
La courbe de H est représentée en traits pleins.
B.1.Pourx =0, g’(x) = e **(1— 2x2). Le signe de g’(x)

2
est donc celui de 1— 2x2 (seule racine positive :7).

X 0 Q too
2
g(x) _—7 =017 T
2.a.g(0)=-0,25 ;g[ \/25] =0,17;9(2) =-0,2.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires pour
une fonction strictement monotone, appliqué deux fois

sur [0; ?] et sur [g; 2], I'équation g(x) = 0 admet

deux solutions dans [0 ; 2].
b. 0,268 < x< 0,269 et 1,277 < B < 1,278.

3.

X 0 o B +oo
9(x) -0 + 0 -
C.1.Pourx =0, f'(x) = 4g(x).

2.

X 0 o B +oo
f(x) T flo) —Tf(B) T




3.9=0< e =ietf(o():;1_a+3_
4o 20
0,865 < f(cr) < 0,874

Pour x réel, f'(x) = (—ax + a — bye™*.

f0)=2 b=2 _ x
{f'(—1)= 0 = {021 donc f(x) =(x+2)e

L'ordonnée de Avautf(-1) =e.
Etude de la fonctionf : t > 8,25te™t —1.

Pour t =0, f’(t) = 8,25e~{(1—t) donc le signe de f’(t)
est celuide1—t.

t 0 1 “+o0
f(t) -1 —7 =203 T

Le théoréme des valeurs intermédiaires pour une
fonction strictement monotone, appliqué deux fois sur
[0; 1] et sur [1; 2] permet de conclure. La fonction f
s'annule deux fois en czet 5.

Intervalle cherché : [o ;8] avec o proche de 8 min et 8
proche de 3 h 18 min.

Soit M” et A’ les projetés orthogonaux de M et A
sur l'axe des abscisses. Pour x €[0;1],
f (x) = Aire(OAM)

= Aire (OAA") — Aire(OMM’) — Aire(MM’A’A)

1
=—(ex—x—eX+1
5 )

Pour x € [0;1],f’(x):%(e—1—ex).

f'x)>0s x<In(e-1)

X 0 In(e—1) 1
f(x) 0 —7” =0,106 T

L'aire du triangle est donc maximale pour le point M
d'abscisse x = In(e —1).

@ Soit A le point de 6 d'abscisse a et B le point de ¢’
d'abscisse b en lesquels les courbes 6 et 6" ont une tan-
gente commune.Ona:

f'(@)=g'(b)
—af’(a) +f(a) = —bg’ (b) + g(b)

a=-b-1
=
gb)—f(a=0b-af(a)
1
{a:—b—1 a=5

1= 1= .
e t-1(-3-2b)=0 b=—§
2
@ Pour x réel, f’(x) = (kax + a + kb)ekx.
, =-10
f'=1=0 a—ka+kb=0 :
f'0)=-5<<a+kb=-5 = kZE
f(0)=10 b=10 b=10

@ Pour xréel, f/(x) = e *(1—a— x).
Le point M, adonc pour abscisse1— a et pour ordonnée
m, = e,

M, appartient donc a la courbe d'équation y = e™*.

Pour x réel, f’(x) = 2 — x)e'*. Soit T la tangente a
% au point d'abscisse a.

OceTof@-af'@=0=ad2-a-1=0

1-5 1++/5
oua= .
2 2

Deux solutions:a =

@ On peut conjecturer que ce ne sont que des zéros.

. _ . 2e
En résolvant l'inéquation <2+107%), on trouve

eX
X = 49. La conjecture est donc vérifiée.

Pour x réel, f'(x) = (P’(x) + 2P (x))e2x~1,

Le polynéme P’ + 2P est de méme degré que P donc il
existe une fonction polyndme Q= P’ + 2P de méme
degré que P telle que f*(x) = Q(x)e2*1,

@Pourx >0ety>0,f(xy)=Ffx)+f(y).
En posanty=1,ona:f(x)=f(x)+f(1)doncf(1)=0.

F(1) = f(x X 1) — 0+ f(l) — 0 donc f(l) - —f(0).
X X X
PourneN*, f2") =fQ)+...+f(Q2) = nf(Q2).
n fois

De méme, f(xP) = pf(x)(p e Z").

Accompagnement personnalisé
@ Transformer des expressions

1
1. Un contre exemple suffit (f # e).
e

cex—_ -
eX

ea
2.a.e97b = - b edeb = gatb
e

d.e.f.(eX)2 =e2¥ g.(eX)? =e2¥

e2x 42

3.a.e¥*! b.eX-1 «c d.ex -1
eX

e.(eX-12 fe2X4+2e X +1

@ Lier graphique et algébrique
1.

f0)=1

(0,5)=0

\
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On dispose de deux égalités pour déterminer deux
inconnues a et b.
Pour tout x réel, f’(x) = (ax + a + b)eX

f(0)=-1 b=-1
&
f'(-=0,5 =0 a=2

Pour tout x réel, f (x) = (2x — 1)eX.

@ Traiter une ROC
En donnant a y la valeur (- x), on obtient :
eX¥eY =eXe ¥ =eX X =0 =1

. 1
Puisque eXe ™ =Talorse™* = —.
e

@ Etudier le signe d’une expression

4
1.a.Pourtout xréel,5eX -4 >0 & x > In(g)

4
X —oo In(—) +oo
5

5eX —4 - 0 +

b. f (x) = (x + 1)eX est de méme signe que x + 1.

X —oo -1 +o0

f(x) - 0 +

¢. Posons f(x) = xe™* —1alors f'(x) = (1— x)e ¥ est de
méme signe que (1- x).

X —oo 1 +oo
f/(x) + 0 -
f(x) — ) T
f(=e"-1<0doncf(x)<0surR.
2. a. Méthode 2
X —oo In(2) +oo
o _ 9 - 0 +
b. Méthode 1
X —oo 2 Foo
f(x) - 0 +

c. Méthodes 1 et 2 (f(x) = x(eX —2))

X —oo 0 In2) +o0
f(x) + 0 - 0 +

d. Méthode 1:f(x) > 0 sur R (somme de 2 fonctions
positives sur R)
e. Méthodes 1 et 2

X —oo -1 0 +o0
f(x) + l - 0 +
f. Méthode 2 (f (x) = e2X(2eX —1))
X —oo In(l) +oo
2
f(x) - 0 +
g. Méthode 3
X —oo 0 +oo
f’(x) - 0 +
f(x) T f(0) —7
f(0)=2>0doncf(x)>0surR.
i. Méthode 2
X —oo %In3 1 +oo
f0s + 0o - 0 +
j. Méthode 3
X — oo —l —+ oo
2
(%) + 0 -
f(x) — f(-0,5 T
f(-0,5 =e% —3 <doncf(x)<0surR.
k. Méthode 3
X —oo 1 +o0
f’(x) - 0 +
f(x) f(1)

f()=0doncf(x)=0surR (nullesix=1).

@ Utiliser une fonction auxiliaire

1. Etape 1 :dusigne de g’(x), on déduit les variations de g.
Etape 2 : du sens de variation de g(x), on déduit le signe
de g(x) (avec g(0) = 0).

Etape 3 : du signe de g(x), on déduit le signe de f’(x).
Etape 4 :du signe def’(x), on déduit le sens de variation
de f(x).

2. On ne peut pas déterminer le signe de g(x) par une
méthode « directe ».

3. Pour f(x)= 1+); et x <0, f’(x):ﬂ

1-e (1-eX)?
gx) =1-xe* (g’'(x) = (=1-x)e¥).

avec



X —o0 -1 0
g'(x) - 0 + I
g(x) — 0 T |
g(x) - 0 - |
/() - 0 - |
f(x) |

@ Etudier des phénoménes d’évolution

1.a.Pourt =0, N’(t)= C(-0,012)e~0012t = _0,012N(t).
b.C=6-10"
c. Soit f et g deux fonctions respectant les conditions

proposées. La fonction — est constante et égale a 1.
g

d.Pourt = 0, N(t) = 6-101° 0,012t

2. En adoptant laméme démarche que dans la question
précédente, la fonction f cherchée est telle que, pour
t=0,f(t) = C ek, ot C est une constante réelle égale 3

f(0).

Chapitre 3. Fonction exponentielle
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Pour reprendre contact

@ Avec les graphiques

1. up=-1;u;=1;u,=18.

2. Il semble que la suite (u,,) soit croissante et converge vers 2.

3. Pour les calculatrices Casio, il faut réécrire la relation de récurrence entre up, et u,, ,q Uy, = \JU, +2.

@ Avec I'étude des variations

c. Cette suite est croissante.

a. Cette suite est croissante. b. Cette suite est décroissante.

f. Cette suite est croissante.

d. Cette suite est décroissante. e. Cette suite est croissante.

@ Avec le calcul de sommes

1_2n+1
a. U =1+24224. . +2"= =211
n 1-2

n
b.V,=2Y k+3n=n?+4n
k=1

w3 A 2]

n n
d. T, =-2> k+3) 5K = —n+ )+ (57— 1)
k=0 k=0 4

@ Avec I'algorithmique

Affecter Tan
Tant que n*+ 23/n < 10% Faire
Affecter n+1an
FinTantque
Afficher n

@ Avec les ordres de grandeur

1036

a. 10 b.3x10'? c. 1024 d.mT=1024

Chapitre 4. Suites numériques



Activité 1. Limite infinie ou pas ?
A. 1. Réponse c 2. Réponse b 3. Réponse ¢ 4. Réponse b

B. Comme u,=n-4.onau, €]100 ;+eo[ pour tout n > 104.
De méme u,, € ]1000 000 ;+ <[ pour tout n > 1000 004.

Activité 2. Limite finie d'une suite

1. Voir fichier sur le site Math'x.

2. Sur le logiciel, on trouve que :u, €]-0,1; 0,1l pourn=6;
u, €]1-0,05; 0,05[ pourn=9;u, €-0,01;0,01[ pourn = 14.
3. On obtient les mémes résultats qu'a la question 2.

4. u, €]-0,1;0,1[ pourn=9;u, € -0,05;0,05[ pourn =12 ;u, €-0,01;0,01 pourn = 21.

Activité 3. Tracé de type « web » ou « escalier »
2. a. Son abscisse est u;.
b. Voir fichiers sur le site math’x.

c. Le tracé se poursuivrait de facon analogue, « en escalier », sans dépasser l'intersection entre la courbe et la droite d.
On conjecture que la suite (u,,) est croissante et qu'elle converge vers 2.

3. Pour uy =6, on conjecture que la suite (u,,) est décroissante et qu'elle converge vers 2.

TP1. Suites arithmético-géométriques

A. Voir fichier sur le site Math'x.

B. 1. On conjecture que la suite (u,,) est croissante et qu'elle converge vers 4. Cette conjecture ne résiste pas quand on
modifie u,, par exemple pour u, = 6, on conjecture que la suite (u,,) est décroissante.

2. On peut émettre des conjectures, sans chercher l'exhaustivité.
La suite semble :

a. croissante et convergente quand 0 <a <1 et u, est inférieur a I'abscisse du point d'intersection des droites
d'équations y =f(x) ety = x.

b. Décroissante et convergente quand 0 <a <1 et u, est supérieur a l'abscisse du point d'intersection des droites
d'équations y = f(x) ety = x.

c. Convergentepour-1<a<T.

C. 1. Sia=1,0onau,,; = u, + b pour tout n donc la suite (u,, ) est arithmétique de raison b.
On adonc pour tout ndeN, u,, = ug + nb.

Sib = 0, la suite est constante donc convergente vers uj,.

Sib > 0, la suite diverge vers + oo,

Sib < 0, la suite diverge vers — oo,

B b b ab
2. a. v,m—u,m—E—aun+b———aun—_—a—avnpourtoutn.

b
b. v, =a"v :a"(u ——)donc u, =v +—:a"(u ——)+— our tout n.
n 0 ° 1-g o 1—a ° 1-gq 1—ap

. . b . . .
3. Si-1<a<1, a"apour limite 0 quand n tend vers + e donc (u,,) converge vers —— (qui est I'abscisse du point
. . . e . 1-a
d'intersection des droites d'équation y = f(x) ety = x).
. b . b
Siug = —— (eta = 1), la suite (u,,) est constante donc converge vers —.
" 1-a " T-a
Dans les autres cas, la suite diverge vers + oo 0u — o ou n'a pas de limite.



TP2. Suite de solutions d'équations

1. f, est dérivable donc continue et f; (x) = 3x2 + 2n.

f7(x) > 0 doncf, est strictement croissante sur [0; 1].

De plus f,,(0) = —1et £, (1) = 2n donc 0 appartient a [f, (0);f, ()] et I'équation f, (x) = 0 admet une unique solution dans
[0;1].

2. On trace la courbe représentantf, pourn =0, 1,2, 3, etc.

Il semble, d'apres le graphique ci-dessus, que (A), (C) et (E) soient vraies, (B) fausse.
On releve différentes valeurs numériques :

n 10 20 50
a,= 0,05 0,025 0,01
2na, = 1 1 1

On conjecture que (D) est fausse.

3. e Pour l'affirmation (A) : f,,;(x) = f,(x) = 2x doncf, ., (x) = f,,(x) sur [0; 1].

C, .1 est bien au-dessus de C,.

e Pour l'affirmation (B):ay = Tcarfy(x) = x3-1=0x=1.

En revanche pourn=1,f, () =T1donca, < 1.

La suite (a,,) ne peut donc pas étre croissante.

On peut méme montrer quelle est décroissante :

pour toutn, f,.4(a,) = f,(a,)doncf, ,(a,) = 0 et par conséquenta,,, €[0;a,],donc0=<a, ;< a,.

o Pour l'affirmation (C) : la suite est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite qui appartient a
[0;1].

e Pour l'affirmation (E) : on sait quef,(a,) = 0 c'est-a-dire a3 + 2na, — 1= 0.

Si la limite ¢ de la suite (a,,) n'est pas nulle, a3 + 2na, — 1tend vers + o car £ = 0. Ce n'est pas possible donc c'est que
/=0.

e Pour l'affirmation (D) : de 2na,, = 1- a3 on déduit que la limite de 2na,, quand n tend vers + « est égale a 1.

Donc I'affirmation (C) est fausse.

TP3. Modéles d’évolution de populations

A. Lasuite (p,) est dans ce cas une suite géométrique de raison 1,1.
Doncp, =1,1"py,=1,1"x0,27.
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La suite (p,,) divergerait alors vers + e car1,1> 1et 0,27 > 0 ce qui est impossible puisque par énoncé, £, < 1 000 donc
p, <1

Ce modéle n'est donc pas réaliste.

B. 1. A laide de ces graphiques, on peut représenter mentalement les premiers termes de la suite (p,,) sur I'axe des
abscisses.

Dans le cas r = 0,9 on peut conjecturer que la suite (p,,) décroit et converge vers 0.

Dans le cas r = 2 on peut conjecturer que la suite (p,,) croit et converge vers 0,5.

2. Casr=0,9

a. Montrons par récurrence que pour toutn de N, p, < r".

Initialisation : pourn = 0, p, = 0,27 etr% = 1donconabien0 =< p, < r" pourn=0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < p, <r".

Montrons que:0 < p, ., < r"*.

Pps1 = P,(1-p,)avecO<p, <r"<lcarr"=0,9" <1.

En multipliant par r positif: 0 <r p, < r r"soit0 < rp, < r"™".

En multipliant membre a membre par 0 < 1- p, <1, on obtient

0=<rp,(1-p,) <r"lsoit0 < p,, , <r".

Conclusion : pour toutn deN,0 < p, < r".

b. Comme 0 < r < 0,9, la suite (r") converge vers 0.

OrpourtoutndeN,0=<p, <r".

Par le théoréme « des gendarmes », on en déduit que la suite (p,,) converge vers 0.
On se dirige donc vers I'extinction de cette population.

3. Casr=1

a. Montrons par récurrence que pour toutndeN,0<p, <1.

Initialisation : p, = 0,27 donconabien0 < p, <.

Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < p, <1.

Montronsque0<p, ;<1

Pp+1 = P,(1-p,)avecO<p, <ldoncaussi0<1-p, <1

En multipliant membre a membre les deux encadrements, on obtient
0<p,(1-p,)<Tsoit0<p, ;<1

Conclusion : pour toutndeN,0<p, <1.

b. p,.1— p, = p,l1-p,)—1=—p2.Donc p, ., — p, < 0 pour tout n de N.

¢. Lasuite(p,) est donc décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

d. Sila suite (p,,) converge vers ¢, alors p, ., tend vers /(1— ¢) quand n tend vers + oo,
Or p,,,+tend aussi vers ¢ quand n tend vers + oo,

Par unicité de la limite, / = ((1- /).

L'équation, ¢ = /(1— /) a deux solutions O et 1.

Or la suite (p,,) étant décroissante avec p, = 0,27, on a pour toutn deN, p, < 0,27 donc / < 0,27.
Par conséquent, ¢ = 0. On prévoit ici aussi I'extinction de cette population.

4, Casoul<r=<2

a. Montrons que la suite (p,,) est bornée puis qu'elle est monotone.
¢ Montrons par récurrence que pour toutndeN,0 < p, < !
Initialisation : p, = 0,27 doncon abien0 < p, < 5

Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < p, < 5

1 1
Comme r >0, la fonction f définie par f(x) = —rx2 + rx est croissante sur [05] donc f(0) < f(Pn)gf(E) soit

1
0= = —r.
Pn+1 4



1 1 L 1
Commel<r=2,0na Zr < —et, afortiori,0 < p, ., < 3
. 1
Conclusion : pour toutndeN, 0 < p, < 5
e Montrons par récurrence que la suite (p, ) est monotone.

On distingue deux cas selon que p; < p, ou p; = p,.

Sip; < py, Sip; = pg,
montrons que pour toutn, p,.; < p, montrons que pour tout n, p,.; = p,,
Initialisation : elle est vérifiée dans les deux cas.
Hérédité : soitn e N. Hérédité : soitn e N.
Supposons que p,,.; < p,. Supposons que p,,.1 = p,,.
1 . 1 .
AlorsO<p,.,<p, < 5 donc par croissance de f sur AlorsO<p,.,<p,< 5 donc par croissance de f sur
] - 1 _
0; 5 1 P2 = Pnyr 0'5 1 Pni2 = Pnyr
Conclusion : la suite (p,,) est décroissante. Conclusion : la suite (p,,) est croissante.

On a donc établi que la suite (p,,) est soit croissante majorée soit décroissante minorée. On en déduit que la suite (p,,)
converge.

Détermination de la limite : soit £ la limite de la suite (p,, ). Par un raisonnement analogue a celui tenu en question 3.d.,
cette limite vérifie ¢ = rt(1— /) c’est-a-dire /(1—r—r/)=0.0nen déduitque/=00u/l=1-—.
.o . 1 r
Montrons que la limite de la suite est 1— —.
r
e Sip; = py, lasuite (p,) est croissante donc pour tout n, p,, = 0,27.

- X . 1
La limite est donc supérieure a 0,27 donc ne peut pas étre nulle. Onadonc / =1——
r

. , 1
e Si p; < pyon peut montrer par récurrence (¥) que pour toutn deN,1--<p,.
r

. - - . s. ] . . . 1
Par conséquent la limite ¢ est supérieure ou égale a1— — donc ne peut pas étre nulle pour 1 < r. Donciciaussi / =1— —.
r r
. p . 1
(*) Démonstration par récurrence du fait que pour toutn, p, =1——.
r
1 1
Initialisation: p; < py & r(1-py) <1 ©1-py <-<p, =1-—
r r

1
Hérédité : soit n € N. Supposons que p, =1——.
r

1 1 1 1 1
Alorsona 0<1--<p, < 5 et comme fest croissante sur[o ; ﬂ on en déduit que f(0) < f(1 - 7) <f(p, < f(E) d'ou
r r

1 1 1
1--< car f(1_,):1_,_
r pn+1 r r

. 1
Conclusion : pour toutn deN, p, =1—-.
r

Remarque: les deux cas mis en évidence précédemment peuvent se produire pour 1<r <2 puisque
100 100
p1<p0<:)r<7—3z1,36986etp12p0@r>%. A
Pour r =2, on a ainsi conjecturé que la suite était croissante et ye=x
convergente vers 2. C
Pour r= 1,2 par exemple, la suite est décroissante et converge
vers l'abscisse du point d'intersection (autre que l'origine du

repere) de la courbe C représentant f et la droite d: y= x,

c'est-a-dire 1— 1

I 100 1 .
b. Enfaitsir = —, onap, = 0,27 = 1— — et par une récurrence

immédiate, comme f(1 - 7) =1-—, on montre que la suite (p,,)
r r

est constante. u,uzu, U, Uy

Chapitre 4. Suites numériques



Dans ce cas, la population est donc constante, de 270 pies bavardes.
. 100 . B X o LA A
Sil<r< >3 la population décroit et tend a se stabiliser vers (1 - —) milliers d'individus.
r

100 1
Si £ < r =< 2,la population croit et tend a se stabiliser aussi vers (1 - —) milliers d'individus.
r

Al Pour aller plus loin

Avec un tableur, par exemple, on obtient :

8 c | D | E F | Sl
3,2
Pn
Pa 03
2l 0,27 08 1
1 063072 i Fd
2 0,745319 o
7 3 0,607419 n.s | A
8 4 0,763076 Y
9| 5 0578532 94
10 6 0,780265 03 §
11| 7 0,548645 02
12 | 8 0,792428 01
13| 9 0,526355 0 T T T
14| 10 0,797777 0 20 40 60 80 100
15| 11 os16252

La population semble se stabiliser en oscillant sur un cycle de deux ans : environ 500 pies puis 800 pies I'année suivante
et ainsi de suite.

8 | ¢ | b E 3 G
3,5
|
| Pa
Pn 1
0,27 Pl _
0,68985 05 | JORSIIIITIIITEIIENNTR
0,748349 o7 &
0,658259 05 1o

0,787339 05 -wmwmmm
0,586026 | 04 T 24T TITIIPIITIIIIIFIOT

0843098 | 03 &

0,448456 02

0,865701 01

0,406919 0 T T T T 1
0,844676 0 20 40 60 80 100
0,459196

La population semble de méme se stabiliser en oscillant sur un cycle de quatre ans entre environ 380 pies puis 830, 500
et 875 pies et ainsi de suite.

B c | o Exai| F | @
4 "
Pn
Pr 12
0,27
0,7884 LI g W R Y it
> e
0,667302 ¥ d,0N B 0
0,88804 : ‘ ¥ b
* * *
0,3976%8 06 - . -
e * o *
0,958137 & ” *% &
0,16044 i T P g F
* »* @ ™
0,538797 g L3 ®
il B4 b T e e, ., *
0,993979 : SO L J2te *
0,023938 o i H —*
0,093459 1] 20 40 &0 &0 100
0,338899

L'évolution parait osciller irrégulierement, de facon « chaotique » entre les deux extrémes O et 1.

Résumons nos découvertes: nous venons de constater que, selon la valeur du taux de croissance effectif d’'une
population, le nombre d'individus de cette population, par périodes, peut :

e tendreversO0;

e tendre vers une valeur stable ;



o osciller entre 2, 4, etc., valeurs différentes ;

¢ prendre nimporte quelle valeur (phénomeéne chaotique).

Feigenbaum a passé un doctorat en physique des particules en 1970 au MIT avant de réorienter ses recherches. Il se
tourna en effet quand il fut engagé a Los Alamos en 1975 vers les nouvelles idées qui émergeaient a cette époque,
concernant le comportement complexe de systemes simples, parfois de simples fonctions itérées plusieurs fois, et
déterministes en général. Leur évolution semblait aléatoire, due au seul hasard.

C'était le renouveau scientifique autour de ce qu'on appelle maintenant le « chaos » qui se mettait en place.

Pour en savoir plus, chercher sur Internet : Feigenbaum (diagramme, constante) ou logistique.

Une adresse par exemple : http://www.apsg.org/sautquantique/telechargement/chaos_mathematica.pdf

TP4. Des modeéles mathématiques en médecine

A. 1. Pour tout n, u
cellules a doublé.

41 = 2U, puisque entre n temps de doublement et n + 1 temps de doublement, le nombre de
La suite (u,,) est géométrique de raison 2.

De plus uy = 1 puisque le cancer début par la production d’une cellule.

Doncu, = 2".

2. a. On cherche n tel que u,, = 10° C'est-a-dire 2" = 10°.

Al'aide d’une table de valeurs sur la calculatrice on trouve que le plus petit entier n tel que 2" =102 est n = 30.

n 2n

28 | 268435456
29 | 536870912
30 | 1073741824
31 2147483648

La tumeur est donc bien détectable au bout de 30 temps de doublement.
b. Ceci correspond a 30 fois deux semaines soit 60 semaines.

3. a. Onsaitque pourtouta >0,e* =a < x =Ina.

DonceX =2 < x =In2. Par conséquent, en2 = 2,

Alors 2" = (eln2yn = gnIn2,

Ala calculatrice, In 2 = 0,693 a 1073 prés.

b. Onremarque que u,, = f(n) pour n entier d’aprés la question a.

In10%
n2

f(X) =106 @ eXN2=106 & xIn2=1In10% < x=

Le résidu tumoral estu,, = 10°.
On cherche m tel que u,,,. ,, =10°.
Orup,py, = 2PTM = u, 2™ =103-2™.
Par conséquent u,,, ,, =10° & u,,, =10% & f(m) =108
In106
In2
B. 1. Dansle modéle exponentiel, la suite (u,, ) diverge vers + oo ce qui contredit la stabilisation vers une taille maximale.

=~ 19,93 donc il faut prévoir un examen au bout de 20 semaines.

2. a. On conjecture que la suite (x,,) est croissante et converge vers 1012,
Le parametre o semble agir sur la croissance de la suite, plus ou moins rapide.
L'allure de la représentation graphique au départ est assez semblable a celle de la partie A.

En revanche dans ce modele, la croissance ralentit a partir d'un moment et la suite finit par converger ce qui n‘était pas

le cas dans la partie A.
aln(ﬁj
3. a. Onadans ce cas x, = 10° et x; = 1020 215, s0it 2 x 106 —10'2e  \10"?) =1020 215

D'ot1 en(10°°) = 979 785 x 10~12 équivaut a aIn(10~6) = In(979 725 x 10-12) d'otr z = 1,0015 & 1074 pres.
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b. Algorithme

Entrée : Saisir N
Initialisation : a prend la valeur 1,0015
x prend la valeur 1
n prend la valeur 0
Traitement: Tant que x < N Faire

x prend la valeur 2x -10"2 ealn(w%)
n prend la valeur n+1
Fin Tant que
Sortie : Affichern

c. On fait tourner I'algorithme avec N = 10°. On obtient comme affichage 945.

Ceci signifie qu'il faut 945 fois 15 jours, c'est-a-dire 14 175 jours soit environ 38 ans et 10 mois pour que la tumeur soit
formée de 10° cellules.

TP5. Des ressemblances trompeuses

—I n
1. OA, = (E) donc par le théoréme de Pythagore,

1 2n 1 2n+2 1 2n 1 \/g 1 n
ApAn = \/(2) + (5) = (EJ [1 + Z] = 7(5) pour tout n de N.

1
n-1 2 n
Par conséquent, pourn=1,L, = \2@[1 + %+ Lt G) ]soit L,= ?7 = x/g[l—(1) ]

1
1——

On en déduit que la suite (L,,) a pour limite 5.

1

2. OB S I
A (+12 (n+2)2

1
= d'ou B,B pour tout n deN.
n

Les deux spirales se ressemblent et on peut étre tenté de conjecturer un comportement asymptotique de L}, analogue
a celuide L, donc la convergence de (L})).
1 1

3. a. Pourtoutndel, + = .DoncB,B,. ., =——.
n+12  n+2% (+1? e b
1 1 1 1 1
Pourn=1,L’ =B,B;+BB, +...+B__B, doncll =—+—+ ...+ ——, cest-a-dire L' =1+ —+...+—.
" 10‘ 1” 1”1” " 041 1+1 n—1+1 " 2 n
b. h,, —h =——+ et —.
20T T b1 n+2 2n

1 1 1
C'est une somme de n termes dont le plus petit est Py donch,, —h, =nx > On adonc établique h,, —h, = 5
n n '
1
c. Onapplique l'inégalité h,, — h, = 5 a:

k=2:h,—h, =1

1
k=2"thy, —hy =2

1
En sommant membre a membre, et en simplifiant, on obtient: h,, — h, = 5 x(n—"7.



d. On a par la question précédente h,, = %n - % +hy,ouh, =1+ % donch,, = %n +1.

Comme En + 1tend vers + e quand n tend vers + o, h,, dépassera nimporte quel réel A donné a condition de prendre

n assez grand. Donc la suite (h,,) n'est pas majorée.

. . 1
La suite (h,,) est croissante car pour toutn =1,h,,,;—h, = P =0.
n+

Etant croissante et non majorée, la suite (h,,) diverge vers + co.
Comme L} = h,, on en déduit que L}, diverge aussi vers + oo,
La ressemblance entre les deux spirales est donc trompeuse.

TP6. Le probléeme de Bile

1. Voir fichier sur le site math'x.
On peut conjecturer quelle converge vers une limite proche de 1,65.

2. Voir fichier sur le site Math'x.
On conjecture que la suite (u,,) est croissante et la suite (u;,) décroissante.

3. a. Pourn=1,u

1~ Up = —— positif, donc la suite (u, ) est croissante.

(n+1
1 1 1 1 1 1 ( 1 1)
+

T+ n+1 n +9 n+D n+1
La suite (u;,) est donc décroissante.

————]doncu’, u. <o.

’ ’ ’
D’autre part u;,; — u;, 1 e — up

’

b. De la décroissance de (u;,) on déduit que pour toutn = 1, u;, < uj.
Or pour toutn = 1, u,, < u;, doncu, < ujy, cest-a-direu, < 2.

La suite (u,,) est donc croissante et majorée par 2.

On en déduit qu'elle converge vers une limite / (et que / < 2).

¢. Lasuite (u,) est croissante de limite / donc pour toutn =1, u, < /.
Par théoreme d'opération, u;, tend aussi vers ¢ quand n tend vers + o,
La suite (uj,) est donc décroissante de limite ¢ donc pour toutn =1,/ < uj.

Par conséquent, pour toutn =1, u, < (< uj,.

. . 1
Lencadrement de ¢ ainsi obtenu est de longueur u;, — u, = —.
n

On obtient donc un encadrement de longueur 1076 pour n = 106,

Doncuyye < /< u1'06 est un encadrement de £ & 1076 prés.
Exercices
SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE (6 [ a. Suite croissante convergeant vers 2.
b. Suite croissante convergeant vers 2.
@ (Jn), (n?), (e") c. Suite décroissante convergeant vers 2.
d. Suite constante.
2 [(=/n), (-n?), (-e™) e. Suite croissante convergeant vers 2.
f. Suite décroissante convergeant vers 2.
@ a. décroissante b. croissante
€. non monotone d. décroissante @ Siuy = aouB :suite constante.
e. décroissante f. croissante Siug < o : suite croissante, convergeant vers o.
L . ia<uy < :sui 3Croi .
@ a. Limite: 0 b. Limite : 4 co Siax< uy < :suite décroissante convergeant vers o
c. Limite : 0 d. Limite : — oo Siugy > B :suite divergeant vers + oo,
@a. +oo b. + o C.too a. Suite croissante car pour tout n de N,
d.o €.+ oo f.1 0<n<n+1doncvn <vn+1.

Chapitre 4. Suites numériques
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b. Suite croissante car pour toutn =1,

1 1 1 1
O<n<n+l=s—>—=-——<
n n+1 n n+1
1 1
doll 2——<2———.
n n+1

c. Suite de la forme (g") avec g > 1 donc croissante.

1\" 1
d. Suite (() j avec 0 < — < 1donc décroissante.
e e

(9 @ty —u, =271—n-1-27+n=201_20_1
—on 1,

Pour toutn =0, 2" =1doncu, - u, =0.

n
La suite est croissante.

b.u, ,—u,=Mn+10>-4n—4+3-n2+4n-3=2n-3
Pourtoutn=2, 2n-3> 0donclasuite(u,,) estcroissante.

c. Pour tout n = 1, u, est strictement positif.
Upsy 3™ n 3n

1
. =—. Or3n>n+1<:>n>5.

u, n+1 3" n+l

u
Donc pour tout n = 1, -1 > 1et comme u,, > 0, on en
u
n
déduit que u,,; > u,,. La suite (u,,) est croissante.
d.uy=1,u;=-0,5,u,=0,64 donc u, < uy mais u, > u,.
La suite (u,,) n'est pas monotone.

1
a.Pourtoutn=1,u,. ,-u, = —— positif.
n+1 n n+1 p

La suite (u,,) est donc croissante.

(_1)n+1
b. Pourtoutn=1,u, 4 -U,=Up— U, = —.
7 ¥n+1 n n+1 n n+3
Donc si n est pair, u, ;—u, <0 et si n est impair,
Upy —u, >0.

La suite (u,,) n'est pas monotone.

(111

YA
6 +

54

o |

2. @ |Initialisation : pour n =0, uy=-1etu; =f(uy) = 2,5.
Donc ug < u;.
@ Hérédité : soit n € N. Supposons que u,, < Up1.

La fonction f étant strictement croissante sur R,
f(u,) < f(uy,,,) cest-a-dire u, ., <Up,,,.

® Conclusion : pour toutndeN, u, < u, ;.

On en déduit que la suite (u,,) est croissante (et méme
strictement croissante).

@ 1. A l'aide des premiers termes (par exemple obte-
nus sur une calculatrice), on conjecture que la suite est
croissante.

2. Montrons par récurrence que, pour tout n de N,
U, < Uy,
@ Initialisation : pour n =0, u,=0etu,; =e=1.
Doncuy < u;.

@ Hérédité : soit n € NI. Supposons que u, < U,4.
La fonction exp étant croissante surR, en < en+
cest-a-dire U, < U, .
® Conclusion : pour tout ndeN, u, < u, ;.

13 | Trois minorants: - 1,-2,- 100
Trois majorants: 2,4, 10

a. Pourtoutn=1:

1 1
1sn =>1=—-=-1<-— dou T=u,.
n n
1
De plus — est positif doncu, < 2.
n

Doncl1=<u, <2 pourtoutn=1.

b. Pourtoutn=0,-1<sin(n)<1doncO<u, <2

15 | a. Solution 1
M ey 2-n<3-n<4+2nar
2+n

n+2>0& —-2=<3=<3n+4 enajoutantn.

-1=<

Pourtoutn=0,0onabien—-2<3<4+3n
doncaussi—-1<u, <2.

Solution 2

5
u, =-1+——Pourn=0,
2+n

e 0= car 5 et 2 + n sont positifs.
o 2+n22donc—sg.

. 3 I
Parsuite-1<u, < 3 doncafortiori—1< u, < 2.

b. Pour toutn=1:
e u, = 0 caru, est positif de fagon évidente.

3
e Deplusn=1=n?=1= - <3.
n

Doncu, = J1+ 3 soitu, < 2.

16 | Affirmation vraie.
En effet, pour toutn deN, - 1< (-1)" <1

doncn—-1<n+(-=0"<n+1



@Montrons par récurrence que pour tout n de N,
Osu,s=2

@ Initialisation : pour n =0, uy=0.Donc 0 < u, < 2.

@ Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < u,, < 2.

1 u? .
AlorsO<u? <4 donc——< —?” < 0 et par suite,

3 u? -
—<--+2=<2 Afortiori,0 < u,,, <2.
2 8

® Conclusion : pour toutndeN, 0 < u, < 2.

La suite (u,) est donc bornée par 0 et 2.

@ 1. Minorant: 0 ; majorant : 2.

2. Montrons par récurrence que pour tout n de N,
Os<u, =<2

@ Initialisation : pour n =0, uy=0.Donc 0 < u, < 2.

@ Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < u, < 2.

1
Alors 1<u, +1=<3donc1= =—et

u, +1

=2.

.2
parsurce,g =

u, +1

A fortiori,0 < u,; < 2.

® Conclusion : pour toutndeN,0 < u, <2

1. On conjecture que la limite est + .
1
2.PourndansN,u, >A < n> E(A+ 5).

3. Soit A un réel donné. Soit n le plus petit entier positif

1
ou nul qui soit supérieur ou égal a E(A +5).

Alors pour toutn = ny,onau, > A.

La suite a donc pour limite + oo,

1
1.Pourn dansN,u, <A < n>—Z(A+1).

2. Soit A un réel donné. Soit n le plus petit entier positif

. - s ]
ou nul qui soit supérieur ou égal a _Z(A +1).

Alors pour toutn = ny,onau, <A.

La suite a donc pour limite —oco.

@ 1. On conjecture pour limite + co.

an=n"C97) ';3?-“’5?1'“‘ Y,
0 97000
Il 157058
12 TEET]
13 3EYTO02
243645
FEIDEL CoM [G-FLT

2.Pourn=2,u,=znen-3nr=n on-3=1
< nd =4,

Pourn = 2,n3 = 8,doncon a bienu, = n3.

Soit A un réel donné.

On sait que la suite (n3) a pour limite + oo

Il existe donc un entier n, tel que pour toutn = ny on ait
n3>A.

Par conséquent pour toutn = nyetn =2,onau, > A.
La suite (u,) a donc pour limite + eo.

3.

ENTREE : Saisir a
INITIALISATION : n<—0
TRAITEMENT : Tant que n® — 3n3 < a Faire
n<n+1
Fin Tant que
SORTIE: Affichern

@ Soit A un réel.

On sait que la suite (n?) a pour limite + oo,

Il existe un entier n, tel que pour tout n = ny, n? > A.
Soit n; = max(100, ny).

Alors pour tout n = ny, u, = n? etdoncu, > A.

La suite (u,) a pour limite + co.
1
l.a.u,€|-01,01 ©0<—=<0,T< n>100.
(B]1..0, <0101 <0<
1
b.u, € [-0,01;0,01 & 0<—=<0,01< n>10000.
ne€l [ In
1
cu,e]-10%;10°[ = 0<—<100% < n>10"2
vn

2.

-at

3. Soite > 0.
u e]—s's[@0<i<s <:>n>(1)2
n ’ \/; € .

Tout intervalle ouvert contenant 0 contient tous les
termes de la suite a partir d’'un certain rang, donc la
suite (u, ) converge vers 0.

1
(24[1.2.u, €1-0,1;0,[© 0<—~< 0,1 n>10.
n

b.u, €]-0,01;0,0< 0 <l< 0,01 < n>100.
n

1
cu, €l-10%;10%[< 0<— < 107° < n > 10°.
n

Chapitre 4. Suites numériques
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3. Soite> 0.
1 1
u,el-e;efe0<—<eon >—.
n £

Tout intervalle ouvert contenant 0 contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang, donc la
suite (u,,) converge vers 0.

@ 1. On conjecture que u,, tend vers 2.
2, Soite > 0.

2
1
une]2—£;2+e[<:>0<—<£<:>n>(—j.
€

Jn
Tout intervalle ouvert contenant 2 contient tous les

termes de la suite a partir d’'un certain rang, donc la
suite (u,,) converge vers 2.

Soit € > 0.

1 1
Pour tout n =10% et n>—, on a0 <u, =— < & donc
n
u, €l-¢;el.
La suite (u,,) converge vers 0.

@Si une suite converge vers 1, lintervalle

1 1 1T 3 .
1-—;1+—| = |= ;=| contient tous les termes de la
2 2 2 2

suite a partir d'un certain rang. Donc tous les termes de
la suite sont positifs a partir d'un certain rang.

Si une suite (u,) converge vers - 1, l'intervalle

1 1 3 1 .
—1-—;—1+—| = |- =;——| contient tous les termes
2 2 2 2

de la suite a partir d'un certain rang. Donc tous les
termes de la suite sont strictement négatifs a partir d'un
certain rang.

1. Démonstration par I'absurde.

Supposons que la limite ¢ de la suite soit strictement
négative.

) 0.
Lintervalle }4 -1; E[’ intervalle ouvert contenant / et dont

tous les éléments sont strictement négatifs, doit contenir
tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.

C'est impossible puisque la suite est a termes
strictement positifs.

Donc /= 0.

.1 .
2. Donnons un contre-exemple: la suite (f est a
N/n=1

termes strictement positifs et a pour limite 0.

1. lintervalle 1/ —1 ; 7+ 1[ est un intervalle ouvert
contenant (. Il existe donc un entier n, tel que pour tout
n=ng,u, €l =1;0+1] cest-a-dire / = T<u, <l +1.
A fortiori, pourtoutn=ng, (—1<u, </+1.

Soit p = max(ng, 1) : p est un entier supérieur ou égal a 1
etpourtoutn=p, (—-1<u, < /(+1.

2.Pourtoutn < p,u, = metpourtoutn = p,u, = (1.
Le plus petit des deux nombres m et ¢ —1, est alors
inférieur a toutu, quen < poun=p.

Doncmin(m, £ — 1) minore la suite.

Deméme, soitMle plus grand desnombresuy, uy, ...up,_;.
Alors pour tout n<p, u, <M et pour tout n=p,
u, < /+1.Doncmax(M, £+ 1) majore la suite.

(31[a.+ b0 c.0 d.0

e.+ oo f. pas de limite g.— h.0

@ 1. Algorithme

ENTREE : Saisir K
INITIALISATION : N<—O
TRAITEMENT : Tant que 0,4N = 10K Faire
N<—N +1
Fin Tant que
SORTIE : Afficher N

Cet algorithme fournit le plus petit entier naturel N tel
que 0,4V < 10X ol K est choisi par I'utilisateur.

2. A l'aide d’un tableau de valeurs sur la calculatrice, le
plus petit entier N tel que 0,4" <1073 est 8, donc
I'algorithme doit afficher 8.

On peut suivre I'exécution de I'algorithme pour K=3:

K N
entrée 3

initialisation 0

traitement :

test 0,4°=1073: vrai
test0,4' = 1073 : vrai
test 0,42 =103 :vrai
test 0,43 = 1073 vrai
test 0,44 = 1073 : vrai
test 0,4° = 1073 vrai
test 0,46 = 10-3: vrai
test 0,47 = 1073 : vrai
test 0,48 = 1073 : faux

L'algorithme affiche 8.

—_
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3. La suite (0,4") a pour limite 0, donc pour tout K entier
naturel, l'intervalle ouvert ]-107%;107K[ contient tous
les termes de la suite a partir d'un certain rang. On est
donc sarr de trouver un entier naturel K tel que 0,4V < 107X,
ce qui prouve que l'algorithme s'arréte.

@ N 1. Suite décroissante car0< 0,4 < 1.
2. Algorithme

INITIALISATION : n<—0
TRAITEMENT : Tant que 0,4" — 0,4™*1 = 0,0001 Faire
nen+1
Fin Tant que
SORTIE : Afficher n

3. Programme sur AlgoBox

¥ VARIABLES
| LrEST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
|-n PREND_LA_VALEUR 0
¥ TANT_QUE (povi(0.4,n)-powi(0.4,n+1)>=0.0001) FAIRE

DEBUT_TANT_QUE
n PREMND_LA_VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE

AFFICHER n
FIN_ALGORITHME

On obtient ny = 10. Ceci signifie que d, est le premier
terme de la suite (d,) tel que d,, < 0,0001, autrement dit
tel que la différence entre deux termes consécutifs de la
suite (u,,) différent de moins de 107*

Erratum : question 2, remplacer 10k par 10,

1. La limite est + oo.

2. Pour tout réel A, il existe un entier n, (qui dépend de
A) tel que pour tout n = ng, 2" > A.

Donc pour tout k entier naturel, en prenant A = 10X, il
existe un entier, qui dépend de k, que l'on notera n, tel
que pour toutn = ny, 2" > 10k,

3. Algorithme

ENTREE : Saisir K
INITIALISATION : N<—0O
TRAITEMENT : Tant que 2" < 10K Faire
NN+1
Fin Tant que
SORTIE : Afficher N

4. Programme sur AlgoBox

¥ VARIABLES
‘ tn EST_DU_TYPE NOMBRE

k EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME

ﬁLIRE K

n PREND_LA_VALEUR. O

¥ TANT_QUE (pow(2,n)== pow(10,k)) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
n PREMD_LA_VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE

AFFICHER n
FIN_ALGORITHME

On obtient I'affichage 34.
La suite (u,) étant croissante, de u;, >10'%, on déduit
que pour tout n = 34, u, =100,

@a.+oo; b.-~; «¢0; d.o;

e.0; f.0; g.—-; h.-o

Voir corrigé en fin de manuel.

o A

donc(u,) a pour limite 3.
38 | Voir corrigé en fin de manuel.

39 | Voir corrigé en fin de manuel.

a.3; b.0; c.%; d. — oo,
(01w

(o 2 4
b. + oo en écrivant u, comme n?(3 -~ —| pourn <1
n
- 5 4 2
C. + oo en écrivantu, comme n“(3 ——+— pourn =1
n n

- 1
d. —e en écrivantu, comme —n (1 - —) pourn =1

Jn

10
au —n+—pourn =1,donc lim u, =+

n—>+oco
2 4 5
b.u, =———+—pourn=1,donc lim u, =
"33, 32 P n>too |
2 2
n2(1 7"'32) 1(1—*+i2)
cu, = n 5” — L Sn pourn =1,
n3(4+—3) n 4+73
n n
donc lim u,=0.
N—+oo
L IR
1
d.u, 1” - pourn =1,
n2(1+ ) n +—
n2
donc lim u, =0.
N—+oo
504+ 30 5\ (3\"
43 a_iz(f) +(—) donc lim u, = +ee
4n 4 4 n—>+oo
1+27 (" 2\"
b. :(,) + (7) donc lim u,=0
5n 5 5 N—>+oo

.In
c. 4" 2N :4”(1—(2) ]donc lim u, = +eo

N— oo

n
d.2" —e" :—e”(1—(2) ]000<2<1
e e

donc lim u, = —e
n—+oo

Chapitre 4. Suites numériques
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N—>+oo

1
)T i
u = 2\ = 7 donc lim wu,=2.
3"

. 3 .
1. lim vu,=2; v,=2+= donc lim v,=2;

n—+oo n n—+oo

3 .

w, =2+—donc lim w, =2.
2 n
n n—>+oo

3 3 3
2.Un —2=ﬁ,vn —2:;,Wn—2:n72.
3
Quand n tend vers + oo, T tend vers 0 moins vite que
n

3 3 . .
= et = tend vers 0 moins vite que —-.
n n n?

Donc la suite représentée en rouge est la suite u, celle
représentée en bleu est |a suite v et celle représentée en
vert est la suite w.

a.Oui. Exemple :u, = netv, = n?pourtoutn = 1.

. 1

b. Oui. Exemple :u, = n etv, = — pour toutn = 1.
n
. 1

c. Oui. Exemple :u, = n? etv, = — pour toutn = 1.
n

1
d. Oui. Exemple :u, = 3netv, = — pourtoutn =1.
n

1.b. Le triangle AMT a deux c6tés qui tendent vers
+ oo quand n tend vers + oo, on peut imaginer que son
aire tende vers + oo.

. La hauteur issue de A est h, =n—1 donc elle tend
vers + o quand n tend vers + oo,

La base MT = e tend vers 0 quand n tend vers + oo,
Jn

1 1 1 1
d. Laire de AMT est —(n—1)—— = —|vn — — | donc
20 2( ﬁ)

elle tend vers + oo quand n tend vers + co.
2, Dans les deux cas proposés, la hauteur du triangle
issue de A tend vers + « et |la base vers 0 quand n tend
1., .
vers + oo, Pour la courbe 6, : y = —,laire du triangle
X
1T 1

AMT est l(n - 1)l = ——— donc elle a pour limite !
2 n 2 2n 2

quand n tend vers + o,
1
Pour la courbe €, : y = —~=, l'aire du triangle AMT est
xx

LIRS B
2 nvn  2Jn 2nJn

quand n tend vers + .

donc elle tend vers 0

1.La partie blanche est diminuée de moitié a chaque

. 1 1)" 1)"
etape aveca, = Edonc a, = 01(5) -1= (E) ,n=1

2. lim a,=0
Nn—+oeo

1. On conjecture que la suite (u,) est décroissante
et converge vers 20.
2.a.Pourtoutn,v,,;=u,,;-20=0,6u,-12=0,6v,
donc la suite (v,,) est géométrique de raison 0,6.

Son premier terme est vy = ug — 20 = 141.

b.v, =141x0,6n

¢. lim v, =0 dong de u, =v, +20 on déduit que
n—+oo

lim u, = 20.
n— oo

1 1
1.a.vn+1:un+1—6:§un+4—6:§vnpourtoutn,

. s . 1
donc la suite (v,,) est géométrique de raison 3

n
b. Pour toutn, v, = v, (5) avecvy =1-6=-5.

n

1\ 1
Doncv,, :—5(5) d'ou u, :vn+6:6—5(§) .

n

=0 et par suite, lim u,=6.

1
c. 0<—<1 donc lim (l
3 N—>+oo

N—+oo

2.a. Wy =10wg +1=10%x17+1=171.

Doncwgy =19.

b. On conjecture que la suite (w,,) est arithmétique de
raison 2 et de premier terme w,, = 1 donc que pour tout
ndeN,w, =1+2n.

Montrons-le par récurrence :

Initialisation: pour n=0,w, =1 et 2n+1=1 donc
I'égalité est vérifiée.

Hérédité: Soit neN. Supposons que w, =1+2n.
Montrons quew,,,; = 1+2(n+1) clest-a-direw,,,; =2n+3.

Alors (n+1Dw,_; =(n+2)w, + 1 par relation de récur-
rence donc (n+NWw, ;= {n+2)(1+2n)+1 par hypo-
thése de récurrence soit

(n+MYw,, ., =2n?+5n+3.
Or(n+1(2n+3)=2n%+5n+3, donc
(n+MYw, =(n+01)(2n+3).

2n+3.
Conclusion : pourtoutn=0,w, =2n+1.

On en déduitquew, ;=

La suite w est donc arithmétique de raison 2 et
Wyg1p =2%2012+1= 4015.

51 | Voir corrigé en fin de manuel.

52 | 1. Soit h, le nombre d’habitants et r, la recette
totale 'année 2011+ n.

La suite (h,) est arithmétique de raison 500 avec
hy =10000 donc h, = 10000 + 500n.

La suite (r,) est arithmétique de raison 1 000 000 avec
I, = 15000 000 donc

r, =15000 000 + 1000 000 n = 1000 000(15 + n).



Par conséquentR,, = Ip _ 1000000015 + n)

h 10000+ 500n

n
=2000 n+is pour tout n = 0.
n+20

B n+16_n+15)
n n+21 n+20
n? +36n+ 320 —n? —36n—315

(n+2N(n+20)

2.a.Pourtoutn,R

R, =2 ooo(

R,.1— R, = 2000

_ 10000
(n+2N(n+20)
Donc la suite (R,,) est croissante.

, positif.

b. Ce modeéle est favorable aux habitants puisque les
recettes par habitant augmentent au cours du temps.

3.a. Lasuite(R,) converge vers 2000.
b. Les recettes par habitants tendent a se stabiliser

autour de 2 000 €.
@ 1. Les suites (a,,) et (b,,) sont définies par :
1
a,=0,b,=1et pourtoutn=1, a,,; = 2(30,, + b,) et
1
b1 = (@ +3b,)-

Les suites (s,) et (d,,) sont définies par :
pourtoutn=1, s, =a,+b,etd, =b,-a,.

2. On peut conjecturer que la suite (a,,) est croissante, la
suite (b,) décroissante, la suite (s,,) constante égale a 1,
et la suite (d,,) décroissante et peut-étre géométrique

de raison —.
1
3. Pour tout n=1, s, 1 =0,,1+b,q= Z(a” +3b,)
1
+Z(3a,, +b,)=a,+b,=5,.

La suite (s,) est donc constante et pour tout n de N,
S, =S =a,+ b =1

1
4. Pour tout n=1, d, 4 =0a,,1-b,1= Z(a” +3b,)
1 1 1
—Z(3an + bn) = E(bn — an) = Edn
1
La suite (d,,) est donc géométrique de raison —.

1 n-1 1 n-1
Onadoncd, =, (f) = (f) .

2 2
5.0nadonc pourtoutn=1:
a,+b,=1
1n—1
oo
n n 2

1 n—1 1 1"
Parsommeondéduit 2b, :1+(5) donc b, :5+(5) .

1T ('
Par conséquenta, =1-b, = 5 (E) .

6.0<1<1donc lim a, = lim b, =1.
2 N—+oo n—+eo 2

1. Il semble que les suites (u,) et (v,,) convergent
vers 0 et ceci indépendamment de a.

- B C
1Nla= ~lD|

2

3 |n u(n) v(n)

- 0 -10 7,5
5 a5 4 -3
6 2 -1,6 1,2
7 3 0,64 -0,48
8 4 -0,256 0,192
9 5 0,1024 -0,0768
10 6 -0,04096 0,03072
11 7 0,016384| -0,012288
12 8| -0,0065536| 0,0049152
13 9| 0,00262144| -0,00196608
14 10| -0,0010486| 0,00078643
15 11| 0,00041943]| -0,00031457
16 12| -0,0001678| 0,00012583
17 13| 6,7109E-05| -5,0332E-05
18 14| -2,684E-05| 2,0133E-05

2.l semble que la suite w soit constante, égale a 0.

Pour toutn=0,w, 3u,,, +4v,,, donc

n+1 =
3 4

Wy = E(un +4v,)+ E(3u,7 + 2v))

Wy =3U,+4v, =w,.

La suite w est donc bien constante donc pour tout

n=0,w,=wy=3a-3a=0.

3. 3Un + 4Vn =w, = 0donc v, = _%un.

1 3 2
Pone nin = E(”" ! 4(—2%)) gt
2
4. La suite (u,) est géométrique de raison -5 avec

2
-1< s < 1donc elle converge vers 0.

On en déduit que la suite (v,,) converge aussi vers 0.

@a.+oo; b.+o; c.4o0; d.—oo

1 1 )
a.——ﬁun < — pour toutn = 1donc lim u,=0.
n n

N—+eo

1 1 .
b.—— < u, <—pourtoutn=1donc lim u,=0.
n n n—>+oco

1 1 n
c. Pour tout n=10<——=<— donc 0=<u, S(E)

donc lim u,=0.
N—+oeo

57 | Voir corrigé en fin de manuel.

58 [ 1.</n+1=+net lim Vn =+eodonc
n—+oo
lim vn+1= 4o,

n—>+co

2. A laide d'une calculatrice, on conjecture que
Jn+1-+/n end vers 0 quand n tend vers + oo.

Chapitre 4. Suites numériques 15
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; Jn+i-vh
100 0,049875621
1000 0,015807437
10 000 0,004999875
1000 000 0,0005
e TG N e O N
' N F PO RN e W

Pourn =1, n+1=n=1doncVn+1=+/n=1

d'otuv/n+1++/n = 2vn > 2 et par conséquent
1

o0 < 1
Jn+1+Jn  24n

s 1
Par le théoréeme « des gendarmes », ———=———= c'est-

Jn+1++n
a-direv/n +1—+/n tend vers 0 quand n tend vers + oo,

59 | Erratum : dans le tableau, = au lieu de > en 2¢ ligne
1. Ces suites sont croissantes et divergent vers + oo,
2.a.

Avec la suite (up) (V)

Pour dépasser |il suffitquen = ...|il suffitquen=...

10 4 13
100 11 26
1000 32 38

Sur ces exemples, la suite u dépasse les seuils proposés
plus tét que la suite v.

On peut penser que la suite u tend vers + o plus vite
que la suite v.

b. Algorithme

ENTREE : Saisir A
INITIALISATION : m<—0 ; n<-0
TRAITEMENT : Tant que 1,2™ < A Faire
mé«m+1
Fin Tant que
Tant que n> < A Faire
n<n+1
Fin Tant que
SORTIE : Afficher « Pour la suite u: »n
Afficher « Pour la suite v:» m

c. Programme AlgoBox

¥ VARIABLES
A EST_DU_TYPE NOMBRE
Fn EST_DU_TYPE NOMBRE
m EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
LIRE A
m PREND_LA_VALEUR.O
¥ TANT_QUE (pow(1.2,m)<=A) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
Em PREND_LA_VALEUR m+1
FIN_TANT_QUE
¥ TANT_QUE (pow(n,2)<=A) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
n PREND_LA_VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE
~AFFICHER "Pour la suite u : "
~AFFICHER n
= AFFICHER "Pour la suite v : "
= AFFICHER m
~FIN_ALGORITHME

Avec la suite (uy,) (V)

Pour dépasser | il suffitque n = ... |il suffitquen=...

10000 101 51
100 000 317 64
1000 000 1001 76

On conjecture dorénavant que la suite v tend vers + o
plus vite que la suite u.

12n+1 2 2 1 2
3.2 M _ 2 M g5 (L) :1,2(1——).

w, (n+1)2.1,2” n+1 n+1
1 1
b. Pour n=23, n+1<24 donc ——=<— et
+1 24
1 1 23
T-——=1-—=—
n+1 24 24
23\? 23\?
PournBZS,MBLZ(—) .Or 1,2(—) ~1,102 donc
w 24 24

n
w
on a L”Bl,l pour tout n=23. Comme w, est
w
n

strictement positif, w, ., < 1,1w,, pour tout n = 23.

c. Par exemple par une récurrence immédiate, on en
déduit que, pour tout n = 23,w,, < 1,1 Bw,,.

lim 1,1""23w,; = +oo
—>too

donc par théoréme de comparaison, lim w, = +ee.
Nn—+oo

d. Comme 1,1>1 et wy; >0,

On en déduit que la suite v tend vers + o beaucoup
plus vite que la suite u.

1.a. u, est une somme de n termes.

b. Chacun des termes de la somme tend vers 0 quand n
tend vers + oo.

2. a. Le plus petit des termes est et le plus grand

n
n?+1

n%+n



b. On en déduit que
n_ n —y = n_, o ,.n
n+n " n2+n " n2+1 7 n? 41
p+l _n+l
n termes n termes
s s n .
Dou —S——Xn<u, < —5—xnsoit
n‘+n n‘+1
n2 n2
$un$7.
n%+n n? +1
. n? _n?
c. lim 3 = lim —2:1et
n—+e N+ N n—o+e N
2 2
. n .n
lim = 1.

n—s+oN?4+1  n—steon?

Par le théoréme « des gendarmes », lim u, =1.
n—+eo

La suite (u,,) est donc convergente vers 1.

61 | Pour tout k entier, — 1= sin(k) < 1donc
1 1

——<sin(k) < —.
k (k) k

Par conséquent

n termes n termes

. 1 - <1
d'ou - XnSsu, S -—=Xn,
n n

ens g 1
cest-a-dire—— < u, < —.
n n
Par le théoréme « des gendarmes », lim u, = 0.

) n—+oo
La suite (u,,) converge donc vers 0.

e
62 | Erratum : question2,u,, , < ——
G q n+1 n+2

1
1.Onsaitquepourn:O,uozg.Donc0<u0s 1.

Montrons par récurrence que pourtoutn=1, O<u, <1.
1

e e2 .
Initialisation : pourn=1,u; = 5 0,8 donc on a bien
O<u =1
Hérédité : soitn = 1.

Supposons que 0 <u, <1.
Alors 1< en < e par stricte croissance de la fonction
etn e
< .
+2 n+2 n+2

exponentielle donc

Commen=10nan+2=3,donc <1

OnendéduitqueO<u,, ;<1

Conclusion:pourtoutn =1, 0<u, <1.

De I'étude des deux cas (n =0, n = 1), on déduit que

pourtoutndeN,0 <u, <1.

2. De O0<u, <1 on déduit que 1<e’» <e dou
e

u =—
+
n n+2

3.0nadoncO<u,, , <——.
n+1 n+2

Par le théoréme «des gendarmes», la suite (u,)
converge vers 0.

1. a. Initialisation : pour n =0, u, =5 donc on a
bienu, = 0.

Hérédité : soit n = 0. Supposons que u, = 0.

Alors —u, <0 donc e™“n <1 puis —e ¥ =-1 et
finalement2 —e ! =1.

Onadoncbienu, ;=

=0.

0.
Conclusion : pour toutn =0, u,

b. Initialisation : pourn =0,uy =5etu; =2 - e donc
u; < 2 et par conséquent, u; < uj.

Hérédité : soit n = 0. Supposons que U, ; < U,.

Alors —u,,,; = —u,donce ™+ = e~ d'ou

—e i < —e " etfinalement 2—e U <2 -7,
Onadoncbienu, , <u,,;.

Remarque : on aurait aussi pu utiliser la croissance de la
fonction f: x +—>2—-e X surR.

Conclusion : pour toutn = 0, u, . < up,.

2. La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par 0.
On en déduit qu'elle est convergente.

1. La suite (u,,) est a termes positifs donc 0 est un
minorant de cette suite.

2. Pourtoutn =1,u,,q — U, = ——, est positif.

(n+"
Donc la suite (u,,) est croissante.

3. Montrons par récurrence que pour tout n=1,

u, <2—-—.
n n

e 1
Initialisation: pour n=1, u;=1 et 2——=1 donc
I'inégalité est vérifiée.

1
Hérédité : soit n = 1. Supposons que u, <2 ——.
n

Commeu,,;=u, + on déduit que

3’

Unq sz—g+m.

Vérifions que2—1+%s 2 ! :
n (n+7 n+1

1 1 1 1 1 1
2——+ FS2-—— o —=—" 3
n (n+7 n+1 n n+1 (n+1)
1_n2+2n+2
e-=—_2=
n (+)?

sh+)’=m+2n+2nen?+n+1=0

ce qui est vrai pour toutn =1.
1 1 1
Onadoncu, ;<2-—+ c<2-—
n (n+7 n+1

doliu,,;<2-——
n+1 n+1

. 1
Conclusion : pour toutn = lLu, <2——
n

4. a. On sait que la suite (u,) est croissante.

De la question 3, on déduit que pour toutn =1, u, = 2.

Chapitre 4. Suites numériques 17
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La suite (u,,) est donc majorée par 2.

Etant croissante et majorée, on en déduit quelle converge.
b. On sait que pourtoutn =1, 0 <u, <2.

Donc la limite de la suite (u,,) appartienta [0; 2].

1. a. Pour chaque n de N, on a selon les cas:

. a,+b 1

SOit by yq = dpyq = =" 5 t-a, = E(bn —ap)
. a,+ b 1

soitb,,.4 —d,,q = b, —% = E(b" —ap,).

1
Donc pourtoutndeN, b, ; —a,,, = E(b,, —a,).

1
La suite (b, — a,,) est donc géométrique de raison 5
b. b, — a, = 1donc pour toutn de N,

N "
by ~a, = by~ aof5] =3
La suite (b, — a,,) convergente vers 0.

2. a.Pour chaque n deN, on a selon les cas :
soita,,,—a,=a,—a,=0

a,+b 1 1\
ne1 = dn = n2 n_anzf(bn_an)z(f) .
Donc pourtoutndeN,a, ., —a, =0.

soita

La suite (a,) est donc croissante. Etant croissante et
majorée par 2, la suite (a,,) est convergente.

b. Pour chaque n de N, on a selon les cas :
a,+ b 1 1\
soitb,,,—b,=b,—-b, =0.

Donc pourtoutndeN, b, ,-b, <0.

soitb,,; —b, =

La suite (a,,) est donc décroissante. Etant décroissante
et minorée par 1, la suite (b,) est convergente.

c. Pour tout n de N, a, <o etb,=adonc /<o et
oas/.

1\" 1\
On sait que bn—an:(i). Comme lim (—) =0,

N—>+oo

. . ,
lim b,-a,=0.0r lim b,-a,=0-1/.
N— oo n— oo

Par unicité de la limite, ' — ¢ = 0.

Onadonc/= /(" avec/<oeta</

Onen déduitque ' = (= 0.

On a donc montré que la suite (a,,) tend en croissant
vers o et que la suite (b,,) tend en décroissant vers o

3. a. Lencadrement a, < o< b,, est un encadrement

1 n
de longueur (5) .

Algorithme :

ENTREE : Saisir e

INITIALISATION : N<—0; a<—1; b <2

TRAITEMENT : Tant que 0,5” > ¢ Faire
nen+1

Si f(a)xf(a+b

beﬂ
2

)<0Abm

at+b

Sinon a «
Fin Si
Fin Tant que
SORTIE : Afficher a, b

b. Cet algorithme s'arréte car la suite (0,5") tend vers 0
donc pour toute valeur strictement positive ¢, il existe
un entier n, tel que 0,5™ < ¢. La condition de sortie de
la boucle sera remplie quand la variable n contiendra la
valeur ny donc on est sir que l'algorithme s'arréte.

(66 1.

-

3

S
e

[y I —

0 7 4

2. La suite semble étre croissante et avoir pour limite 6.
3.a.00=6.

b. o est I'abscisse du point d’intersection des droites
d'équations y = f(x) ety = x.

1 1 1
4. a. vV, =Uyp —azzun+3—6=5(un —6)=5vn
pour tout n deN.

La suite (v,,) est géométrique de raison %
1\" 1\? 7\"
bty =vof3] =11 3] done 4y ~vy v 113

1 n 1 n+1 1 n+1
5. Upq— U, =11(5) —11(5) = 11(5) est positif
pour tout n donc la suite u est croissante.

s .
lim (f) =0donc lim u, =6.
Nn—> oo N—+oo
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
4

\%

S SN

| S SR —

2 avi Y

2. Montrons par récurrence que pour tout n=0,
u, Su, etdsu, <4
L 1
Initialisation: pour n=0, Uy =0, u;==x0+2=2.
2
Onadoncbienuy <uet0<u, < 4.
Hérédité : soitn = 0.
Supposons que u, < U, et0<su, < 4.
1 1 1 1
Alors SUn < SUns1 donc 3Un +2< SUns1 +2,
clest-a-dire U, 5 < Uy,
1 1 .
De plus O0su,<4 = 2$7un+2$5x4+2, soit
O=sup =4

Conclusion : pourtoutn =0,u, <u,,,et0<u, <4.

n+1

b. La suite (u,,) est croissante majorée par 4, donc elle
converge.
c.Si/ estlalimite de la suite (u,,), u,,,; tend vers £ quand
n tend vers + oo,
1 1

De plus 5Un + 2 tend vers Ef +2.

o - 1
Par unicité de la limite de (u,,,;), on a donc E€+ 2=1
soit / = 4.
3. On montre de méme par récurrence que pour tout
n=0,v,,Sv,etdsv, <6.
On en déduit que la suite (v,,) converge vers une limite ¢”.
Un raisonnement analogue a celui de la question 2.c.

. 2 1 ’ ’ [y ’
condultaEf +2=/0"dou/ =4

Voir corrigé en fin de manuel.

69 | 1. On conjecture que cette suite est croissante et
converge vers 1.

J

Uy u

2u, +3
2y =un+1—1= u,+4 _ 2u, +3-u, -4
MU +3 p+3 o 2u,+343u,+12
u,+4
u, -1 1
=—"——=—v, pourtoutn deN.
5u,+3) 5

. . o1
La suite (v,,) est géométrique de raison =

n
1
3.v, = vo(f) avec0 <—<1ldonc lim v, =0.
5 5 n—-+eo

4.v,(u,+3)= u,—1doncu,(v,—1)=-1-3v,.

1 11"
Or vg=—— doncv, = —5(7) . Ainsi v,, est toujours

différent de 1, donc on peut en déduire que
_—1-3v, 143y,

u, =

v,—1 1-v, '

Onen déduitque lim u, =1
N—+oo

1. Si la suite converge vers une limite /, u, , ; tend

a la fois vers ¢ et vers — (2.

Par unicité de la limite de (u,,;), on en déduit que

1
Zzzfz, doncque /=0 ou/=4.
2. Montrons par récurrence que pour tout n de N,
Osu,s=3.
Initialisation: pour n=0, u, =3, on a donc bien
0suy=3.
Hérédité : soit n = 0. Supposons que 0 < u,, < 3.

1 9 .

Alors0 < u2 <9donc0 < Zuﬁ < eta fortiori
0o=luz<s

4"
Onadoncbien0<u, ,;<3.
Conclusion : pour toutn =0, 0 <u, <3.

1 P

.Uy — U, = U, (Zu” - 1). De 0 < u,, =< 3 ondéduit que
1

3 1 P
Zu” -1= 2 1donc Zun —1est négatif. Comme u,, est

positif, u,,; — u, est négatif pour tout n deN.

La suite (u,,) est donc décroissante.

4. La suite (u,,) étant décroissante et minorée par 0, elle
converge.

Comme, pour tout n de N, 0 < u, <3 on sait que sa
limite appartienta [0; 3].

Les seules limites possibles étaient 0 et 4, donc la suite
(u,) a pour limite 0.

71| 1. La fonction f étant croissante sur [0 ; 1],
si0 < x <1alorsf(0) <f(x)<f(l).
Orf(0)= 0 et f(1) =1, donc pour tout x de [0; 1], on a
osfx)<1.

ex —1 eX —1— xeX + x2

2.a.f(x)—x = " —x= -
eX —x eX —x
X(1_ (11— v2 _ X _1—
f(x)=e(1 ):) (1 x):(1 x)(:z 1—x)
- X eX —x

Chapitre 4. Suites numériques
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On pose donc g(x) = e* —1— x.

b. g est dérivable sur g’(x) = eX —1.

Sur[0;1],g’(x) = 0 et g’ ne s'annule qu’en 0 donc g est
strictement croissante sur [0 ; 1]. De plus g(0) = 0.

On en déduit que g est positive ou nulle sur [0; 1], g ne
s'annulant qu'en 0.

c.Sur[0;1],1—=x =0donc(1- x)g(x) = 0.

De pluse* — x = g(x) + Tdonce* —x =1sur[0; 1].

On en déduitquef(x)—x =0 sur[0; 1].

La courbe % est donc au-dessus de D sur [0 ; 1].

3.

j

Up Uy Uy Uy

-

b. ¢« Montrons par récurrence que pour tout n de N,
Osu,s1.
Initialisation: pour n=0, uy =
Osuy=1.
Hérédité : soitn = 0. Supposons que 0 <u, <.

1
Y on a donc bien

Alors par la question1, 0<f(u,) <1 clest-a-dire
Osup <1

Conclusion : pour toutn =0, 0 <u, <1.

e Montrons par récurrence que pour tout n de N,

Up = Ut

Initialisation : pour n = 0, u, = l U = f(l) = 0,56 on a
donc bien uy < u;. 2 2

Hérédité : soit n = 0. Supposons que U, < U,
Onaalors0 < u, < u,,; < 1puisque tous les termes de
la suite appartiennenta [0; 1].

Alors par croissance de f sur [0; 1], f(u,) <f(u,,;)
clest-a-dire u, ; < U, .
Conclusion : pour toutn =0, u, < Up,;.
c. La suite (u,,) est donc croissante et majorée donc elle
converge.

Tous les termes appartenant a [0; 1], sa limite ¢

appartienta[0; 1].
0 _

. - . . e
Alors la suite (u,,..1) a pour limite ¢ mais aussi
of

el -1

Par unicité de sa limite, on déduit que /= 7
el —

autrement dit ¢ = f (/).

’

De f(x) — x calculé en 2. a., on déduit que
f=xox=Tougx)=0& x=1oux=0.

La suite (u,,) étant croissante avecu, = 0,5, pour toutn,
u, =0,5donc/=0,5.

Par conséquent la limite de la suite (u,,) est 1.

@ Dire que la suite a pour limite + oo, c’est dire que
pour tout réel A donné, il existe un entier n, tel que
pour toutn = ng, (—2)" > A.

Montrons qu'il existe un réel A pour lequel on en peut
pas trouver ng tel que pour tout n = ny, (- 2)" > A.

Soit par exemple A=10. Pour tout n impair
(-2)" < 0 < A. On ne peut donc pas trouver n tel que
pour tout n = ng, (-2)" > A.

Donc la suite n‘a pas pour limite + oo.

Raisonnement analogue pour montrer qu'elle n'a pas
pour limite — e,

@ (A) vrai. En effet pour tout n, u,, = 0.
On en déduit que v, =0. De plus 1+u, =u, et

u
1+u,,;r&O,donc121 D

+u,

Donc pourtoutn, 0<u, <1
(B) vrai. En effet, si converge vers une limite ¢, la suite
(u,) étant positive, ¢ = 0 et par théoréme d'opération,
la suite (v,,) converge vers %
(C) vrai. On a pour tout n,

Ungr _ _Un J — U1~ Un .
Uy +1 u, +1) (U + DU, +7)
Donc si (u,) est positive et croissante, pour tout n,
Vpiq — vV, = 0. La suite (v,,) est donc croissante.

% v, =

n+1 "

n+1
(D) faux. Contre exemple: u, =n. Alors la suite (v,)
converge vers 1 mais la suite (u,) diverge vers + oo

(A) vrai. On peut le visualiser graphiquement :

j

>

Uy Up Uy s
Pour le démontrer, on peut montrer par une récurrence
immédiate que pour toutn, 0 <u, <1.

On sait que si 0 < x <1,+/x = x. On en déduit donc
que pour toutn =0, U, = up,.



. . . 1

(B) faux. La suite est croissante de premier terme 5

1 . £

donc pour toutn = 0,u,, = 5 La suite ne peut pas avoir
0 pour limite.

Un+1
u

(C) faux. Comme u,, est positif, dire que < 1revient

n
adire que u, ., < u, ce qui est faux (voir (A)).
u, u
(D) faux. Par exemple, =2 = —1,
U Up

@1. Dans l'affirmation (A), a chaque salle corres-
pond une clé qui ouvre la salle et qui peut étre diffé-
rente selon la salle tandis que dans I'affirmation (B), il
existe un passe qui ouvre toutes les salles du lycée.

2. (A) vrai. On peut prendre M = n” - 2.
(B) faux : la suite (u,,) n'est pas bornée.

@ 1. Condition suffisante.
2. Pour que u, > A, il suffit que n? > A.

Par exemple sur une Tl 83

L
.33333
3

A
=
1 1 ]
toded
iy
Mg

n="4

On conjecture que la suite diverge vers — oo,

1 1 1
2.u;,=1000X = =333 =—;U; = —,U3 = —.
3 3

3 3

Par une récurrence immédiate, la suite est constante,
, . 1

tous ses termes étant égaux a —.

La calculatrice calculant avec une valeur approchée de
1. . . X
3 induit une erreur qui se propage au fur et a mesure

des calculs, et assez rapidement du fait de la
multiplication par 1 000.

1. Les valeurs de u,, obtenues sont différentes.

2.a.V,  — U, =(n+Dv, —=1=(n+Nu, +1

=(n+0(v, —u,).
Deplusvy — ug = €.
Par une récurrence immédiate, on a pour tout n =0,

V,—U, =EX1IX2X..Xn=¢gxn!

n
b. La calculatrice et le tableur prennent pour u, une
valeur approchée de e — 1avec un nombre différent de
décimales. lls donnent donc des valeurs approchées de
deux suites v,, pour deux valeurs différentes de & non
nulles.

Quand n tend vers +eo, n! tend vers +oo, donc la
différence entre les termes affichés tend vers + oo.

APPROFONDISSEMENT

1. La suite (u,) ayant pour limite 7, lintervalle
a a .
ouvert :IE—E;Z+E[ contient tous les termes de la

suite (u,) a partir d’'un certain rang, que l'on note n;.
De méme, la suite (v,,) ayant pour limite ¢/, l'intervalle

a a .
ouvert ]1!’—5;/@’+5[ contient tous les termes de la

suite (v,,) a partir d'un certain rang, que l'on note n,.
2. Soit unintervalle ouvert |/ + /" —a; (+ (" + a[.
Pourn = n,etn = n, ou n, etn, sont définis en question
1.,0na
é—£<un <Z+Eetf’—g<vn <Z’+g

2 2 2 2
donc par addition, / + (' —a < u, +v, < (+ (" +a.
Pour tout intervalle ouvert |/+ /" —a;l(+ /" +a[
contenant /+/¢’, il existe donc un entier
ng(ng = max(ny,n,)) tel que pour tout n de N,
Uy +v,ell+t'—a; 0+ +al.
La suite (u, + v,,) a donc pour limite £ + ¢".

1. a. La suite (u,,) ayant pour limite ¢, l'intervalle
e € .

ouvert ]£—5;£+5[ contient tous les termes de la

suite (u,) a partir d'un certain rang, que l'on note nj,.

£ £
Donc pour toutn = ny, Z—E<un <l+§

£ £
ouencore——<u, -/ <—.
2 2

b. Alors pour n=ny, on a aussi n+1=n, donc

£ £
=5 U= (< (.
£ £ £ £
De——<u, -/ <—,ondéduit—— < —(u, - /)<= (2).
5 <Un 5 5 < W =0H<2 (@)

En ajoutant (1) et (2) membre a membre, on obtient :
—€ <Up—U, <E.

¢. On en déduit que la suite (u,,,, — u, ) a pour limite 0.

n+1
2. Si une suite (u,,) converge, la suite (u,,, — u,) a pour
limite 0.

3. Non. Contre exemple :u, = Jn (voir exercice 58).

1.
n |u,
0 |0
1 1
2 |2
3 1,5
4 | 0,666667
5 10,208333

2. La suite est positive donc minorée par 0.

Chapitre 4. Suites numériques
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+07 n+1 +1 (1.1
Uppr = FD. _ N+ gonctost - 241 (— —)
(n+n  n! u, n?2 \n n?
1 _1 1 1 1 3
Pourn=2,—<—-et—=<- donc —+—=<-—.
n 2 n* 4 n n? 4

. 3 .
Par conséquent, u,, ; < 7 Un PUisque u, > 0.

Par une récurrence immédiate, on en déduit que
n-2
pourtoutn=2,u, < (7) us.
4
n-2
De plusu, >0doncpourtoutn=2, 0<u, < (Z) Uy.

Par le théoreme des « gendarmes », on déduit que la
suite (u,) converge vers 0.

1.a.

1 0 6 33
7 0 321 21 21
4 0
7 0
4 0
7 0
4 0
7

b. La division ne s'arréte pas car la suite des restes
obtenue est périodique :7,4,7,4,7,4, etc.

Le nombre 106 a une écriture décimale illimitée:
3,2121...

2. Xg=2; X;= 2,45; X, =2,4545; x,, = 2,4545...45
(avec n répétitions de la séquence de chiffres 45).
2,4545... peut étre considérée comme la limite de x,
quand n tend vers + o, si cette limite existe.

45 1
b. x,, :2+—(1+—+—+ +7)
100\ 100 1002 10071

-I n
45 1~ (ﬁ) 5 %
=24+ — 0 54 = 1—(—) )
100 ,__1 110 \100
100
c. La suite (x,,) a donc pour limite le nombre rationnel
5 27
+ ===
m mn
d. On peut effectuer a la main la division de 27 par 11 et
retrouver pour quotient 2,45 45...

1 n
"l
3.a.5+6—7+£+ .+ 67 =5+ 67 __ Y00/

100 1002 100" 100 , 1

1
" 100
=5+ 1= ) )
99 100

. 67 1
La limite, quand n tend vers + o, de 5+ — | 1—[—

67 562 99 100
est5+ E = 5
Onadonc5,6767...= %

T+ —+—+. .. +—=

9 9 9 9(11 1 1)

10

n
La limite, quand n tend vers + «, de 2 — (%) est 2, donc

le nombre qui a I'écriture décimale illimitée 1,99... est
le nombre 2.

106/ 1. cos 1~ 0,54 et sin 1~0,842 0,01 pres.
2. a.0On applique la formule

sin(a + b) = sina cos b +sin bcosa.

b. sin(n + 1) —sin(n — 1) = sinncos 1+ sin1cos n
—sinncos 1+ sin1cosn soit2sin1cosn.

3. a. Si (u,) a pour limite /, quand n tend vers + oo,
sin(n + 1) — sin(n — 1) tend vers ¢ — ¢ donc vers 0.

Orsin 1 # 0 donc par 2.b.,
cosn = _i(sin(n + 1) —sin(n—").
sin1

Par conséquent, si la suite (u,) a pour limite ¢ la suite
(v,), c'est-a-dire (cosn), a pour limite 0.

b. Dans la relation établie en 2.a., quand n tend vers
+ o0, sin(n + 1) tend vers ¢ d'une part, et d'autre part,
sinn cos 1+ sin1cos n tend vers £ cos1+ 0 = / cos 1.

Par unicité de la limite de (sin(n + 1)), onadonc ¢ = /cos1.
Comme cos1# 0, on en déduit que ¢ = 0.

d. On a montré que si la suite (u,) a pour limite ¢ alors
(=0, etlasuite (v,) a aussi pour limite 0.

4. Pour tout n, u? +v2 =sin’ n+cos>n =1.

Si la suite (u,) a une limite finie, alors (sinn) et (cos n)
ont pour limite 0 donc la suite (sin? n+ cos? n) aurait
pour limite 0 également.

Ceci est impossible puisque la suite (sinZ n + cos? n) est
la suite constante dont tous les termes sont égauxa 1.
Par conséquent, la suite (u,) ne peut pas avoir une limite
finie.

De plus, pour tout n, —1< u, <1 donc la suite (u,) ne
peut pas avoir une limite infinie.

En définitive, la suite (sin n) n'a pas de limite.

De plus, cos(n+ 1) — cos(n—17) =—2sinncos1doncsila
suite (cosn) avait une limite, celle-ci étant
nécessairement comprise entre — 1 et 1 est finie, et la
suite (— 2 sinn cos1) devrait avoir pour limite 0.
Comme cos 1 # 0, la suite (sinn) devrait avoir pour
limite 0, ce qui n'est pas.

Par conséquent la suite (cosn) n'a pas de limite.



1. b. Soit | un intervalle ouvert contenant /.
Il existe ny tel que pourtout n=n, ,u, €l.
Alors pour toutn =n, —1letn=0,u,,, €l.

Donc la suite (u,,, 1) a pour limite /.

n+1
Par théoreme dopération, la suite (u,,;—0,5u,) a
pour limite 0,5 /.

C. Up.q— 0,5u, = 2n+2,5 donc la suite (y

a pour limite + .

n+1 7 0,5 un)
Il est donc impossible que la suite ait une limite finie /.
2. a. Pourtoutn,

1 = Upyg = 4N —4+3

Vo =0,5u,+2n+2,5-4n-1

Vo = 0,50, -2n+1,5

v

Vs = 0,5V,

La suite (v,,) est géométrique de raison 0,5.
b.v, =v,0,5" =0,5"
cu,=v,+4n-3=0,5"+4n-3.

Donc la suite (u,,) diverge vers + oo

Erratum : ne pas tenir compte du titre « récurrence
double »

On place successivement les points dont les
coordonnées sont données ci-dessous :

k | Abscisse de C | Abscissede A | Abscisse de B
0 1

1105 1 0,5

2 1075 0,5 0,75

3 10,625 0,75 0,625

4 10,6875 0,625 0,6875

5 10,65625 0,6875 0,65625

6 |0,671875 0,65625 0,671875

7 | 0,6640625 0,671875 0,6640625

8 | 0,66796875 0,6640625 0,66796875

Cette suite de points semble tendre vers le point de
., (2

coordonnées 5;0 .

2. a. Pourn =0, a, est |'abscisse du point A a I'étape n

(en partant de 'étape 0).

b. Montrons par récurrence que pour tout n=0,

1
dpi = —Ean +1.
Initialisation : pourn = 0, a, = 0, a; =1 donc on a bien
1

a,=——ay+1.

1 5%

PP 1
Hérédité : soit n = 0. Supposons que g, ., = _Ea” + 1.

1
Alorsa,,, = E(a,,Jr1 + a,,) par énoncé (1).

1
Or par hypothése de récurrence a,,; = _Ea” +1

donca, = -2a,,,+2.

En remplacant dans (1) :

1 1
(@ni2 = 5(an+1 =20, +2)= _Eanﬂ +1

. 1
Conclusion : pourtoutn = 0,4, ; = _Ea" +1

c. Pour tout n,

2_ 111,
n+1 3 2 n 3 2 n: 1
La suite (u,,) est géométrique de raison — —.

u a

n+1 =

1) :
d. Pour tout n,u, = u, (— f) donc lim u, =0.
2 N—>+oo

2 2
Dea, =u, + 3on déduit que nli)nlwan =3

Remarque : les points B et C tendent donc aussi vers le

2
point de coordonnées (5 ; O).

(109 1.

Xo Yo X Y1
Initialisation 1 0
Aprés 3 NEY 3 NE)
le1®tour |4~ 075 == =~0,43 i 0.75 - 0,43
de boucle
Aprés 3 3
3_ 3V3 3_ 3V3
le 2¢ tour =0,375 5 0,65(g = 0,375 5 0,65
de boucle
3 V3 3 3J3
2.a.A1(f;£j;A2(*;7\/—)
4 4 8 8
3. 3 V33
b. Xny1 = an _Tyn ety, = Txn + Zyn'
9 3 33
3.2.0A2 = x2  +Yy2,q= (16)(’2’ +Ey’2’ By Xnyn]

(3 , 9 5, 33 ]
H X YR — XY, |-

3 3
OAZ,; = 2(x3 +y2) = SOA]

Donc OA2

n+1 =

?OAH pour tout n de N.
La suite (OA,)) est géométrique de raison 73
b. An A121+1 = (Xn+1 - Xn)2 + (yn+1 - yn)2

1 2 3 2 3 2 9 2
=—Xjt—Yit—X5+—
167" 1677 16 0 T 1670

1 1
Ap A%+1 = Z(X% + yr21) = ZOA% doncA, A,y =

1
EOA"'
1
3.L,=Ac A\ +...+A, A, = E(OAo +...+0A, ).
n n
Par la question 3.a., OA,, = [f) OA, = [\/f] donc
n-1 1— ﬁ n

1, 3 [x/?] 1 2

+.. 4 =] ——=ZL—

Lo=—[1+2+ . 4=
n2 2 2 2 1_@
2
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=2+4/3.

Par suite, lim L, =
N—+oo

1
2-43
1. On suppose que la suite (u,,) converge vers un
réel /.

Soit | un intervalle ouvert contenant /.

Tous les termes de la suite (u,,) appartiennent al a partir
d’un certain rang n,, donc :

e tous les termes de rangs pairs appartiennent a | a
partir d’'un certain rang : la suite (u,,,) converge vers /.
e tous les termes de rangs impairs appartiennent a | a
partir d'un certain rang : la suite (u,,,, 1) converge vers /.
2, Soit | un intervalle ouvert contenant /.

Tous les termes de la suite (u,) de rangs pairs
appartiennent a | a partir d'un certain rang n,, et tous
les termes dela suite (u,,) de rangs impairs appartiennent
ala partir d'un certain rang n,.

Donc tous les termes de la suite appartiennent a | a
partir d'un certain rang (par exemple max (ny, n,))

La suite (u,,) converge donc vers /.

3. Soit u, = (=N". Alors la suite (u,,) est constante et
converge vers 1 et la suite (u,,,;) est constante et
converge vers — 1. Par la contraposée de la propriété
démontrée en 1, la suite (u,) ne converge pas donc
diverge.

2f1.

—

0|Yo =+

2.l semble que:

a. la suite (u,) converge vers 2 mais en soit pas
monotone.

b. La suite (u,,,) converge vers 2 en étant croissante.
. Lasuite (u,,, 1) converge vers 2 en étant décroissante.
3.a.vy=uy =0;u;, =3doncv, =u, =1,5.

1
b.v,  =Uyn,, = _Eu2n+1 +3

Vo = —%(—%um +3)+3
1% :lv +§.
n+1 4 n 2
c. « Montrons par récurrence que pour tout n=0,

Osv,s2.

Initialisation: pour n=0,vy=0, on a donc bien
Osvy,s2

Hérédité : soitn = 0. Supposons que 0 < v, < 2.
Alors Oslvn <1
4 2

donc 3 < lvn +i <2 dou
2 4 2
Osv, 1 S2
Conclusion : pourtoutn =0, 0<v, < 2.
e Montrons par récurrence que pour tout n=0,
V, <V
Initialisation : pour n=0,v, =0,v; =15, on a donc
bienvy <v;.
Hérédité : soit n = 0. Supposons que v, <V, ;.
Alors lv +§slv +§donc Vo SV, 5.

4 n 2 4 n+1 2 n+1 n+2

Conclusion : pour toutn =0,v, <v,;.

d. La suite (v,,) est croissante majorée par 2 donc elle
converge vers un réel (. Alors quand n tend vers + oo,

N . 1 3
V.1 tend a la fois vers 7 et vers ZZ + 5
1 3
Par unicité de la limite de (v,), ¢ = ZIZ + 3 soit /= 2.

4.De méme w, , =U —1u +3—1w +3

* n+1 ) 2n+3 4 2n+1 2 4 n 2'
On montre par récurrence que pour tout n=0,
2sw,s3etw,,sw,

La suite (w,) sera donc décroissante minorée par 2

donc elle converge vers un réel 7"
3

. 1, o
On montre ensuite que (" = ZZ + 5 soit /" = 2.
5. Les suites des termes (u,,) de rang pair et de rang impair
ont pour limite 2. Donc tout intervalle ouvert contenant 2
contient tous les termes de la suite (u,) a partir d'un
certain rang et la suite (u,,) converge donc vers 2.

2
@1.& lim v, = lim vnz%zf.

N—+oo n—+

1 1 1 1

=+ =
M+ n+2 n+1 O+’ N+2)

Pour toutn, v, ; — v, = 0. La suite v est croissante.
1 1 1 1

n+ln a0

(n+1% n+1 n
Pourtoutn, v;,;—v;, < 0. La suite v’ est décroissante.

b.v

nt1 = Vn

’ ’
Vnt1 = Vn

c. Conséquence immédiate de a. et b.
1 1 1 1

dv -v =—— =< —
" n n+1 ni+D) n?
1 1
2. Wn+1 - Wn = 3 +
nh+D°(nh+2 20+2)(+3)
20+ D +2)
Wp— W, (calcul formel) est positif

- (n+1%(+2(n+3)



donc (w,,) est croissante. Sa limite est ¢ donc pour tout
nw, < /.
, 1 1 1

W) — W, = + -
T 2 +2) 204D+ 2n(+)
1
Wp— W, = (calcul formel) est négatif

- n(n+ 1)2(n +2)
donc (w},) est décroissante. Sa limite est ¢ donc pour
toutn,w; = /.
Donc pour tout n,w, < /< wj,.

, 1 1
De plus w;, —w,, = -

2n(n+10 2(+Nn+2)
1 1

S dnt2

De méme:
Z, -2, = 2 + 2
M T e 2+ +3) 30+ +30N+4)
2
30+ D+ +3)
Zp1— 2 6 (calcul formel)

M+ 1P+ +3)(n+4)
est positif donc (z,,) est croissante. Sa limite est ¢ donc
pourtoutn, z, < /.

, , 2 2
zZ) -z = +

e "2 n+D2(n+2(n+3) 30+DNn+0n+3)
30+ +2)
Zo1— 2, = 2 (calcul formel) est

T+ +2)(n+3)
négatif donc (z;,) est décroissante. Sa limite est / donc
pour tout n, z;, = /.

Donc pour toutn, z, < ( < z;.
B 2 2
T 3n(+D(+2) 30+ N +2)(n+3)
2 2
= = —
nn+Hn+2mn+3) n*
3.u,, v, w,, z, sont des valeurs approchées de ¢ avec
une précision :

Deplus, z;, - z

1 1 1 2
E pOUrUn, niz pOUI’Vn,ni3 pOUrWn etn—4 pOUan.

un Vn WI"I Zn
n=10 107 1072 1073 21074
n=100 1072 1074 1076 2.1078
n=1000| 1073 1076 1079 210712

4. a. b. Algorithme pour la suite u :

ENTREE : Saisir k
nz
INITIALISATION : lim <—— ; n<-1; u«1

TRAITEMENT : Tant que |u-lim|>10~ Faire

1
nen+1;u<u+—;
n2
Fin Tant que ;
SORTIE : Afficher u,n

Algorithme pour la suite v :

ENTREE : Saisir k
T2
INITIALISATION : lim ¢<—— ; n<—1; u<1;v«1,5

TRAITEMENT : Tant que |v-lim|>10¥ Faire

1 1
n<n+1; Ul + — Vel + ——
X n n+1
Fin Tant que ;

SORTIE : Afficher v, n

De méme pour w et z (voir fichier sur le site Math’x).
c.

valeur approchée de /

a102 Uqgp =
prés 1.63498390018

v;=1.63679705215

a10™ | ujgg00=
prés 1.64483407185

Vo= 1.64483441453

2107 | Uy 99000 =
preés 1.64493306685

Vy0y = 16449330689

valeur approchée de /

a102 w3 = 163611111111 | z,=1.65277777778
prés

a104 Wqg = 1.64484052923 | zg = 1.64501464475
prés

21076 | wy, ~ 1.64493309682 | 2,4 ~ 164493502293

prés

2

, T
On pourra comparer avec une valeur approchée de o :

evalf(Pi*2/6,30)

1.644934066848226436472415166646

e
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b. La suite semble étre décroissante et converger vers 1.

2.a.5ur]-2; 4eof, f'(x) = #)2 ; f(x) > 0 donc f est
strictement croissante.
Comme f(1) =1, pour tout x > 1, f(x) > 1.
On montre alors par récurrence que pour tout
n=0,u,>1:
Initialisation : uy > 1.
Hérédité : soit n = 0. Supposons que u,, > 1.
Alors f(u,) > 1, cest-a-dire u,, ., > 1.
Conclusion : pour toutn =0, u,, > 1.
b. On peut montrer par récurrence que pour toutn =0,
Upiq < Up.
Initialisation : u; = © <Up.

7
Hérédité : soit n = 0. Supposons que u,, ; < Up,.
Alors 1< u,, <u,para.doncf(u,,,) < f(u,)parstricte
croissance de f sur]-2 ; +eo[ c'est-a-dire u,,, < Up,1.
Conclusion : pour toutn =0, u,,,; < U,.
La suite est donc décroissante.

Etant décroissante et minorée par 1, la suite (u,)
converge vers un réel / = 1.

Alors, quand n tend vers + o, U, tend vers / et vers

401

t+2 401

Par unicité de la limite de (u,,,;) tend vers ¢ et vers 7137
) +

soit (2 —2/+1=0dou/=1.

1 u,+2
3.v,,+1—4un_1 1_3Un—3 donc
u,+2
u,+2 1 1
-V, = - = — pour tout n.

v =
n+1 n
3u,-3 u,-1

1

La suite (v,,) est arithmétique de raison

_4n+15
4n+3°

b.v soitu,

11
n —Z+§n doncu, - 1= 1

—+=-n
. 4 3
c limu,=1

N—>+oo

@ 1.a.0n a pour tout n,

d,.; =0,9a,+0,1b,+0,1c,

b1 = 0,96, +0,1a, +0,01c,

Che1=0,98 ¢,

Par exemple, avec un tableur on obtient le graphique :

-
PUPORTTTLLL L b

2. Conjectures: (a,) est semble commencer par
décroitre puis croitre,

(b,) semble croissante et (c,,) décroissante.

Il semble (voir site) que (c,,) ait pour limite 0 et (a,,) et
(b,) pour limite 5 500.

2. La suite (d,,) semble géométrique de raison 0,8.
3.a.(c,)est géométrique de raison 0,98 donc pour tout
n,c, = 0,98" x 4 000.

Pour tout n, a, - b,,,=0,8(b, —a,) donc (b, — a,)
est géométrique de raison 0,8 et b, —a, = 0,8" x 3000
soitd, = 0,8" x 3000.

b. Par énoncé, pour tout n,
a,+b,+c,=ay+by+c,=11000

donca, + b, =11000 - 0,98" x 4 000. (1)

De plus b, —a,, = 0,8" x 3000. (2)

Par addition de (1) et (2) :

b, =5 500—-0,98" x 2 000 + 0,8" x 1500

d'ou a, = 5500—-0,98" x 2000 - 0,8" x 1500.

Onendéduitque lim ¢, =0, lim a,= lim b,=5500.
n—>+co n—+eo n—+co

@ 1. La probabilité de (X = 0) est la probabilité de
n‘avoir aucun succés au cours des n répétitions donc,
les répétitions se faisant de facon identique et indépen-
dantes:

PX = 0=(0-p)...0-p=0-p".
De méme, I'événement (X = k) pour k > 0, correspond a
kéchecslors des k — 1premieres répétitions et un succes
au cours de la k-ieme doncP(X = k)= (1- p)'H p.
2.E(X) = p(1+2(0=p)+ 3= p)? +...+n(=p".
3. a. f est une fonction polyndme dérivable sur R et
') =1+2x+...+nx",

1—xn — yn+1
b f() = X(14 X 4.+ X" ) = x—me = 22X
1-x 1-x
pour x # 1.
Pour x #1,
— n — _ yn+1
f’(x):(1 M+ DxM)(1—x)+(x — x*h
(1-x)?

a-x?

On en déduit que pour tout x # 1,
1—x"(n+1-nx)
a-x?

Or0<p<ildoncl—p=1
donc en appliquant I'égalité (1)ax =1-p:
1-(-p)"(1+np)

1+2x+...+nx" 1=

M

EX)=p 5
p .
1 1 n n
=———0-p" —n(-p)

p p

B. 1. a. Al'aide d’un tableur par exemple :
p 01|02 | 05108
limite conjecturée 10 5 2 1,25




b. On conjecture que E(X) a pour limite l
p

2. a. Non, c'est une « forme indéterminée »

u +1
b, -1 = n—ﬂ — p) tend vers1— p quand n tend vers

Up
+ oo,

c.1—p<1—§<:> p>§ < p>0.

Comme p > 0 par hypothese, on a bien1— p <1- B.

Tout intervalle ouvert contenant 1—p, par exemple

Un

}1—2p;1—§[ contient tous les termes a partir

n
d’un certain rang, donc il existe n, tel que pour tout

u
m=n,, 1 <1- P
u, 2
De facon évidente, 0 < u,, pour tout n.
On a donc pour n=ng, U, < (1 - g)un et, par une

récurrence immédiate,
n-ng
u, < (1 —B) u, .
2 0
p n-n,
Donc pourtoutn=ny, 0<u, < (1 - f) u, .
2 0

P P

n—n,
d.o <1—5<1donc(1—5) Uy, tend vers 0 quand n

tend vers + oo,

Par le théoréme « des gendarmes », lim u, = 0.
Nn—+oo

De E(X) = l—1(1— p)" —u,, on déduit que E(X) tend
p P

1
vers — quand n tend vers + .
p

@1. f est dérivable donc continue et strictement
croissante sur [1; 2] (car f'(x)>0) et 0e[f();f(2)
puisquef(1) = —1etf(2) = 6.

Donc l'équation f(x) =0 a une unique solution dans
lintervalle [1; 2].

2.
YA
6+
54
y=1(x)
4+
3__
2__
14
P >
0 1 /{2/x1 Xy 2 X
14

On conjecture que la suite (x,) est décroissante et
converge vers o
3. a. Equation de la tangente & 6 au point d’abscisse t
de[1;2l:y=fOKx-0+f@®

f©®

——carf’(t) = 3t2est non nul sur
'@

Alorsy=0& x=t—
[1;2].

b.aesttel quef (e =0 dou gl =a.
¢. Par croissance def,sia<t <2,f(t) = 0.

f(t
Deplusf’'(t)=3t2>0 donc% = (0 et par suite,
g(t) <t pour tout t de [cr; 2].

d (t)—t—ta_z—t—lt+i—gt+i
"9 3t2 332 3 32
2 4 283-4 2AQ

estdérivableetg’ ) =-——= = ==
I A 3 33 3t3 3t3

e.g’(t) = 0 sur [a; 2] donc g est croissante sur [or; 2].
Par conséquent, poura<t <2,g(@ < git) < gQ

soita=<g(t) < ;

Afortiori,poura<t<2,oa<gt) <2.

4. a. Démonstration par récurrence s'appuyant sur le

résultat de la question 3.e.

b. Pour tout n=0, a< x, < 2 donc par la question

3.c., g(x,) < x,,, C'est-a-dire x,,,; < X,

La suite (x,,) est décroissante.

c.(x,) est décroissante et minorée par & donc converge

et sa limite £ appartient a [c; 2].

De X, = g(x,) = %xn + 2 on déduit par unicité de
3 3x2

la suite (x,,,) que /= %6 + %

Sachant que ¢ appartient a[o; 2].

2 2
l=Zl+—=7R-2=0 =0 (=0
3 3/2

2_132_ 2 _
u"=222 1332 1mn 1

n2
_R-D2+DB-DE+D...n=D+ 1)
- 22x32...xn? '

u _IX3X2X4X3X5X..x(n=2)xnx(n=Dx((+1)

n 22x32,..xn?
_n+1

2n

La suite est la suite (u,) _, avec u; = V2, et pour

toutn =1,u,,, = 2u,.
Cette suite semble croissante et convergente, de limite
2.

—

0 i Ug

On peut montrer par des récurrences immédiates que
pourtoutn=0,0<u, <2etu, ;< u,
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La suite (u,,) est donc croissante et majoré par 2 donc
converge vers une limite 7 appartenant a [0; 2].

On montre ensuite par unicité de la limite de (u,,, ;) que
¢=+20doul=00ul=2

Pour tout n, u, = u, donc (= V2 et par conséquent
l=2.

Soitt, le nombre de truites I'année 2010 + n.

Alors t, = 200 et pour tout n, t, ., = 0,8 t,, + 200.

Une conjecture graphique montre que (t,) semble

converger vers 1 000.

1100 4+

1000 +
900 +
800 1+
700 +
600 +
500 +
400 +

300 /
200 {
A

'
'
i
200 400 600 800 1000

Deux pistes principales :

1. Montrer par récurrence que (t,) est croissante et
majorée par 1000. En déduire qu'elle converge et
déterminer sa limite / comme vérifiant / = 0,8 ¢ + 200.

2. Introduire la suite (u,,) définie par u,, = t,, — 1000 pour
toutn = 0.

Montrer que (u,) est géométrique de raison 0,8, en
déduire que (u,,) converge vers 0 puisque (t,) converge
vers 1 000.

La disparition de l'espéce sera donc enrayée.

121 Soit f(x) = eX pour tout réel x.
On représente la situation graphiquement :

e llsemble que A,(—n;0). Démontrons-le.
Soita, I'abscisse du point A, pour toutn = 0.
La tangente en B,, a pour équation :

y=f'(a,)(x - a,)+f(a,) donc

f(a
y=0 & x=a, —af,((a")) carf’(a,) = e est non nul.
e n
donc a,, :an—e7::an -1

La suite (a,,) est arithmétique de raison —1.
Donc pourtoutn, a, =ay—n=-n.
e Calculons T, :

1 1 1
Tn =5AnAn+1XAn Bn =5e”n =Ee n
e Calculons Ty + T, +...+T,:
1
To+ T+...+T, =E(1+e—1+(e‘1)2+...+(e“)")

11— e (04D
To+ T+ + T, =——
0 1 n 2 1—e!
Quand n tend vers +oo, Ty + T, +...+ T, tend vers

1 1T e
2,1 2e-1)
e

@Modéle 1:il existe un réel a tel que pour tout n,
Pn1 = Pp+ ap, =+ a)p,.

De p, =100 et p, = 250, on déduit que p,,;=2,5p,
d'ou p, =100 x 2,5".

Modele 2: il existe un réel b tel que pour tout n,
Pp+1 = Py, +b(10000 — p,) soit

Pps1 =10000b +(1—b)p,.

De p, et p, on déduitb = 1 d'ou

65 10000
Pn+ :gpn + 66
On peut comparer les évolutions selon les trois modeles
a l'aide d'une représentation graphique de ces trois
suites : en bleu pour le modéle 1, en marron pour le
modele 2 et en orange pour le modeéle 3.
D C

A B

0
Dans le modéle 1, la suite (p,) a pour limite + .

Dans le modeéle 2, Il s'agit d'une suite arithmético-
géométrique qui (a l'aide d'un tableur ou d'une
calculatrice) semble converger vers 10 000. On peut
considérer la suite (u,,) définie par u,, — 10 000 et vérifier

quelle est géométrique. On en déduit u, puis

65\"
= —9900(—) +10000.
Pn 66

On en déduit que (p,,) a pour limite 10 000
Dans le modéle 3, (p,,) convergence vers 10 000.



La populationtotale delaville étantde 10 000 habitants,
le modéle 1 ne peut pas convenir.

Dans les modeéles 2 et 3, la rumeur va finir par toucher
toute la population de la ville. Clest la vitesse de
propagation de la rumeur qui distingue ces deux
modeéles. Le modele 3 (modéle logistique) correspond
a une rumeur qui se propage tres vite au début puis
dont la vitesse de propagation ralentit ensuite.

1. Raisonnons par I'absurde.

Siil existe un entier p tel que ap > bp alors par croissance
de (a,,) et décroissance de (b,), on a pour tout n = p,

b,<b,<a,=<a,

p
Donc pourtoutn = p, b, —a, =a>0oua=b, - a,
Si la suite (b, — a,,) a une limite finie, elle est supérieure
ou égale a @donc non nulle, ce qui contredit I'hypothése.
Par suite, pourtoutn =0, a, < b,

2.Pourtoutn =0,d, < a, <b, <b,.

La suite (a,,) est donc croissante majorée par b, donc
converge vers un réel /.

La suite (b,) est décroissante minorée par a, donc
converge vers un réel /’.

Alors la suite (b,—a,) converge vers (’'— (¢ donc
V"= =0soit! =/.

@Ce théoreme est faux dans Q. Par exemple, si,
pour tout ndeN, u, est 'approximation décimale de 2
par défaut a 107" pres, la suite (u,,) est une suite de déci-
maux, donc de rationnels.

Comme pour tout n, 0=<+2 - u, <107", par le
théoréme des « gendarmes », la suite (u,,) a pour limite
V2 qui est irrationnel.

2
126/ 1.u,,, = cos(ﬂ+ 211:) = u, pour tout n.

27 27
2.Upg =cos@nm)=Tetu,q,q = cos(ZmH—j: cos(—).
q q
3. Supposons que la suite (u,,) a une limite.
Pour tout n, —1=<u, <1donc la limite de la suite (u,)
est une limite finie /.
Si la suite (u,,) a pour limite 7 alors la suite extraite (u
a méme limite /.

na)

Donc nécessairement, ¢ = 1.
27
Pourg =2, cos(—) <1
q
Il existe donc un intervalle ouvert | contenant 1 et ne

2n
contenant pas cos| — |.
q

Alors pour tout n, Upg+1 N'appartient pas a I. Il est donc
impossible de trouver un rang a partir duquel tous les
termes de la suite (u,) appartiennent a .

Donc 1 ne peut pas étre la limite de la suite (u,,).
On en déduit que la suite (u,) n'a pas de limite.

Accompagnement personnalisé

@ Emettre des conjectures avec une calculatrice
Tl.a.u;=3,1etu, = 2.

b. D'aprés I'écran 3, on peut penser que la suite est
strictement décroissante et non constante a partir de
n =5 comme le suggeére I'écran 1.

c. La suite semble converger vers 1,7321 (écran 1), vers
un peu moins de 2 (écran 2).

Sur l'écran 3, la suite vers l'abscisse d'un point
d’intersection de la courbe d'équation y = l(x + i) et
de la droite déquation y = x. 2 x

1 3 s
Or E(X + —) = x & x2 =3 pour x = 0. D’aprés I'écran 3,
X
on conjecture donc que la suite converge vers /3.

b. Ni monotone,
ni convergente.

2. a. Suite constante nulle.

A B | A B
1n u, 1 |n u,
2 0 0 2 0 2,5
3 1l 225
- A 0 a 2| 1,5625
4 2 0 5 3| 0,31641
5 3 0 24 2 1
6 - 0 25| 23 0
7 5 0 26 24 1
8 6 0 & B 0
22 26 1
29 27 0
30 28 1
31 29 0
322 30 1
33, 31 0
34| 32 1

Il semble que (u,,) converge vers 1 et (u,,,,,) converge
vers 0.

<. Non monotone, convergente vers environ 2,30278.
A B

n Uy,

0,5

7
1,42857

3,1
34| 32| 2,30278
35| 33| 2,30278
36| 34| 2,30278
37| 35| 2,30278
38| 36| 2,30278

win (= o
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Avec la représentation « web » : on conjecture que la 2. Méthode 1 : par récurrence :
++13 a. La fonction fest croissante sur [4 ; +oo[ .

. 1
suite converge vers
\ b. On monte par récurrence que pour tout n=0,

T Up su

-
Initialisation : uy = 8, u; =6 donc u; < u,.

Hérédité : soit n € N. Supposons que u,,; < u,,.

Alors 4 <u,,,=<u, donc par croissance de f sur
[4;+ o[, f(u,,1) <f(u,) autrement ditu,,, < u,,;.

Conclusion : pour tout nde N, u,,,; < u,,

Méthode 2 : comparer f (x) et x:

—.

1
a.f<x& Ex+2sx & 4 < x.,

0| uy 7 up uy Uy u, Graphiquement, la droite représentant f est au-dessous
de la droite d’équation y = x sur [4; + ool.
d. Ni monotone ni convergente (mais périodique). b. Pour tout n =0, u, = 4 donc f(u,) < u,, C'est-a-dire
| A 8 C D | E B Up+1 = Up-
1|n U, - .4 . . _ .
3 o ™ un Méthode 3 : étudier le signe 1de Uy — Uy :
3 1 A | 25 Pourtoutn=0,u, - u,=—-u,+2-u,=2-—u,
4 2 2 2
B S 1
5 3 0,5 -
= : 5 De u, = 4, on déduit queZ—Eun <0.
7 5 1 Donc pourtoutn=0,u,, ;- u, <0.
8 6 0,5
= - 3| | o5 +—0—¢—+—0—¢— ——
10 8 2 04 . : : : . @ Gérer un Vrai/Faux
11 9 0,5 ¢ 5 10 15 20 15
12] 10 a] ™7 A.1.
13| 11 B .
. os| | s | suite PolGn |t [Sh | En |V |Wh|2Z,
15| 13 1 graphiquen® |8 |1 |6 |7 |3 |2 |4
2.a. Graphique 8:(p,,)
@ Montrer la convergence d'une suite du type b. Graphique 2:(v,)
Up,q = fuy) c. Graphique 5:(z,,)
Etape 1 d. Graphique 7:(s,,)
1 7/ e. Graphique 1:(q,)
1 f. Graphique 8:(p,,)
1 A g. Graphique 2 ou 3 ou 4:(v,) ou (t,) ou(w,)
1 h. Graphique 4 : (w,)
. i B. a. Faux. Contre-exemple : suite (s,,)
. b. Faux. Contre-exemple : suite (t,,)
j ' ' '
_ IR . Vrai
0 i “ Yo d. Faux. Contre-exemple : suite (t,))

La suite semble décroissante, bornée par 4 et 8 et e. Faux. Contre-exemple : suite (w,,)

convergente vers 4. f. Faux. Contre-exemple : suite (q,,)
1. Montrons par récurrence que pour toutn = 0,4 < u,,. g. Faux. Contre-exemple : suite (p,,)
Initialisation : pourn = 0, uy = 8.Donc 4 < uj,. h. Faux. Contre-exemple : suite (p,,)
Hérédité : soit n € N. Supposons que 4 <u,,. i Vrai

1 1 .
Alors 3% 4+2< Sunt 2s0itd < up,. j. Faux. Contre-exemple : suite (p,))

Conclusion : pour toutndeN, 4 < u,,. k. Vrai



@ Approximation du nombre d’or

1-5 1445
A.1.a.x = oux =
2 2
1+
= 2\/5 ~1,6231072 prés.

b_¢2_(p_1=0:>¢2=(p+1:>(p=1+lcar(p¢0.
P

p>0doncp?=p+1=¢=\p+1.

2. AFED a pour dimensions L — /= (¢ — 1)l et /.

Comme ¢ —1<1, AFED a pour longueur ¢ et pour
1

l
largeur (¢ — 1)¢ donc son format est =—.
@-00 o-1

1 1
Or¢ =1+ —donc g —1= — et le rectangle AFED a bien
@ 4

pour format ¢ lui aussi.

B. 1. u semble croissante, bornée et convergente vers le
réel x >0 tel que x =~/x +1 soit x2—x—1=0 donc
vers .

v semble non monotone, bornée, convergente vers le
réel x > 0 tel que x = 1+1,soitx2 — x —1=0doncvers
0. X

2.a.5i1=sx=<2,

e V2 <1+ x <+/3 doncafortiori 1< f(x) < 2.

1 1
o 1+5<1+—<1+1doncafortiori 1<g(x)<2.
X

b. Démonstration par récurrence immédiate.

3. On montre par récurrence que pour tout n=0,
Up = Ups1

Initialisation :uy =1, u; = V2 donc Ug < Uj.

Hérédité : soit n € N. Supposons que u,,; = u,,.

Alors 1< u,, < up,; <2 donc par croissance de f sur
[1;2],f(u,) <f(u,, ) autrement dit u,,; < up,,,-
Conclusion : pour toutndeN, u,,,; = u,.

La suite (u,,) croissante et majorée converge vers une
limite ¢ qui appartienta [1; 2].

Par unicité de la limite de (u2,;), on a /2 =/ +1 avec
> 0donc/=g.

4.a.9(p)=1+ 1. ¢ par A.1.b.
9

Doncg(x)—g((p):1+l_1_l:_X“P.
X [ XQ
De v,,=9(,) et g@)=¢ on déduit que
Cp=_n"?
Vn+1 @ Vn(P .

On sait que pour toutn = 0, v, = Tdoncv, ¢ est positif
et par conséquent v, —¢@ et v, —¢ sont de signes

opposés. Doncv,, etv,,,; sont de part et d'autre de ¢.

1
Vo —@lE——lv,~ 9|
n+1 n
7 11
Pour toutn =0, v,, =1donc 0 < — < — et par suite

v,

1
[Vpo—els—lv,-o|
n+1 (P n

Montrons par récurrence que pour tout n=0,

1 n
v=ol=(1) -0

Initialisation : [v, — ¢|=[1- ¢| donc linégalité est vraie
pourn = 0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que

,I n
v, —o| <(5] -9

1
Alors|v, .. — ¢l < —|v, — ¢| avec

9 4
1 n+1
=il =l =0l= (1] =0l
1 n+1
Afortiori,|v, . — j| < (6) [1- o).

1 n
Conclusion : pour toutndeN, |v, — o< (*) 1-¢l.
9

n
Comme0 <~ < 1 (lj [1- | tend vers 0 quand n tend
VErs + oo, ¢
Par le théoréme des « gendarmes », quand n tend vers
+oo, |V, — (p\ tend vers 0 donc v, tend vers @.

5.0y =1=1,u; = 1+ 1y = V141, u3 =1+ V141,

etc.

Lécriture @ = 1+ \1++/1+... traduit le fait que ¢ est

la limite de (u,,).

1 1 1
De mémeyv, :1+i,v2 =T+—=1+—

Vi ’|+1
1

1
v3=1+—=1+
V)

etc.
1 ’
T+—

141
1

L'écriturep = 1+
1+
1+

traduit le fait que ¢ est la

1+...
limite de (v,,).

@ Approximation de e
T.u,=2,5;v, =2,75.

1 .
2, unﬂl— u, = poe] est positif pour tout n donc (u,)
est croissante.
1 1 1 -1
n+1 = Vn = + - =
n+D (+D+D! nn!l nin+Dn+7!
est négatif pour tout n donc (v,,) est décroissante.

vV

Chapitre 4. Suites numériques 31



Pour tout n, u, <v,doncu; <u, <v, <v,

Donc (u,,) est majorée par v, et (v,) est minorée par u,.
¢.(u,,) converge car c'est une suite croissante majorée et
(v,) converge car c'est une suite décroissante minorée.
Comme v, — u, tend vers 0 quand n, tend vers + o, les
limites de (u,) et (v,,) sont égales.

3. a.f(O) =1.
b.f et g sont dérivables sur[0; 1].

f'(x) = ——e “Xetg'(x)= —(1—x"e"‘).
n! n!

f est décroissante sur [0;1] donc f(0)=f(1) soit
1=u,e! dou e=u,

Sur[0;1,0=x"<1,0<e*=<1doncl1-x"e*=0.
Par conséquent g’(x) = 0 donc g est croissante et en

_— C 401
particulier g(0) < g(1) cequisécritencore 1<u, e +;.
- e
On en déduit que e — — = Uy
n!

e
c. Dee——|<u <eou—tend vers 0 quand n tend
n!

vers + o0, on déduit que I|m u, =e.
n—+oo

On sait alors que (u,,) est croissante de limite e donc
pour tout n, u, < e et (v,) est décroissante de limite e
donc pourtoutn, e <v,,.

D'oluu, < e =<v,pourtoutn.
d. Algorithme

ENTREE : Saisir k
INITIALISATION : U<—1 ; n¢—1

1 .
TRAITEMENT : Tant que — > 107 faire
n!
n<n+1

1
U<—u+—
n!

1
Vé—u+—
nn!

FinTant que
AFFICHAGE : Afficher n, u, v

Programme AlgoBox

¥ VARIABLES

- n EST_DU_TYPE NOMBRE

-4 EST_DU_TYPE NOMBRE

-v EST_DU_TYPE NOMBRE

-k EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

- LIRE k

- n PREND_LA_VALEUR 1

- u PREND_LA_VALEUR 1

¥ TANT_QUE (1/(n"ALGOBOX_FACTORIELLE(n) >pow(10,4)) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
n PREND_LA_VALEUR n+1
uPREND_LA_VALEUR u+1/ALGOBOX_FACTORIELLE(n)
v PREND_LA_VALEUR u+1/(n"ALGOBOX_FACTORIELLE(n)
FIN_TANT_QUE

- AFFICHER *Pour n = *

- AFFICHER n

- AFFICHER u

- AFFICHER v

 FIN_ALGORITHME

Programme Xcasfr

saisir (k) ;

n:=1 ;ui=l;v:=2;

tantque 1/ (n*factorial (n))>10"(-k) faire
n:=n+l;

u:=u+l/factorial (n);

vi=u+l/ (n*factorial (n))

ftantque;

afficher ("Pour n = "+n);

afficher (u+ "<=e<= "+v);

afficher (evalf (u) + "<=e<= "+evalf(v)):;

Sur AlgoBox

Pour k = 6, on obtient n = 9 et I'encadrement
1.7182815 < e < 1.7182818.

Pour k =12, on obtient n = 14 et 'encadrement
1.7182818 < e < 1.7182818.

Sur Xcasfr

Pour k = 6, on obtient n = 9 et I'encadrement
62353 5611771

<e<211°
36288 3265920
soit environ 1.71828152557 < e < 1.71828183177.

Pour k =12, on obtient n = 14 et I'encadrement
29959374721 20971 56230471

1 7435658240 1 220496076800
soit environ 1.71828182846 < e < 1.71828182846.

@ Approximation de 7t

1. Soit | le milieu de [AB]. OAB est isocéle en O donc I0B
est rectangle en | et par conséquent

IB = OB x sin o, = sin oy, car OB = 1.

Par suite AB = 2IB = 2 sina,.

Le périmetre du polygone a 3x2" cotés est donc
3x2" X2 sina, et son demi-périmetre est

P, =3x2"sinqy,.

De méme (A’B’) est tangente au cercle en I’ milieu de
[A’B’] pour des raisons de symétrie, et OI'B” est rectangle
en I On a donc I'B"= Ol tan a, avec Ol’ = 1 donc
I'B’ = tan o,

Par conséquent A’B’ = 2 tan o,

On en déduitque g, =3 x2"tan .

T
2.a.0na3x2"xQaq,)=2ndonca, = .
(2er) %= 3%
b. T 1
O = 3 % 2N+ Ean
e Montrons que \/p, dp.1 = Ppsr-

Onasing, =2 sin%cosé’ donc

Pp Gpeq =3%2"sina, ><3><2””tan%;
o fo4
P Gy = 322201 25in7”cos—”tan% =3222n+2 sinz%

o,
dou /p, Gyeq =3 x 201 sin7” (les deux membres

étant positifs) c'est-a-dire



P Gniy =3X 2" sing, g = Py

2p,q
Montrons que —2—1- = .
° q o +a, A
2p,q, _ 3*x22"sing, tang, 35 gnH sina,
Pp+4d, 3x2"(sing, +tancy,) cosoy, +1
Orsing, = 25in %0 cos o
2 2
etcosa, +1=2 cos? %
2
donc “Pnn _ 35 pn+1tan % = Aper
Py + 4, 2
380 —q =g (i”} PG
n+1 n n P, + a, npn+qn

Or, d’'un point de vue géométrique, on a g,, = p,, donc
Ani1—dn < 0.

Pni1=Pn =\/E(\/a_\/a)

Orp, <metn< g,,,doncp, <q,,,etparsuite,

\/E <N+ doup,—p, >0.

La suite (p,) est donc croissante et la suite (g,)
décroissante.

b.(p,,) est croissante et majorée par t donc convergente.
(g,,) est décroissante et minorée par m donc convergente.
4.a.Comme la suite (p,,) est croissante, ona py < £.
De plus la suite (p,,) est majorée par T donc ¢ < T.

De méme (q,,) étant décroissante et minorée parm, on a
n</! <q,.

2
b. La limite de (\/pn qnﬂ) est /(. De % = Qi1
pn T4

n n

on déduit que la limite de (M) estaussi (.
Par unicité de cette limite, v/’ = ¢’ d'ou - r0y=o.
Comme ¢ = mon est sir que ¢’ # 0 et on en déduit que
=1.
c.Onsaitque " = ( avec !’ = et ! < n.C'estdonc que
V=r=m.
4. Algorithme
ENTREE : Saisir € // € réel strictement positif
INITIALISATION : n¢—1
TRAITEMENT : Tant que 3x2"

b1 . T .
(tan( )— sm( )) >¢ Faire
3x 20 Bl

nn+1

Fin Tant que

p<3 % 27sin T
3x2"

g3 x 2" tan T
3 X
SORTIE : Afficher p, q

L'algorithme s’arréte car

T m
3><2”(tan( )—sin( )) =g, - p, tend vers 0
3x2n 3x2n)) = 9" Pn
donc deviendra plus petit que € a partir d'un rang
donné et la condition de sortie de la boucle Tant que ...
Fin Tant que sera alors remplie.
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Pour reprendre contact

@ Avec le repérage 1
1. a. -1 b. -1 c. —
2

2.a.—l b.—ﬁ c. -1 d.
2 2

@ Avec les équations

a. 5ur[o;n[,x=§.5ur[o;2n[,x=§ou%“. Sur[R,x=§+k2n,ou5?n+k2n keZ

b
NI—lN|ﬁ

7 11
b. Sur]-m, 0], x :_S?n ou —g.Sur [0,2n[,x=?noux=?n.5ur R,x=—5§+k2n,ou—§+k2mkel.

@ Avec les propriétés de sinus et cosinus

22

1. a. cost =—
3

b. Voir les rappels de Premiere page 477.

T T n .n.n J2++/6 . .1 Je-2
2. cos| — | = cos— cos— + sin— sin— = ———— et de méme, sin— = ——.
12 3 4 3 4 4 12 4
@ Avec la dérivation
1. SurR:a.f'(x) =2e2*3 b, f'(x) =-3ex2

2. a. g'(x)=2f"(2x+3) b. g'(x)=-3f"(-3x+1) c. g'(x) = 3f(x) d. g(x)=-f"(-x)

@ Avec des transformations

1,2et3.
A
B
N\ N\
/ A K" | A"
0 7 >
e K
FAN
pe
4. a. M'(-x;-y). b. M”(2+x;y).
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Activité 1. Fonctions cosinus et sinus sur [0 ; t]

A. Voir fichier sur le site Math'x.

T ) T, ) -
B. 1. Quand taugmentedeOa PY l'ordonnée de M augmente ; quand t augmente deE anl'ordonnée de M diminue.

X 0

—|Na

sin x 0 _— T 0

2. La courbe représente la fonction sinus.

- 005 i

w

C. 1. Quand t augmente de 0 a &, I'abscisse de M diminue.

T
X 0 5 T

0
cos x 11—

2. La courbe représente la fonction cosinus.

- (Sio) i-n

w

Activité 2. Fonctions cosinus et sinus sur R

A. Voir fichier sur le site Math'x.

3. a. M et N semblent symétriques par rapport a l'origine O du repere.
b. oTi(— t,sin(—t)) donc ﬁ(— t,—sint) = —OM : O est le milieu de [MN].
4. a. MP semble constant.

b. W(Zn ;sin(t + 2m) — sint) donc W(Zn;O).

La courbe de la fonction sinus est invariante par translation de vecteur 27i .
Remarque : elle I'est aussi par toute translation de vecteur k2mi , k € Z.

B. Voir fichier sur le site Math'x.
M et N semblent symétriques par rapport a I'axe des ordonnées du repére.

b. O—N(— t, cos(—t)) donc m(— t, cost).

M et N sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées car ils ont méme ordonnée et des abscisses opposées.
4. a. MP semble constant.

b. W(Zn; cos(t + 2m) — cost) donc W(ZR;O).

La courbe de la fonction cosinus est invariante par translation de vecteur 2mi .

Remarque : elle I'est aussi par toute translation de vecteur k2mi ke Z.

. T . . . .
C. 2. Latranslation de vecteurEI semble transformer la courbe de la fonction cosinus en celle de la fonction sinus.

. . . . .(m . Lo
On peut créer un réel t (un curseur), puis le point M (t; cos t), le vecteur U(E,O) puis le translaté M" de M par la
translation de vecteur u.

3. OnaM(t; cost) et W’(g O) donc M'(t + g;cost). Or sin(t + g) = cost donc M'(t + g; sin(t + g)) ce qui prouve que

M’ appartient a la courbe de la fonction sinus.

De plus quand t décritR, t + g décritR.

. . . . . . . 1%
Donc la courbe de la fonction sinus est bien la translatée de celle de la fonction cosinus par la translation de vecteurgl .



4. Graphiquement, on lit que:
—lacourbe de lafonction sinus (resp. cosinus) admet une infinité de centres de symétrie : tous les points de coordonnées
(km; 0) (resp( + km; 0| pourk € Z.

- la courbe de la fonction sinus (resp. cosinus) admet une infinité d’axes de symétrie : toutes les droites d’équation
b
X = 5+ krm (resp. x = krt) pour k € Z.
On peut démontrer le résultat concernant les axes de symétrie :
- on sait déja que la droite d'équation x = 0 est axe de symétrie pour la courbe de la fonction cosinus.
- La droite d'équation x = & est aussi axe des symétries de la courbe de la fonction cosinus.
- Considérons pour tout t, les points M(rt —t ; cos(mt —t)) et N(t + t ; cos(rt + t)) appartenant a la courbe de la fonction
cosinus. Par propriété, M(rt —t ; — cos(t)) et N(t +t ; — cos(t)), donc M et N sont symétriques par rapport a la droite
d'équationx =1 ;
- par des translations de vecteur £ 27i , on en déduit les autres axes annoncés ;
. 1% P o . .
— par la translation de vecteur —i , on déduit des axes de symétrie de la courbe de la fonction sinus.
On peut démontrer le résultat concernant les centres de symétrie :
- on sait déja que l'origine du repére est centre de symétrie pour la courbe de la fonction sinus ;
- le point A(m ; 0) est aussi centre de symétrie de la courbe de la fonction sinus ;
- considérons pour tout t, les points M(t — t ; sin(tt — t)) et N(t + t ; sin( + t)) appartenant a la courbe de la fonction
sinus. Par propriété, M(mt — t ; sin(t)) et N(t + t ; — sin(t)), donc M et N sont symétriques par rapporta A;
- par des translations de vecteur = 27/ , on en déduit les autres centres annoncés pour la courbe de la fonction sinus ;

. % L4 o . .
- par la translation de vecteur — EI , on déduit des axes de symétrie de la courbe de la fonction cosinus.

TP1.Le systéme bielle-manivelle

1. a. b. c.Voir fichier sur le site Math'x.

d. OB diminue quand t parcourt [0; 0,5] augmente quand t parcourt [0,5; 1], diminue quand t parcourt [1; 1,5],
augmente quand t parcourt [1,5; 2].

e. Quand t augmente de 0 a 2 avec un pas régulier (on peut utiliser la fleche sur le fichier pour lancer I'animation), les
points B obtenus ne sont pas régulierement espacés.
La vitesse de B semble la plus grande pour t=0,2; 0,8; 1,2 ou 1,8 et la plus petite pour 8 =0, T, 2w, 3%, 41 soit

t= 0,1,1,§ou 2.
2 2
2. a. A(cos 6;sin 0) soit A (cos (2rt t) ; sin (2w t)).
b. Soit H le projeté orthogonal de A sur (OB).
Dans le triangle AHB rectangle en H, HB2 = AB2 - HA2 =9 - sin? 6,
Comme AB > OA, on en déduit que I'abscisse de B reste supérieure ou égale a 2, et que celle de HB est positive donc
HB(+/9 — 5in26 ; 0).
Or OH(cos6 ;0) donc OB(cos 6 ++/9 — sin20 ; 0).
L'abscisse de B étant positive, OB = cos 8 + /9 — sin20 = cos (27t) + /9 — sin2(2xt).
—2 X 27msin(2nt)cos(2mt)
29— sin2(2nt)

c. festdérivablesur[0;2]et f'(t) = —2msin(27wt) +

cos (2mt)

\/ — sin?(2mt)
If"(®)] = 0 & sin(27t) = 0 ou cos(27t) = /9 — sin? (2nt) ;

1 3
sin(21tt):0<:>t:00u£ou1ouiouz;

cos(2mt) = /9 — sin2(2wt) = cos?(2mt) + sin2(2mt) = 9 ce qui est impossible.

. 1 3
Donc la vitesse est nulle pour t =0 ou 5 oulou 5 ou 2.

“(t)| = Zn‘sm Zm‘
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d. On peut représenter la fonctiont > [f(t)| sur [0 ; 2] et lire graphiquement une valeur approchée de son maximum :
6,64.
Par exemple sur GeoGebra avec I'outil Inspecteur de fonction :

_ 8] ; e ; —— el . Intervalle ants]!

7| Propriétés | Valeur
Min (0,0)
Max {0.2033 , 6.6265)

Racine Pas de racine

Intégrale |2
Aire 2
Moyenne |4

Longueur (13.2719

2] |D |sxs}0.5

Ce maximum serait atteint pourt=0,2;0,8;1,2;1,8.

TP2. Fonction t — A sin(ot + ¢)

A. 1. Voir fichier sur le site Math'x.

2. Aestle maximumdef.
3. Pour tout réel t, f(t + 2—“) = Asin(ot + 21 + @) = f(t).
0]
Quand ® augmente, T diminue donc la courbe semble se « resserrer ».
4. g(t + ﬂ) = Asin(ot + @) = £ (t).
w
Soit M(t ; f(t)) et N(t + —(p; g(t)). On a alors W\l(ﬂ ; O).
w w

Donc N est le translaté de M par la translation de vecteurg i
0]

Quand t décrit R, t + L décrit R, donc on en déduit que la courbe représentant g est la translatée de celle de f par la

0]
translation de vecteurﬂ i.

Par suite, la courbe représentant f se déduit de celle représentant g par la translation de vecteur — @ i de coordonnées
0]

58
0]
B. Sif(t) exprime la hauteur d'eau en metres dans le repeére ci-dessous, f (t) = 4sin(§—gt).

YA




TP3. Un réseau minimal
A. 1. a.Voir fichier sur le site sur le site Math'x.
b. 1l semble que la longueur soit minimale quand E est le point d'intersection de [AC] et [BD].

2. a. Inégalité triangulaire : AC < AE + EC; de plus AC = AE+ EC < E € [AC].
De méme BD <BE +ED;BD =BE+ED < E € [BD].

b. L =AE+EB+EC+ED = C+BD avecL = AC+BD si et seulement si E € [AC] et E € [BD].

B. 1. Il semble que l'on puisse obtenir sur le logiciel une longueur inférieur a la longueur minimale obtenue dans la
partie A.

2. a. On conjecture que la longueur minimale est environ 2,7.

b. Par symétrie, AE =EB =FD = FC donc L(t) =4AE + EF.

Soit | le milieu de [ABI. Alors le triangle EIA est rectangle en | car (El) est aussi hauteur du triangle isocele AEB donc
Al 1 1

=—>= etEl=Alx tant = —tant.
cost 2cost 2

On en déduit, par symétrie, que EF=AD - 2EI=1-tant.

. 2
Par conséquent, L(t) = ——+1—tant.
cost

2sint—1
b. L est dérivable sur [0 ; E} etl'(t)= L.
4 cos2(t)

Le signe de L’(t) est celuide 2 sint —1=2 (sint — l).

Pouro=t =< g sint < % donc L’(t) = 0, donc L est croissante sur[O;g}
PourE st< E, sint = ! donc L’(t) < 0, donc L est décroissante sur [E;E}.
L admet donc un maximument = g et L(g) =3+1=2,73.

La longueur minimale avec un réseau a un nceud serait AC+BD = 242 = 2,82.

Exercices
SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE (6 [a.cosa=cosb b.sina <sin b
1 c.cosa<cosb d.sina<sinb
(sl NG
2 ) @ a.-6sin(3x) b. 2 sin(x) cos(x) = sin(2x)
—Q 3 ; n d. 3 cos x + 3 cos(3x)
_ - C.—2sin[—2x +— .
2 d. 5 4
@3.72 b.% 8 | Courbe enrouge: y = 2 sin(x)
X
Courbeenbleu:y =2 sin(—)
2 NE) y 3
c.— d.—
2 2
T T ENTRAINEMENT
@a -, b. —E,E
—g;g d T @a.1+sinx b. sin x + x cos x
4’4 C. 2X + COS X d. 2x cos x — x% sin x
a _r b.-m;0;n
) ) - a.—25in(2x) b. —12cos(4x +g)
_on. T dJi5 . n
6’ 6 c —4S|n(4x+§) d. —4cos(2x+E)
@a [-mt;m] b. [55711 ¢
I 6' 6 @ a.cos?t —sin? t = cos(2t)

b. 6 costsint = 3sin(2t)

N

|

a
w
&4
| —|

C
| I—
w
N
|

o

|
ola
o3
| —|
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c.4sin3tcost — 4sin(4t)

d.—2cos(— 2t — E)
4

@1-1"(1‘) = —25in(2t+5) +2cos(2t—£)
6 3
NE)

1 1 3
2.f(t)=— 2t)——sin(2t) +—sin(2t) - — 2t)=0
(® 5 cos(2t) 2sm( ) 2sm( ) 5 cos(2t)

pour tout réel t.
On en déduit que f’(t) = 0 pour tout réel t.

1
cos? (x)
—sin x —2 cos?x _ —1- cos? x

14| a.f'(x) =

b.f’(x) =

sin3 x sin3 x

15[ 1. (x) = —sinx; f”(x)=—cos x ;f3(x) =sinx.
2. Par récurrence:
Initialisation : I'égalité est vraie pourn =1 car

T .
COS(X +E):—S|nx.

Hérédité : soit n = 1. On suppose que
nm . nm
" (x) = cos(x + 7) Alors f+) (x) = — sm(x + 7)

( nm n) ( (n+1)n)
:cosx+7+5:cosx+ .

i nmn
Conclusion : pour toutn =1, f (x) = cos(x + 7)
16 | Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1. Soit [AB] un c6té de ce polygone, | le milieu de
[AB] et O le centre du cercle circonscrit au polygone.

AOB est isocéle et rectangle en O donc

0B = AOB = - 2% = ® &t IB = OB siniOB = sin ™.
2 2 n n n

. LT . T
Par conséquent AB = 2 sin— et p, = 2nsin—.
n n

sinx T 1
2. p, =2n—— avec x = —. Quand n tend vers + oo, —
n X n n

. sinx
tendvers0; lim ——=1.
x—0 X
Par théoréme de composition, lim p, = 2m, longueur
N—+eo

du cercle de centre O et de rayon 1.

Voir corrigé en fin de manuel.
1.5 = [O;Z?E[

2. Abscisse de A :Z?E

3. La courbe est au-dessus de la droite d'équation
——1sur[0'2—n[
=73 "3

y = sin(x)

2. f est dérivable sur [0; w] et f’(x)=1—cosx est
toujours positive ou nulle.
Donc fest croissante sur [0 ; 7).

3. Pour tout x de [0; 7], on a donc f(x) = f(0) donc
f(x)=0.

4, Pourtoutxde[0;m],f(x)=0= x =sinx.

La tangente T est donc au-dessus de 6 sur [0 ; ).

@ 1. a. Les points définissant cette ligne brisée ont
pour coordonnées :

oo 2oy (2 )ore
2 TG W R
2T

1 2 2
4 =2\/f+n—+2\/§—\/§+“— ~3,79.
2 16 V2 16

b. Algorithme

ENTREE : Saisir n
INITIALISATION : L <~ O
TRAITEMENT : Pour k de 0 a n-1 Faire

T
a« k—
n

be (k+1) =
n

d <—\/(b—a)2 +(sinb —sina)?
L—L+d
Fin Pour
SORTIE : Afficher L

2. Voir fichiers sur le site Math'x.
On obtient, par exemple sur Scilab :
010 = 3.8152827260884

100 = 3.8201485186953
(1000 = 3-8201972963124



% parabole de sommet d'abscisse 1 < g La graduation

- . LT
visible sur I'axe des abscisses correspond donc a Py et
celle sur I'axe des ordonnées a 1.

T
b. On peut conjecturer que pour tout x de [05]
2

X
X —— < sinx < x.

2
2. Voir les questions 2 et 3 de |'exercice 20.
3.a.u estdérivableetu’(x) = —1+sinx doncu’(x) < 0

. L b4
et par conséquent u et décroissante sur [O ; ﬂ.
Commeu(@ =0,0nau(x)<0 sur[O;g}
b. g est dérivable et g’(x) = u(x) donc g’(x) < 0 et g est
décroissante sur[O;E}
De g(0) = 0, on déduit que g(x) <0 sur[O;g].

4. De f(x) =0 et g(x) <0 sur [Og} on déduit que
) x? T C
X =sinx = x ey sur 0;5 ce qui démontre les

conjectures émises.
x2 x2
5.a. x?sinx?x——(:)OSx—sinx<7.
b. De I'encadrement précédent, on déduit que sinx = x
0’5 pressuo: 7]
a—pressur|0;—|
2 2
Sur[o;g], x2<0,010<x<0,142.
0,12 = 0,141 donc pour 0 < x < 0,14 on est sUr que

sinx=xa10-2preés.

. . 1, . A
24 | 1. Laire de la partie en bleu estir2 sinx ourestle
rayon du cercle.
L'aire du secteur angulaire intercepté par l'angle de
X 2_ 1, o .
mesurexestz— XTré = Er x donc I'aire de la partie en
b
1, 1,
bleu est —r4x ——r?sinx.
2 2
Les aires des parties en bleu et en vert sont égales si et
o 1 2 e 1 2 1 2
seulement si—r?sinx=—r?x—— r?sinx
2 2 2
. X
soitsinx——=0.
2 1
2. a.fest dérivable et f’(x) = cosx — >

1
b.Sur[O;n],costE@sxsg.

X T
0 3 b4
f(x) + 0 -
0 B
2 6
2
d. Une solution triviale est x = 0 et il n'y a pas d'autre
solution sur 0;%}

T ) - .
Sur [f;n}, f est continue car dérivable et strictement

décroissante et 0 € [f(n);f(gﬂ donc I'équation f(x) = 0
admet une unique solution.
On obtient a la calculatrice x = 1,90 3 1072 prés.

i
(25/1.nt)=0t=00u t=cVsina.

1
Donct, = EVsinoc.

1 1
2.d(t,) = Vcosat, = EV2 cosasina= EW SinQ0).
3. Dans cette question, d(t,) = 90 sin(20).

. T
a.Le dégagementle plus long est obtenu pour o= " et
a pour longueur 90 m.

b.d(t;) = 50 & sinQo) = g Pour 0 < 2a< m, il y a deux

solutions: 20¢= 0,59 ou 2=m-0,59, Ccest-a-dire
a= 0,29 ou 1,21 en radian (soit 16, 6 ° ou 69,3°).

Erratum : questions 3.b. et 3.c,, remplacer [0; %[ par
[0;m].

1.BOM = 2t (théoréme de I'angle au centre)

2, Aire de HAM = %AH x HM.

1¢"cas:H e [OB]:AH=1+OH=1+cos(2t) et HM=sin(2t)
2% cas:He[AQ]:

AH=1-0OH=1-cos(n—2t) = 1+ cos(2t)
etHM = sin(t—2t) = sin(2t).

1
Dans les deux cas, I'aire de HAM est — (1+ cos (2t)) sin(2t)
. 2
soit f(2t).

3. a.festdérivable et

f’(x)=%(—sinx)sinx+%(1+cosx)cosx
’ 1 2 1 . 2 1
f’(x) = —cos? x ——sin x + — cos x
2 2 2
, L 1 ) 1
f’(x) = —cos? x — —(1— cos*Xx) + —cos x
2 2 2
1 1
f’(x) = cos?x +— cos x ——
2 2

1 1 1
On vérifieque(cos X— E)“ +cosx)=cos? x+ Ecosx -

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus 7



b. Sur[0 ; «]:
e 1+cosx >0

o cosx—l>04:>OSX<E
2 3
c.f(x)=0 sur[o;g} f'fx)<0 sur[g;n].

4. On en déduit le sens de variation de fsur [0 ; ] :

T
X 0 § s
f'(x) + 0 -

f(x) 343
0 0
33

e = 0,65 a0,01 prés. Sur [0; «], I'équation f(x) = 0,5
a deux solutions acet B avec 0 < < g <p<m.
L'aire de HAM est f(2t), donc est supérieure a 0,5 pour
o B
toutxde|—;=|
2 2
(27]1.AH=sina;DC =1+ 2cosa.
2. laire estégalea: 2x (%DH X AH) +AH X AB =
(DH+AB)AH=(1+ cosa)sinax

3.a.Aest dérivable avec A’(0) = —sina+ (1+ cos o)) cosa
= cos? a— sin? o+ cos o

1
b.Sur[O;n],cost—E>0@0st<g.

c. A’(0) =(cos o+ 1)(2cosax—1) d'aprés les résultats
donnés par le logiciel.

Comme cos o+ 1= 0, A’(e) est du signe de

2cosa—1= 2(cos o— %)
Sur [0;%], A’() = 0 donc A est croissante

Sur [g ; n}, A’(0)) < 0 donc A est décroissante.

d. L'aire maximale est A (E) = ﬂ
3 8
P H ' H P’
1 _I
T i T

L'aire de PP'T'T est égale a TT' x T'H” + H'P’ x T'H’
=TT’ +H’P)T’H’ =(1+3sin o) 3 cos a (en dm?),
soit 3 cos o1+ 3 sin ).

Avec Xcasfr

ﬁx}:ﬂ‘cos:x}'t 143 sin(x))

| x_->(3. cos(x))- (1+3- sin{x))
2lg:=fonction_derivee(f)
I Success

X =>3-{-sin{’ x'}}-(1+3-sin{" x')+3- cos{’ x'}-3-cos{" x')

Jtrigsin(g(x))

-18- sin{x) 2-3-@:%9
3. (sin(x)+ v’ziﬂ )-(6- sin(m@'r_i;

dffactoriser(ans())

Sevalf{(-(sqri(73))+1)/2)

377200187266
Poura e [O;E{, sinoc+ V7341 >0
2 12
donc A’(0) est du signe de —3(6 sin+m) ou
(V73 +9)
m= i =-377

L'équation sino = —% a une unique solution ¢, = 0,68.
Surl0; ol A'(c) = 0 et sur[% g[ Ae) < 0.

Donc l'aire est maximale pour o= ¢ soit un angle
d’environ 39°.

1.AbscissesdeA:—5—n;deB:—E;deC:E;de
6 6 6

D:M.
6

2.Sz[—n;—5—n]u[ E;E}U[M;Zﬂ'}
6 6 6 6

@1.AbscissesdeA:—E;deB:E;deC:s—n.
3 3 3
2.S=]—E;E[u}5—n;2n[.
3 3 3
(32/2
X 0 3—“ S—E 21
4 4

signe de f(x) - 0 + 0 -
(33/1.

10|

Ed
Ird
g | s
/'/

(i v g

N /_l -

on //.//,

P /4
5 | o
y=x+1 A
4 S

L -3 -3 v ] L n 3w dm & L T & L




2. fest dérivable et f’(x) = 1+ cos x donc

f(x)=0& x=7+2kn ke”.

Les tangentes horizontales a 6 sont les tangentes aux
points de coordonnées (t + k2m; T+ k2m), k € Z.

3. a. On constate que 6 est comprise entre les deux
droites tracées.

b.SUrR, —1<sinx<1doncx-1<f(x)< x+1

1. On cherche les abscisses des points d'intersec-

tion éventuels entre la courbe représentant la fonction

cosinus et la droite d'équation y = x.

Il semble y avoir une unique solution.

2. Pour tout x, - 1 <x <1, donc si x est solution de

x=cosxalors-1<x=<1.

3. fest dérivable et f’(x) = 1+ sinx.

[-11c [—E;E] donc sur [~
2 2

croissante donc sin (- 1) < sin x <sin 1 et par consé-

quentf’(x) > 0.
La fonction fest donc strictement croissante sur[- 1; 1].

1; 1], la fonction sinus est

3. a. La fonction fest strictement croissante continue car
dérivable sur[-1;1] avec f(-1)=-1,5 et f(1) = 0,46.
Donc l'équationf(x) = 0aune unique solution sur[-1;1]
et donc aussi surR.

b. x = 0,739 1073 prés.

1. Pour tout x réel, f(—x) = —f(x).
La fonction f est impaire.
2. Par symétrie par rapport a l'origine du repere :

/\ : /\
v I~'l'|'1f2 0 I'I'I'.|f i m
1 -

2n g .
3.T= 3 ; on vérifie que pour tout x réel,

f(x + 2?75 ) =sin(3x) = f(x).

1.1l semble que f soit paire.

Pour tout x réel, f(—x) = — x sin(—x) = x sin(x) = f(x).
2. Il semble que 6 soit au-dessous de d sur [0 ; + oo et
au-dessus de d sur ]- oo ; 0].

Il semble aussi que d soit tangente a la courbe €.
Démonstrations :

e Pour tout x réel, sin x < 1 donc pour x = 0, x sin x < x
et pour x < 0, x sin x = x donc 6 est au-dessous de d sur
[0; + oo[ et au-dessus de d sur ]- e ; O].

e ¢ et d ont pour points communs les points de

coordonnées (0; 0) et g+ k2n;§ + k2m), ke Z. La

fonction f est dérivable surR et f’(x) = sin x + x cos x.

T .
Pour x = 5 + k2m, f’(x) = 1 donc d est la tangente a €
en tous les points de coordonnées

(E+ k2r: L+ ko) k e Z
2 2

1. Surtout R, f(—x) = 2¢0s(=2x) + (sin(—x))>2
=2c0s2x + sin?x = f(x) donc fest paire.

2.SurtoutR, f(x + ) = 2cos(2x + 27) + (sin(x + )2
=2cos(2x)+(—sinx)? = f(x) donc f est périodique de
période .

3. On compléte la courbe d’abord par symétrie par
rapport a l'axe des ordonnées pour l'obtenir ainsi

sur [gg} intervalle d’amplitude m, puis par des

translations de vecteur de coordonnées (£ t; 0).

Fo A A

J INT S NT PN TN\T

.1aT—

b. F =~ 440 Hz
2. a. f semble périodique mais pas sinusoidale.

f(“

nnmnnnnnn.nn\nnn
| °U\U\U{U INRIIRIERIER U"‘J\

AR AR |

b.f(t +0,01)(= 5sin(200 Tt + 27) + 4 sin(400 1t + 4 )
= f(t) pour tout t réel.

=2,275ms.

RN S

]

Donc fest périodique de période 0,01 s.

1. Car cosinus est paire et sinus impaire.

b. Car les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de
période 2m.

¢. Algorithme

ENTREE : Saisir a
TRAITEMENT : Tant que a > t Faire
a<—a-2n
FinTant que
SORTIE : Afficher a

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus 9



2. On constate que les deux courbes sont presque a.

confondues. b 3n
. X 0 — — T
3. Algorithme 4 4
ENTREE : Saisir a u=2x 0 r 3n 2n
. 2 2
TRAITEMENT : Tant que a > = Faire
aca-on sinu =f(x) 1 0
FinTant que
551 a° — 22260 a® + 166320a b.
75a* + 5460a% + 166320 - P
SORTIE : Afficher « approximation : », s X 0 3 3 n
Afficher «sin a: », sin(a) u=3x 0 - o’ 3
On obtient sur Xcas fr cosu = f(x)| 1 1
approximation : 0.956394926339
sin a :0.956375928405 c.
X 0 T
1.0rdonnéedeA:2cos(—§J:\/5. u=X 0 K
2 2
2 0 = = n n = 3 n = STC .
USXSSeT s s sinu=f(x) ///,1
Abscisse de B : x5 tel que 3xg — T_T it Xg = Uy 0
4 2 4
3. a. 6 solutions. d.
b-n<x<n&-3n-—<3x-S<3n-T X 0 T
4 4 4 X .
. T T T u=— 0 —
Les solutions x sont telles que 3x — —=———-2m, — —, 3 3
T T T T 4 3 3
——+ 2%, —— 27, — ou — + 2T, cosu =f(x)| 1
3 3 33 \\“‘\\\\\“““--> 1
. 25t wm 23n 17n 7m_ 3In =
soitx =———,——, —,———, — ou — 2

I I I I u .
36 36 36 36 36 36
f a méme sens de variation que la fonction

1.Sur[0;21t]: tHsin(t+E).
6

27 b

b t —T —-— — b
3 3

/ T 51 b1 T 7n

u=t+- [-= = = =

- - . 5 5 . 6 6 2 2 6
3sinu=f(t)| - 1,5 3

N3 TN -15

T T 7n
. _lel-=1= 3n VAL
2.tel0;2n]=>t 46[ 4,4} ; 0 3n 7n .
3. 8 8
T 57 u:21‘+E r T 2n 2T+ —
t 0 — — 2n 4|4
4 4
T T 71 cosu =f(t)| 2
Xx=t-o -3 0 m y 2 7 ‘ ~ 2
cosx = g(t) : i \ -1 o
2
Q / \ -1 / 1.festpairecarsurtout[R,
2 f(=x) = (sin(= x))? cos(— 2x) = sin®x cos(2x) = f (x).




2.Pourtoutxréel, f (x + 1) = (—sinx)2 cos(2x + 2m) = f (x).
3. On complete la courbe par symétrie par rapport a
I'axe des ordonnées puis on translate la courbe obtenue
par des translations de vecteur de coordonnées (kr ; 0)
oukeZ.
4. a. fest dérivable surR et
f’(x) = 4 sin x cos x cos 2x — 4 sin?x sin 2x.
b. f’(x) = 4 sin x (cos x cos 2x — sin xsin 2x)

=4 sin x cos 3x.

c. Sur[O;g} sinx = 0 donc f’(x) est du signe de cos 3x
avec0 =3x = 37”'

Donc sur [Og} 0s3x<g donc f'(x)=0 par
. . T n|n 3n
conséquent fest croissante, et sur| —; — |, — < 3x < —
6 212 2

doncf’(x) < 0 et f est décroissante.

. . T

La fonction f admet donc son maximum en —; ce

. T 1
maximum est f 3 =

49 | 1.f(x) > 0 comme produit de deux nombres stric-
tement positifs.

2.a.x/§cos(x — E) = \/E(COSXCOSE + sinxsinE)
4 4 4
= CoSX +sinx.

b. x/fcos(x - g) =_-\2 pour tout x donc

2+\/§cos(x—§)>0,soit2+cosx+sinx>0.

c.festdérivable surR et f’(x) = —(2 + sinx + cosx)e'*.
De 2.b. et e > 0, on déduit que f’(x) < 0 donc f est
strictement décroissante sur R.

3.a.SurR, —1<cosx <1donc1<2+cosx < 3.
Commee™* >0,e* < f(x) < 3el*.

b. Il suffit de prendre x, tel que 3e'% <1070 soit

106
Xg =1- In(—). Donc x, = 16 convient.
3

Sur [16; + o[, la courbe représentant f est située entre
I'axe des abscisses et la droite d'équation y = 107°.

1.l semble que T soit située entre les courbes €
et €. La fonction fsemble croissante puis décroissante
puis croissante.

2.a.-1<sinx <Tete ™ > 0surR donc
—eX<f(x)<e™*.

b. Il suffit de prendre x, tel que e ™ =< 0,01 soit
Xy = —1In0,01. Par exemple x,, = 4,7 convient.

Sur[x, ; 27, la courbe représentant f est comprise entre
les droites d'équations y = —0,0Tet y = 0,01.

3.a.f(x)=e X (:)x:§+ k2w k e Z.

b. f est dérivable et f’(x) = e *(—sinx + cosx) donc

Ik
f’g+ k2n)=—e 2

Soit g(x) = e™X. Alors g est dérivable et

—E—kZTE

T
’—+k2):— 2 .
9(2 T e

Donc les courbes T et 6 ont la méme tangente en
chacun de leur point de contact.

4.f(x)=—-e* & x:—§+ k2m, ke ”Z.

™
~—k2
f’(—§+ an) =—e2 § etsi

T E—k2n
h(x):—e‘x,h’(—5+ k2n):—e2 ,

donc les courbes T" et €’ ont la méme tangente en
chacun de leur point de contact.

5.a.
J2ex cos(x + %) =2ex (cosx cos% - sinxsing)

= e ¥(cosx —sinx) = f'(x).

b.
X 0 r 5775 271
4 4

T | T b 3n T
u=t+— |— — — 2T+ —

4 |4 2 2 4
f(x) + 0o - 0+
f(x) J2 -t

2! 0
/ \ N /
0 ) 4

2.a.f(t):0(:)cos(t+2?n):0@t:—g+kn,kel.

b. f(t + 2m) = e~ ™ f(t). Donc 21t n'est pas une période
2
de f. En revanche 27t est période de t — cos(t+?n)
partie de f(t) responsable des oscillations autour de
I'axe des abscisses qui se reproduisent périodiquement

avec des amplitudes maximales qui vont en décroissant
(oscillations amorties).

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus 11
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3.a. G est située entre €, et ¢,.
t

2n -=
En effet pour tout t, - 1< cos(t + ?) <Tlet5e 2>0,

t t
donc—5e 2 <f(t)<5e 2.

@ a. Faux. Par exemple x = 0 est solution.
b. Faux. 2 sin x = sin2x < 2sinx(1—cosx) =0
& cosx =lousinx =0.
Par exemple x = 1 est solution de 2 sin x = sin2x mais
n'est pas solution de cosx = 1.

1
@ Faux. Contre exemple:v,, = 2n—— pourn =1.
n

y =25 sin(gx).

@ 1.Dans [-20; 74],il y a exactement 95 entiers rela-
tifs. Chacun est I'abscisse d'un point de la courbe d'or-
donnée 1. Avec 95 colonnes de pixels, les pixels visibles
ont tous pour ordonnée 1.

La courbe tracée semble donc étre la droite d’équation
y = 1.1l s'agit en fait de points d’abscisses entieres de la
courbe d'équation y = cos(2mx).

2, Parexemple—-20<x <106 et-0,5<y < 2.

APPROFONDISSEMENT

(74] 1.

X —

N a
N a

f(x)

w
-b‘&‘ o3

/ \

0

2.a.
f(m—x)+ f(x) = (14 sinx)(—cosx) + (1+ sinx)cosx =0

pour tout x réel.

b. Coordonnées du milieu de [MM] : (g;o).
M et M” sont symétriques par rapport au point A (g ; 0).

Quand x décrit R, on en déduit que la courbe € est
symétrique par rapport a A.
c.

o [Nv]a
o

f(x)
T 33—
4

75 | 1. a.Voir fichier sur le site Math'x.

c. On obtient des résultats qui semblent tous
commencer par 0,999.

X . oX X
2.a.Co5X = cosZE—sm2 5= 2 cos? 5" 1donc

52£_1+cosx
2 2

Pour x € [O;E} cosi > 0 donc cosi = /m
2 2 2 2

b. La variable a contient successivement: cosx

co

(initialisation), cosg (pourk = 0), cos(%) (pourk =1),...,
X
cosz—6 (pour k = 5).

. , . X
Le nombre affiché par I'algorithme est donc cos(z—s).
T X _ T
c.Pour0<=x<_,o0ona0=_=<_donc
2 2 27
X E
cos 0=cos— = cos—-.
26 27

Or cos%-~0,99699, donc pour tout x de [Og}
X

0,999 < cos— =< 1.
26

On obtient bien des résultats qui ont une écriture
décimale commencant par 0,999, sauf pour x = 0 ou le
résultat affiché est 1.

—a
Il suffit de trouver a et b tels que {

b=2a+1

1 1 .
a=——etb=—conviennent.
3 3

@ 1.a. Soit | le centre du cercle inscrit. En écrivant S
comme somme des aires des triangles AIB, BIC et CIA,

1
on obtient s = 3 r(AB+BC+ CA)
b. ABC étantisocéle, la bissectrice (Al) est aussi hauteur

et médiane du triangle donc BC = 2D et dans le triangle
rectangle BAD, BD = ABsint.

DoncBC = 2asint.
c. On en déduit que S = %r(AB +BC+CA) =

%r(Za +2asint) = ra(1+ sint).

Ors:%A&ACsinK: %a2 sin 2t.

1 1 sin2t
Par suite, ra(1+ sint) = —a2sin2t dour=—a —.
2 1+sint

2. fest dérivable sur [0 ; g] et

2cos 2t (1+ sint) —sin 2t cost

(1+ sint)? ’
Donc f’(t) a méme signe que
g(t) =2cos2t (1+sint)—sin2tcost
g() = 2(1-2sin? t)(1+ sint) — 2 sint (1—sin? t)
g(t)=2 (1-2sin2t —sin3t)
g(t) = —2(sint + 1(sin?t + sint — 1).

1
f'it)=—
® 2a

Donc f’(t) améme signe que —(sint + 1)(sin? t +sint —1).



b. 1+ sint = 0 donc f'(t) a le signe opposé a celui de
sin?t +sint —1.

—1£+/5
sint+sint—1=0 < sint = 2\/_
—1++/5 .
& sint = 2\/—car0ssmtg1.
. . . —1++/5
Il existe un uniquet, € [0;%} tel que sint, = 2\/_.

—1++5
2

Pour0 <t <tg,sint <

doncsin2t+sint—1<0etf’(t)= 0.

NG

T -1
Pourt, <t < —,sint = ———donc

2 2
sin?t+sint—1=0etf’() < 0.
Donc fatteint son maximum ent, = 0,67.

c. Laire du triangle est maximale quand A = 2t, soit
A =133radou76,3°.

m 1.a. b=16-2x et si H est le milieu de [BC],
BH= g = xcos 0 dans le triangle ABH rectangle en H.
L. 8 16 cos 0
D'ou x = = .
1+ cos@ 1+ cos@
1 1 i
b.A(8)= —BC-AH=—bx sinf = 64 w.
2 2 (1+ cos 0)
. b u(o)
c. A est dérivable sur |0;—|avec A(0) = 64 —— avec
2 v(0)

u(@) = sinO cos O etv(0) = (1+ cosO)? d'ou
u'@)ve)— u®d)v’'e)
(v(6))?

u’(@)v(B)— u(@)w(o) =
(cos2 8 —sin2 0)(1+ cos B)2 +25sin? @ cos O(1+ cos ) =
(14 cos B)((cos? 8 — sin? B)(1+ cos B) + 2 sin? @ cos H)
En remplacant sin2 @ par1-cos2 0 :
2cos?0 +cosf —1

(1+ cos 6)°

Donc A’(0) est du signe de 2cos? 6 +cosf —1 qui

A'(0) =64

A(6) =64

1
s'annule pour cos@ = —1ou 5
Sur [O;g}, cos 6 2% donc 2cos26 +cos@ —1=0 et
1
A’(6) = 0. Sur[E ;E} 0 < cos 6 < —donc
3°2 2

2cos26 +cos@ —1<0etA'(6)<0.

. T, o
A est donc maximale pour 6 = 3 c'est-a-dire quand le
triangle est équilatéral.

3.0n ale tableau de variations de A :

0 0 K K
3 2
A'(6) + 0 -
A(6) 64/3
_— 9 T
0 0
Avec 64;/§ =~12,3.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation

A(6) a deux solutions, une dans [Og} l'autre dans

[gg} Ala calculatrice : 6 = 0,53 ou 1,39.

37,3 42,9
1.tan(@) = ;tan(B) = .
2.

X X

sin(B—- 0 _ sinBcosa—cosBsina
cos(B— ) cosPcoso+sinfsino

tan(B— o) =

_ cosacosfB(tanf—tanc)  tanf —tano
cosacosf(1+tanatanff) 1+ tanatanf

3. a. tan’(®) = >0 donc tan est strictement

cos26

. U
croissante sur [0 ; E[

b. Conséquence immédiate de a.

4. f est dérivable sur [0; 100] et

F00 = 5,6(x%+1600,17)—11,2x2 _ 5,6(— x2 +1600,17)
(x2 +1600,17)° (x2+1600,17)>

Donc sur [0; 100], f atteint son maximum en

Xo = 1600,17.

tanf — tano
b.tanb = tan(f — o) = _tanf —tana.
1+ tantan

5,6
5,6x
= X = ’ = f(x).
14160017 = x2 +1600,17 *)
a2
X

Donc l'angle de tir est maximal pour x = x, et de ce cas,

5,64/1600,17

2x1600,17
On obtient f(x,) = 0,069996 soit 6 = 4,0° a0,1°.

tanf = f(xy) =

80| a. sin’(E) =0
2

b. sin’(m) = -1
c. —cos’(0)=0

2 ,(n) NE)
d. —cos’| — |=—
3 3

3

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus 13
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(81 A.1.

| A

. . . 1
On conjecture que fest strictement croissante sur[O ; ﬂ
et que sur [Oﬂ I'équation f(x) = a semble avoir une
unique solution pour0 < a<1.

2. fest dérivable avec f(x) =—12x2 +3 = -1 2(x2 —% )

Sur [0;%:‘ f’(x) = 0. f’ ne s'annulant qu'en % elle f est

strictement croissante. Elle est continue car dérivable et

[f(O);f(%)] =[0;1].

Donc pour tout a tel que 0 < a <1, I'équation f(x)=a
admet une unique solution.

B. 1.sin(3t) = (4 cos2t — T)sint = (4(1- sint) — Nsint
=3sint —4sin3t.

2.£(1°) = =4 (sin(1°))3 + 3sin(1°) = sin(3x 1°) = sin(3°).

Comme 0 <sin (1°) < 1, I'équation f(x) = sin(3°) a une

unique solution entre 0 etg et cette solution est donc

X =sin(1°).

b.f(x) = sin(3°) & 4x3 +5in(3°) = 3x & g(x) = x.
3. a. Algorithme

ENTREE : Saisir a

3 8 24 33 59
INITIALISATION : @ ¢——+ —+ —+—+ ——
60 602 603 604 60°
L3428 15
60° 607 608
1
te —
60

TRAITEMENT : Pour k de 1 jusque 9 Faire
4

a
te——t3+=
Fin Pour
SORTIE : Afficher t

b. Voir fichier sur le site Math'x.

c. On obtient, parexemple sur Xcasfr :0.0174524064373

Sur une calculatrice Casio Graph 35 +:
sin 1°=0,01745240644

PROBLEMES

1. a. f; semble strictement croissante sur [0 ; 27].

b. f; est dérivable et f,"(x) = 1+ cosx est positive ou
nulle, ne s'annulant qu'en m sur [0; 2x] donc f; est
strictement croissante sur[0; 27].

2.£,(0) =0, f (m) = =, f,(2m) = 27 pour tout k.

6 passe par les points de coordonnées (0; 0), (i ; ) et
(2m; 2m) pour tout k.

3.a.f,(0)=1+m

b. f;(0)=—-1doncm= -2

. %) =1-2cos x.

D'ou le tableau de variations de f_, :

X 0 g 2n
£, (%) - 0 +
f (%) 0 o
\ E B \/§ /
3

. .. T .
f_, atteint son minimum en 3 et son maximum en 27.
4.a.MM'(21; 27)
b. On obtient €, et €, sur [2r; 27] en translatant les

portions des courbes 6, et €, déja tracées par la
translation de vecteur u(2m; 2m).

(83(1.AD= 2

cos 6
pAD__ 2
1730 15c0s0

etCD =7 +4tanf (en métres).

D 7 1
5 :C727+—tan 0 (en heures).
60 60 15

ett

2. Dire que le lapin aura traversé la route avant le
passage du camion revient a dire que t; <t, soit

2 7
< —+ —tan 6 ce qui équivautaf (@) > 0.
15cos@ 60 15

3. fest dérivable sur [O;E[ etf’'(0) = 2-4sin6 d'ou le
2 0s2 6
tableau de variations de f:
0 0 r r
6 2
f(0) + 0 -
7
. NE)
f(0) 2
_— T
-0,5

f(E) ~ 0,036 et f(ﬁ) ~-1.
6 3
Sur [O;g} f est continue car dérivable et strictement

croissante et 0 € [f(O);f(g)} donc il existe 6, tel que
f(0,) = 0.



T ) L .
Sur [f;f} f est continue car dérivable et strictement

décroissante et 0 € [f(ﬁ);f(ﬁ)] donc il existe 0, tel que
f(6,)=0. 63

Pour 6 < 6, et pour 6 = 0,,f(0) < 0 d'aprés le sens de
variation de f.

Le lapin peut traverser avant l'arrivée du camion pour
0,<0 <06, 0u 6;=0,4 par excés et 0, =0,64 par
défaut (soit entre 23° et 36° environ).

Erratum : question B.1.b., remplacer u,, par S,,.
A. 1.1, g, h sont dérivables.

f’(x) = 1—cosx = 0 donc fest croissante sur[0; 7.
Pour0 < x < 1, f(0) < f(x) soit 0 < f(x) sur[0; 7.
2. g’(x) = f(x) donc g est croissante sur[0; 7]
Pour0 < x < 7, g(0) < g(x) soit 0 < g(x) sur[0; m.
h’(x) = g(x). Donc h est croissante sur [0; t].

De h(0)=0, on déduit a nouveau que h(x) =0 sur
[0; .

3.f(x) =0 & x =sinx sur [0; 7]

eth(x)=0 & x—XT: < sinx sur[0;m].

B. 1. a. Voir fichier sur le siteMath’x.

On conjecture que la suite (S,,) converge vers 0,5.

b. S, =0,5a 107 prés si et seulement si
0,4999 =< S, =< 0,5001.

Le premier entier n tel que S, = 0,5 a 107 prés est
5 000.

1 1 nin+1) n+1

2.a.V, =—0+2+...+n)=— =—

n nz( ) n? 2 2n

lim V, = %

b. B+23+...4+n3 est la somme de n termes tous
inférieurs ou égaux a n3 donc
B+23 4+ +nm=snxmsoitB+23+...+n3=<n

C. Pour tout k tel que 1=sk=n,
kK 1(k\? k\ _ k

— - 7(—) < sin(—) < — doncensommantdek =1
n? 6\n2 n?] n?

an:

1P +234+...+n
—— <5, <V,

n n6
1 n4 1B +234+...+n

or -1 < 2 TFE T gone
6 n® 6 n®
11 - -

n_gT\Sn\Vn

4. Par le théoréme «des gendarmes», la suite (S,)

converge vers E

On conjecture que pour tout x de [0;%],

2 .
—X s sinx < x.
e

Démonstration

Soitf(x) = x —sinx et g(x) = sinx —EX surl:O;g}.
b4

e Def’(x) = 0, on déduit que f est croissante sur [0 ; g}
donc f(x)=f(0), clest-a-dire f(x)=0 ou encore
sinx < x.

2
e g’(x) =cosx ——. Soit x, =0,88 le réel de [O;g}
T

solution de I'équation cosx = —. Alors g est croissante
1

P T
sur[0; x,] et décroissante sur [xo 5]

De g(0)=0 etg(g):o, on déduit que g(x)=0 sur
s 2 .

[O;f]doncfx < sinx.
2 T

On peut émettre une conjecture a l'aide d’un logi-
ciel de géométrie ou d'un tableur.

Soitd, (x) = f,(x)— g,(x) sur [0; m].

d, est dérivable et d, (x) = a(cos(ax) — cos x).
Pour0O=x<met0<a<1,0<ax<x<mdonc
cos(ax) = cos(x).

Dot d}(x) < 0 donc d,, est croissante sur [0; 7t].
Par suite d,, (x) = d,, (0) soit d, (x) = 0 sur[0; xt].
Doncfypy = gq(x) surl0; .

Longueur du trajet rouge : R(t) = 1 + cos t.
Longueur du trajet vert: V(t) = t.

On étudie la fonction f définie sur [O ; E:' par
fO)=V@E®)— Rt)=t—1- cost. 2

festdérivable etf’(t) = 1+ sint > 0.Donc fest strictement
croissante sur[0; 7.

T W i
f(O)——2etf(E)—E—1donc0€[f(0),f(5ﬂ.

L'équation f (t) = 0 admet une unique solution t, = 1,29.
Pourt < t,,f(t) < 0 donc le trajet vert est le plus court.
Pourt > t,, f(t) > 0 donc le trajet rouge est le plus court.

On peut émettre une conjecture a l'aide d’un logi-
ciel de géométrie.

Pour des raisons de symétrie, on considére un demi-
cercle de diametre [AB].

Y

B

On considere le repére orthonormé (O; @, O—A’)
comme sur la figure ci-dessus et on note x = OM, donc

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus
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M a pour coordonnées (cos x ; sin x) et a l'abscisse de |,
O<ax.

Alors

MO - Mi=MO x MIx cost = \/(a —cosx)? +sinx2 cost
car OM = 1. D‘autre part, MO -Mi = (—cosx)(a— cos x)
+ (—sinx)(—=sinx)=—acosx +1

On en déduit que

—acosx +1 —acosx +1

cost =

\/(a—cosx)2 +sinx? J1-2acosx + a?

car \/(a—cosx)2 +sinx2 ne peut pas s'annuler pour
-1<ax<1.

Sur [0; ], la fonction cosinus est décroissante donc
chercher t maximal, c'est chercher cos t minimal.
—acosx+1

\J1=2acos x + a2

On montre (par exemple avec un logiciel de calcul
a%(a—cosx)sinx

Soitf(x) = pour0 <x<m.

formel) que f'(x)=
(1—2acosx+az)\/1—2acosx+a2

Avec Xcasfr par exemple :

Wffix):=(1-a"cos{x)sqrt(1-2*a*cos(x)+a"2)
I Parsing f
Il Warning: a, declared as global variable(s) compiling f
x >____1-a-cos(x)

\ 14(2- a]-cos{xJ+32

Plfactoriser(deriver(fix),x))

3 2 g
-(a_-a -cos(x))-sin{x)

{—a2+2-a-cos{>(]-1)-t‘- —2Aa-cos(x)+a2+1}

Ora3sinx=0et1—2acos x +a? = (a— cosx)? + sinx?
est positif également donc f’(x) a le signe de a — cos x.
Donc f est minimale pour x = x,, ou x, est I'unique réel
de [0; 7] solution de cos x = a(—1< 0 < a), autrement
dit quand I'abscisse de M est égale a celle de I.

Pour que OMI soit maximal il faut donc placer M comme
I'un des points d'intersection du cercle et de la
perpendiculaire a (AB) passant par I.

Remarque: on pourrait aussi nommer (X;Y) les

coordonnées de M avec X2 +Y2= 1 et se ramener a
1—aX

Vi—2ax+a?’

I'étude de la fonction X —

pour0 <6 <

N . . cosb
On cherche a maximiser 72

cos®  cosOsin? 6
a2 o

Soitf(8) = sin26 cos @ pour0 <0 < g

N_\ a

Onasin@ = gdonc

f est dérivable et f*(0) = sin 6(2 cos? 0 — sin? 6)
f'(0) = sin6(2 -3 sin?0).
On en déduit que l'‘éclairement est maximal pour

2
0 = 0, solution de I'équation sin@ = \/; sur[O ; g[

La hauteur h correspondante esth = ou

\/5 tan6
tan6 = ﬂ=73=x/§. Donch:ﬁr.
cos 6 /1_£
3

@ 1. cos(2t) = cos? t - sin? t = 2cos?t — 1 = P,(cos t).
2. cos((n +1)t) = cos(nt) cos t - sin(nt) sin t

cos((n - 1)t) = cos(nt) cos t + sin(nt) sin t

d'ou le résultat par addition.

3. Laformule de la question 2 avec n = 2 donne
cos(3t) + cost=2 cos (2t) cos t

donc cos(3t) = —cos t + 2P,(cos t)cos t = P5(cos t)
avecPy(x) = —x +2 (2x2 - )x = 4x3 - 3x.

La formule de la question 2 avec n = 3 donne

cos(4t) + cos(2t) =2 cos(3t) cos t

donc cos(4t) = — cos(2t) + 2 cos(3t) cos(t)

cos(4t) = - P,(cos t) + 2P (cos t) cos t

soit cos (4t) =P, (cos t)

avec P, (x) = - Py(X) + 2xP5(x) = 8x* - 8x% +1.

On applique la formule de la question 2:

cos((n+Mt) +P,_(t)=2P,(t)cost

donc cos((n +1)t) =P, ,(cos t) avec

P, () ==P,_1(x) + 2xP(x).

On en déduit par récurrence que pour tout n=2,
cos (nt) = P,(cos t) ou la suite de polynébmes P, est
définie par P,(x) = 2x2 - 1, P5(x) = 4x> - 3x et pour tout
n=3,P, (x)==P,_;(x)+2xP,(x).

5.a.P5(X) =—P5(X)+ 2xP,(x) =— 4x3+ 3x+ 16x° - 16x° + 2x
Ps(x) = 16 x> - 20x + 5x.

Equation Pg(x)=0:

Ps(x) = x(16 x* - 20x% + 5)

Ps(x)=0 < x=00u16x*-20x*>+5=0.

16 x* - 20x2 + 5 = 0> 16X% - 20X +5 = 0 avec X = x?

Si\/get 5+45
8

d'ol les solutions X = X== :

. . . 5x+/5
L'’équation P5(x) = 0 a donc 5 solutions : 0 et + 5

b. P5(cos t) = cos(5t).

Orcos(5t)=0<:>5t=£+kn@t=£+k—n,kel.
2 10 5

o fic) <} tia) =zl
Donc cos|—|, cos{—|, cos|—|, cos|—], cos[—| sont
10 10 2 10 10

solutions de P5(x) = 0.

l) >0, cos 3—n) >0, cos(E) =0,
10 10 2

(6] =~ <oslro] <0 <osfgg) =~ <osl
cos(—|=—cos|—| < 0, cos[—| = —cos[—]| < 0
10 10 10 10

T 3w . "
donc cos o et cos 0. sont deux solutions positives

Or cos

de P(x) = 0.
De plus0 < I <3—n < Edonc cos1 > cos3—n.
10 10 2 10 10



b 31 . -
cosﬁ et cosﬁ sont deux solutions positives

distinctes de P;(x) = 0 et compte tenu des solutions

. b 5+ JE
trouveées, on peut conclure que Cos| — | = et
10 8
5-45

e

On peut émettre des conjectures avec un logiciel.
Ensemble de définition

1—2kcosx + k2 = (k—cosx)? +sinZx reste toujours
positif ou nul.

Il ne peut s'annuler que si l'on a a la fois sin x = 0 et cos
X =k ce qui estimpossible cark # Tetk # —1.

Donc f, est définie surR.

Périodicité, parité

Pour tout x réel, f, (x + 2m) = f ().

Pour tout x réel, f, (—x) = f, (x) donc f, estimpaire

On peut donc réduire I'étude de f, a [0; 7t].

Sens de variation sur [0 ; ]

f,x)=0 donc f, a méme sens de variation que
sin x
1—2kcosx + k2~
, sinx (k — cosx) (kcosx —1)
(f2) ) =2 2
(1- 2k cos x + k?)
Le sens de variation est donc donné par le signe de
(k —cosx)(kcosx —1).

2.
fe x>

«1%"cas :si— 1<k < 1,il existe un unique réel x, de [0 ; 7]
tel que cos x =k, et dans ce cas, k cos x — 1< 0.

La fonction f, est alors croissante sur [0;x,] et
décroissante sur [x, ; 7].

«2®cas:sik<-1ouk>1,il existe un unique réel x, de
[0; w] tel que cos x = %, et dans ces deux cas k — cosx a

méme signe que k. En étudiant les deux cas k <— 1 et
k >1 séparément, on obtient que la fonction f, est
croissante sur [0; x, | et décroissante sur[x, ; 7].

Accompagnement personnalisé

@ Lier cercle trigonométrique et courbes

l.a. A(—Sn~—‘/§] 3(5”~_*/§}c(7“._\/§J
e Lt =2

2 6 2 6 2
b. Les solutions dans [- T; T :—5—7t et on ;dans [0; 27 :
5m 7w 6 6
—et—.
6 6
c.Dans[—rc;n]:S:[ 5711:;511:}
6 6

dans[O;Zn]:S:[ ;S—E}ur—n; n}

6 6
d.
51 5w
X - -— — T
6 6
signe de _ _
2cosx+3 0 * 0
X 0 on n 21
6 6
signe de _
2cosx++/3 * 0 0 *

5m T

X -T -—— -— T
6 6

signe de + 0 - 0 o+

1+ 2sinx

X 0 A 1z 21
6 6

signe de + 0 - 0 o+

1+ 2sinx

@ Travailler avec des polyndomes en cos x ou sin x
1.a.f’(x) = —sinx — cos (2x) = —sinx — (1— 2 sin?x)
=2sinZx —sinx —1=2X2 - X -1
b.f’'(x)=X-DRX+ D= (sinx—1)(2sinx +1)
S 51 b
c. f est décroissante sur |—m;——| et sur |——;m|,
5T n] 6 6

croissante sur [— — ==
6 6

2.a.f’(x) = 2 cos? x +cosx — 1= (2 cos x —T)(cos x +1).
I T I .

fest décroissante sur [— ;- f} et sur[f ; n}, croissante

=373

sur|——;—|
33

b.f’ (x) = 2 sin?x — 8sinx +2 =22 sinx — 2.

f est croissante sur[— 7 ; 7.

c. f/(x) = 2sin?x + sinx + 4 toujours positif, donc f est

croissante sur[—m; ].

d.f’(x) = —3sin(3x) + 3 sin x avec sin(3x)
=3sinx —4sin3 x

f(x)=12sin3 x — 6sinx

B [ ﬁ]( JEJ
=12sinx|sinx — — || sinx + — |.
2 2

Chapitre 5. Fonctions cosinus et sinus
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x 3n b1 T 3n
- idad e iad ddd
4 4 4 4
sin x - - -
. - - - 0 0
sinx — —
sinx +— + 0 - 0 +
f’(x) + 0 - 0 + 0 0

. 3n b T
f est croissante sur|—m;—— |, sur|——;0|etsur|—;—|.
4 4 4 4

L 3n
f est décroissante sur|——;—

37

E], sur[o;ﬁ} et sur[3—n;2n].
4 4 4




Pour reprendre contact

@ Avec les suites de référence
a. 0 b. + C. oo d.+ oo e. 0 f.0

@ Avec les théorémes d'opérations
a. +oo b. 2 C.+oo d.—o

@ Avec les théorémes de comparaison

1 1 1 1
a.0;——=<u, <— b. +oo;u, =n3-1 € —ooju, < —2e"+1 d.3;3-—<u,<3+-—
n n n n

@ Avec les définitions de limites

a. Pour tout réel A > 0, il existe au moins un entier n, tel que, pour tout entiern = ny, u, > A.
b. Pour tout réel £ > 0, il existe au moins un entier n, tel que, pour toutentiern=n, —2—-e<u, <-2+e.

@ Avec les conjectures graphiques
Suite bleue : + o ; suite rouge: 2; suite verte : —oo.

(6) Avecla dérivabilité

in X -1
1.a.1; b lim22X_q, 2. a.1; b.limS
x—0 X x—0 X

=1

Activité 1. Limite infinie d’une fonction en + oo
1. a. x>10%;x>108; x > g2. b. x>21;x>2001;x>a+1

5x-34-----

Pour x > m (m = a2), Jx >a.

X fmmmmmmmmmmmm ko m oo

Chapitre 6. Limites de fonctions 1



c. lisuffitde:x >10;x >100;x > +/a. d. x >2In(10) donc a > 5 suffit;
- x > 4In(10) donc x > 10 suffit; x > In(a).

Pourx>m(m=\/5),x2 >a. Pour x > m (m =In(a)),eX > a.
2. lim Vx =40 ; lim 5x—=3=+4c; lim x2=+0o0 ; lim eX =+oo.
X—>+oo X—+oo X—>+oo X—+oo

Activité 2. Limite finie d’une fonction en + o

A. 1. Exploration numérique
3 2(x+10) _ 2x+5

a. f(x) devient tres proche de 2. b. Pourtout x #—1,2+ =
X+1 X+1 X+1

c. Poure >0etx>-—1 O<f(x)—2<£<:>0<i<s<:>x>§—1.
X +1 £
On peut en déduire que lim (f(x)—2)=0etque lim f(x)=2.
X—>+00 X—>+Fo0

2. Interprétation graphique

3
a. Pour x > —1, la courbe % est au-dessus de la droite d d'équation y =2, doncMN =f(x) — 2 = ey
X+

b. Pour obtenir :MN < 1074, x > 30 000 suffit; MN < 10719, x > 3. 100 suffit; MN < &, x > 3 suffit.
£

La courbe 6 se rapproche autant qu'on veut de la droite d pourvu que x soit assez grand.
B. 1. Pour la courbe voir 2.. La limite de g en 4+« semble étre égale a 0.

1 1
2, Pour x > 0, on conjecture —— < g(x) < —.
X X

Démonstration : pour tout réel x, —1< sin(x) <1,

1 i 1
donc pour x >0,—— < sin() <—.
X X X

1
3.a. 0<— <10 x >10°. Doncpourx=10°etx = ¢, —107° < g(x) <107
X

b. o= 1 suffit.
e




Activité 3. Limite infinie d’'une fonction en un réel
1. Voir sur le site Math'x.
2. -0,58<x<00ul0<x<0,58.
3. En choisissant, dans le menu Options, Arrondi puis 2 décimales,
f(x)>50pour—0,14 < x <0ou0< x<0,14,f(x)>100 pour—0,1<x <0ou0<x<0,1,
f(x)>140pour—0,08 < x <0ou0< x<0,08.
1

1 1 1 1 1
4. f(x)>ae—5>a00<x? <— ;0<x2<7@—\ﬁ<x<00u0<x<\P. lim — = +oo.
X a a a a x-0Xx

Les ordonnées des points sur la courbe représentative peuvent étres rendues plus grandes que n‘importe quel réel
a > 0 pourvu que les abscisses de ces points soient suffisamment proches de 0.

Activité 4. Composée de deux fonctions

l.a.151;227 ;=15 -27 ;x> 2x-1% b.1—1;215;-1—-3;x~2x3-1.
Les résultats obtenus sont différents sauf pour x = 1.

2. a. X > Vx2+1 b. x > e3x+4 C X

2x2 +1
3. a. x > 2x2 + 3 suiviede x — /x b. x > x2 — 4x + 1suivie de x > e* C. X > 3x + 4 suivie de x > sin(x).

TP1. Limites dans des situations géométriques

A. 1. En utilisant le logiciel GeoGebra on peut conjecturer que h est croissante sur ]0; 6[ et lim h(r) = +co.
r—6

2, (OP) et (O’P’) sont respectivement perpendiculaires a (SP) en P et P’, donc (OP) et (O’P’) sont paralléeles. Les points O,
O’ et S étant alignés, on peut appliquer le théoréme de Thalés dans le triangle POS. D'ou L %, soit 6(0’S) =r - OS.
r

Les cercles 6 et 6" sont tangents extérieurement donc 00’ = 6+ r,douO0’S= OS— (6 +r).
Il en résulte 6(0S —(6+r))=r-0S,soit(6—r)0S=6 (6+r),

6(6 + 6(6 +
comme0<r<6,6-r#0doncOS = ©+n c’est-a-dire h(r) = ( r)'
6-n) ®-1)
h est dérivable sur]0; 6 comme quotient de deux fonctions dérivables la fonction affine r - 6r + 36 et la fonction affine
72

r = —r + 6 qui ne s'annule pas sur 10 ; 6[. Donc h’(r) = © h’(r) > 0 donc h est strictement croissante sur ]0 ; 6[.

— r)z
lim
r—6-6-—r

=+ocoetlim6(6+r)=72donc lim h(r) = +oo.
r—6 r—6-

B. 1. (HM) et (BG) sont deux droites du plan (BGH). Si (HM) était paralléle a (BG) alors M serait sur la droite (AH) car AHGB
est un rectangle. Or le seul point commun a (AH) et (AB) est le point A. Comme, par définition, M est différent de A, (HM)
n‘est donc pas parallele a (BG). (HM) et (BG) étant donc non paralléles et coplanaires, sont donc sécantes en un point P.

2. a. On peut conjecturer que f est strictement croissante et que lim f(x)=BG= 6/2.
X—>+o0

HG P 2-BP
b. PourM # B, (BM)//(HG) en appliquant le théoréme de Thalés avec les triangles BPM et GHP, ﬁ = P—g soité = 6\/;7PB
X
Il en résulte 6BP = x(6+/2 — BP) soit (x + 6)BP = 6~/2x, comme x > 0, x + 6 = 0, d'ou BP = 6+/2 16.
X

Pour x =0, MestenBd'ouP =BetPB=0.
Or pour x =0, 62 X 0.0n adonc pourtout x =0, f(x) = 62 X .

X+6 X+6

X
X =
X+

5 est dérivable sur [0 ; + o[ comme quotient de deux fonctions x > x et x > x + 6 dérivables sur [0 ; + o[ et
X B X + 6 ne s'annulant pas sur [0 ; + o[, donc f est dérivable et pour tout x dans [0 ; +o[.

f'(x) = ﬁ Donc f’(x) > 0sur[0; +co[. fest donc strictement croissante sur [0 ; + oo[.
X +

lim =1dot lim f(x)= 6~/2. On retrouve les résultats conjecturés.
x—+0 X+ 6 X—>+00

Chapitre 6. Limites de fonctions 3



TP2. Etude des fonctions x> e ¥ et x 1> e~ k**

A. 1. k>0.Donc lim —kx =+oet lim eX =+oo d'ol par composition lim f(x) = +co.
X—>—o00 X+ X—>—oco

lim —kx = - et lim eX =0 dou par composition lim f(x)=0.
X—+o0 X——co X—>+o0

2. x > —kx est dérivable sur R, dong, pour tout réel x, fk' (x) = — ke=k. Comme, pour tout réel x, e~k > 0, fk' (x) < 0 pour
tout réel x. Il en résulte que f; est strictement décroissante sur R.

3. 0<k<k’.k<k”donc-k >—k’

Pour x > 0, - kx > — k’x. Comme X > eX est strictement croissante sur R, e % > e k* syr 0 ; + oo[.

Pour x < 0, - kx < —k’x donce ™ < e k% sur}-oo; 0[.

Pourx =0,f,(0) =1=f.(0).

Il en résulte que 6, est au-dessus de 6, sur ]0 ; +oo[ et que 6, est en dessous de 6, sur ]— o ; O[.

€6, et €,, se coupent au point de coordonnées (0; 1).

B. 1. Limite de g, en - oo, limite de g, en + oo

k<0, lim x2=+wet lim x2=+0,donc lim —kx2 =—oet lim —kx2 =—oo,comme lim eX =0,
X—>—oco X—>+oo X——oo X—+oo X—>—co

par composition lim e ®* =0et lim e ** = 0.
Variations de g, o o

x > — kx?2 est dérivable sur R donc x — e% est dérivable sur R et g,; (x) = — 2kxe=® pour tout réel x.

Donc pour x > 0, gy (x) < 0, pour x < 0, g; (x) > 0 et g; (0) = 0.

g, est donc strictement croissante sur |- o ; 0] et strictement décroissante sur [0 ; +o[. Elle admet un maximum égal 1
en 0.

Comparaison de g, et g, pour 0 < k < k’ et interprétation graphique

Si0<k<k’, alors —kx? >—k’x2 pour tout réel x non nul. X = eX étant strictement croissante sur R, on en déduit
e~k 5 oa=k%* pour tout réel x non nul.

ek’ —e k' o _jx2=—k'x2 (k- k)x2 =0 x=0cark—k’ #0.

Il en résulte que si 0 < k < k’,T', est donc au-dessus de Ty, sur]-oo; O[ et sur ]O ; + o[ et elles ont en commun le point
de coordonnées (0; 1) ou elles ont pour tangente commune la droite d'équation y = 1.

Indication d’une équation pour chacune des 3 courbes

') a pour axe de symétrie I'axe des ordonnées. En effet, pour tout réel x, ekx? = ek, g, est donc une fonction paire.
2. T, estau-dessus de €, sur]0; 1[etT", est en dessous de €, sur ]1; +oo[.

T, et 6, onten commun le point de coordonnées (0; 1) et le point de coordonnées (1 ; e ).

Démonstration : pour tout réel k > 0

Si0o< x <1 alors 0 < x? < x < 1puis —kx? > — kx, il en résulte g, (x) > f,(x).

Si1< x, alors x < x? puis — kx > —kx?, il en résulte f, (x) > g, (x).

g @ =1=f (0 etg, (1) =ek=F£(1).



TP3. Une famille de fonctions. Applications en chimie

A. 1. Voir sur le site Math'x.
2. a. fsemble strictement croissante sur[0;+ oo].

b. Lorsque a croit, f croit et la limite de f en + o semble étre égale a a.
Lorsque K croit, ftend plus lentement vers sa limite en + co.

3. a. festdérivable sur[0;+ e[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur[0;+ o[ a savoir x - ax et x > K + x,
avec K + x ne s'annulant pas sur[0;+oo[ car K > 0.

) , ak , . .

Dong, pour tout réel x = 0, f'(x) = ﬁ Comme ak >0, f’(x) > 0 sur [0;+ o[, f est donc strictement croissante sur
+ X

[0;+co[.

b. lim foo="=a
X—>+oo X

La droite d'équation y = a est asymptote a la courbe représentative de fen + oo.

On peut controler ce résultat sur le logiciel en tragant la droite d’équation y = a et en augmentant xmax ou en observant
gu'on peut rendre a —f(x) < 0,1, a—f(x) < 0,01, a—f(x) < 0,001 pourvu que x soit suffisamment grand. D'ou le fait
observé en a. lorsque a augmente.

c. Enfaisant varier a et K, on observe sur GeoGebra que l'abscisse de A reste égale a K, on conjecture donc qu'elle est

égale a K. D'ou si Kaugmente, on retrouve I'impact de K sur la courbe, a savoir que lorsque K croit, ftend plus lentement

vers a.
1

1
X a

K K 1T K+
B. 1. a. Pourx >0, Ka # 0. Donc on peut passer a l'inverse, dou v = a & —= X _

K
+x K+ x v ak a

=782 (G-13103
b. =

K = 4.107°

Q|x9l=

=0,003

2. Voir sur le site Math’x pour l'algorithme.n =7

TP4. Dynamique des populations
A. Soit P, (avec Ry > 0) la population pour I'année 0 et S, (S, > 0) 'ensemble des moyens de subsistance la méme

année. Si I'ensemble des moyens de subsistance croit selon une progression arithmétique de raison r > 0 tous les
25 ans et si la population double tous les 25 ans, au bout de n périodes de 25 ans, la population P, sera égale a £, - 2" et
I'ensemble des moyens de subsistance S, sera égal a S, + nr.

2] P on on nin(2)
Bt 22 S
" (70_”) n' n nin(2)
n
S . eX
lim = =0;In(2) >0donc lim nIn(2) = +w.Comme |lim — =+,
n—+oo N N—>+oo X400 X
nin(2) > p >
ilen résulte lim In(2) =+oo, lim —2—=-2 avec -2>0.
n—s-+eo nin(2) n—>+oo570+r r r

. . P . A n....
Ilenrésulte lim - =+, d'ol la trés grande inquiétude de Malthus.

n—+eo 5,
a a a
B.1. PO)=——=——=— =P
© 1+be®  1+b a 0

T+——1
0

2. a. t > e~ est dérivable sur R, car t — —rt est dérivable sur R, donc t — et est dérivable sur [0;+ o[ ainsi que

) a -
t =1+ be~"".Commee~" > 0,pourtoutréeltetb > 0,1+ e~ estnon nul sur[0;+oo[ ett > ﬁest donc dérivable
+ be~

- B b
—b(— rt r
sur[0;+od, de dérivée P’'(t) = a b(=re") __ bre .

(1+be) (14 bert)

Donc P’(t) > 0 et P est une fonction strictement croissante sur [0 ;+ oo[.

. . - . . . . a -
b. lim —rt =—ooet lim eX = 0,doncpar composition lim e~ = 0,ilenrésulte lim 7 =a,soit lim P(t)=a.
t—>+oo X——oco t—>+oo t—+o0 1+ be™" t—>+oo

Chapitre 6. Limites de fonctions



3. 12,37
4. Le modele logistique obtenu serait en accord avec le scénario moyen.

TP5. Valeur moyenne d’un signal

A. Voir sur le site Math'x. La moyenne est égale a 0,57.
B. 1. Pourtoutréel t,f (t + m) = |- sint| =|sint| = f(t).

1R& . (kn ) kn . (kmt
2. v, =— z sm(—)‘ comme pour tout entier ktelque0<k<n-1, 0=s—=<mo0na sm(—) =0,
n n n
k=0
k=n-1
; 1 - (k
douv,=— z sm( n)-
n n

3. Vyy = 0,635; V35 = 0,636;V,, = 0,636; Vs, = 0,636; v, ~ 0,637.
4. vyp0 = 0,637; Vgoy = 0,637; Vg9 = 0,637 ; V500 = 0,637. On peut conjecturer que la suite (v,,) tend vers une limite

voisine de 0,637 quand n tend vers + .

s 2 Tn T
1 %5, T\ 1 2n 2 T\ on
5.v,=— i" = cos(—)- T 27? .Doncv,, :f-cos(—)~ 2nn .
n sin(—) 2n sin(—) T 2n sin(—)
2n 2n 2n
in(X
lim L:O, lim cos(X) =1, lim sin( )=1 donc lim — =1, il en résulte par composition lim cos(£)=1 et
n—+o 2N X—0 X—-0 X X—0sin(X) N—>+oo
K
lim —20_ —1,

n—e sin(l)
2n

2 2
Dou lim v, =— avec— = 0,637.
n—+oco T T

TP6. Etudier une équation avec paramétre
A. 1. et2. Yl y=e

/ X

=/ I

2.a.a0a=0;a=05;a=1;a=2.

b.a=-3;a=-2;a=-12;a=2,7
c.a=3,a=4,a=5
3
B

. a < 0une seule solution, 0 < a < 2,71aucune solution, a > 2,72 deux solutions.
. eX s

. 1. Pour tout réel x non nul, e¥ = ax<— = a. Cest-a-dire af(x) = a.

X

. . . . _—
2. lim f(x) = +oo (résultat du cours); lim eX =0 (résultat du cours) et lim —=0.
X—>Foo X—>—o0 X——o0 X

Donc lim f(x)=0.

X—>—co



. . . . (s eX
3. Pour tout réel x non nul, f est dérivable comme quotient de deux fonctions dérivables et f(x) = —2(x —1), pour tout
. . , . X
réel x. eX > 0 et pour tout réel x non nul, x2 > 0, donc f’(x) est du signe de (x —1).
De ce qui précede et de 2. on en déduit le tableau de variations de f suivant :

X — oo 0 1 + o0
F(x) - -0+

0 %) + oo
f(X) \_ - +\‘e /

4, Par le tableau de variations et le théoreme des valeurs intermédiaires :

«a e ]—;0[ :l'équation f(x) = a a une unique solution, donc I'’¢quation eX = ax a une unique solution;

«a €]0;e[ : I'équation f(x) = a n'a pas de solution, donc I'équation eX = ax n'a pas de solution;

<a = e :I'équation f(x) = e a pour unique solution x = 1,de méme pour I'équation e* = ex et la droite d'équation y = ex
est tangente a la courbe d'équation y = eX au point de coordonnées (1;e) ;

«a €]0;+0oo[:f(x) = a aexactement deux solutions, donc I'équation eX = ax aussi.

Pour a = 0, comme pour tout réel x, eX > 0 I'équation e = 0 n'a aucune solution.

On retrouve ainsi les résultats conjecturés en 2. e = 2,718.

TP7. Déterminer un ensemble de points
1. M décrit le segment [OA] privé de O origine du repére et de A (0; 2).
a’?+4-4= 4

1
a’+4 Ja2+4

b. g est paire sur R*, donc lim g(@=0= lim g(a), lim g(a) = 2.
a—>+oo a—>—oo a—0

2. a. Parlelogiciel g(a) =

g est dérivable sur ]—o; [ et sur]0;+ o[ car la fonction a > a2 + 4 est dérivable et strictement positive sur chacun de
—4a

(@ +4ana? +4

g est strictement croissante sur |—o; 0[ et strictement décroissante sur |0 ;+oo].

ces deux intervalles et pour tout réel a non nul g’(a) =

a — 00 0 + oo

g’(a) + -

9@ T T,

3. Par 2. l'ordonnée de M décrit l'intervalle ]0 ; 2[, donc M, ayant pour abscisse 0 d’aprés le logiciel, décrit le segment

[OA] O origine du repere et A(0; 2), segment privé de O et de A.

. p ’ X
Pour aller plus loin : pour tout réel x, f'(x) = =1+ ﬁ

as+4

Pour tout réel a non nul, désignons par T, et T_, les tangentes respectives aux points d’abscisses a et — a a la courbe €.
Toiy=fla+f(a)x—a);T_,:y=f(—a)+f(—a)x+a).

L'abscisse du point M est donc solution de I'équation : f(a) + f’(a)(x — a) = f(—a) + f'(— a)(x + a).

Clest-a-dire —a++a? +4 +(—1+GJ(X —a)=a+vJa®+4 + [—1+_aj(x +a).
Va2 +4 Va2 +4

Lo 20X . .
Ce qui revient a ———— = 0, soit x = 0 puisque a est non nul.
Va2 +4

Lordonnée de M est alors égale a f(a) — af'(a).

f(a)—af’(a):—a+x/az+4—a(— a J 4

1+ = :
Va2 +4) a?+4
4
On peut vérifier que f(—a) + af (—a) = ——.
Na? +4

On retrouve M (0; g(a)) donné en 2. par le logiciel.
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Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1/1. 4= 2.0
(2]a. +e

C. —oen—-oet+ooen+o

3. Laréponse est c.

b. + cen—-cet-ocen+ o

d. —cen-oet+ce en+oo

@a. —ocoen-—ooet+ooen+oo

b. 0en-~et0en+ o
C. +oen-wet+ocen+ow
d. Oen-wet+ocoen+o

(4]a +=

b. lim f(x)=3
X——co0

. 1 . 1

c. lim—=—-wet|lim —=+
x—1 x =1 x—1 X —1
. x—4 . x—4

d. lim =+ et lim =—0c0
x—=T X — x—=1 x—1

ENTRAINEMENT

@a. —oc0 en—ocoet+oo en+oo

b. + cen—-cet+ooen+oo
C. —oen—-oet+ocen+o
d. 3en-~et3en+oo

@Voir corrigé en fin de manuel.

(7 /1. a lim f(x)=3, lim f(x)=0
X—>—oo X—>+oo

b. La courbe représentative de f admet comme
asymptotes la droite d'équation y = 3 en — « et la droite
d'équation y =0 en + oo,

i

W A<

N

o
-1
-2

5 X

1. fnadmet pas de maximum absolu sur R mais
admet un minimum égal a 2.
2. Elle admet un maximum local égal a 5 en 3.

9 | 1. lim f(x)= 3 donc la droite déquation y= 3

X—>—oco

est asymptote a 6 en — oo,
T,:y= -1 est tangente horizontale a ¢ au point de
coordonnées (-2;-1).
T,: y= 2 est tangente horizontale a ¢ au point de
coordonnées (3; 2).

-5 -4 33 -2 -7 ¢ 1 2 3 4 5
Nt

P
-2

Erratum : dans I'énoncé de l'exercice, lire ¥+ 2 au
dénominateur (correction faite dans les exemplaires
éleve).

En tracant la courbe représentative de f ou avec un

- . N . 1

logiciel on peut conjecturer que la droited equatlony=5

. . 1

est asymptote a la courbe en — o, donc lim f(x) =+ 5
X—>—o00

et d’apres le graphique lim f(x) =+oo.
X—>+o0

Avec Xcasfr.
Limite((x*e/Ax +1)/(eAx +2),x,-infinity)

donne l

2
Limite((x*eAx +1)/(e/x +2)x,+infinity)
donne + oo,

Remarque:comme lim eX=0et lim xeX =0(résultats
X——oo X—>—oo

du cours) on en déduit lim f(x) =1.
X—>—oco 2

o) _xe
eXIx+—| x+—
eX/ _ eX

= o
e"(1+—) T+—
eX eX

. . 1
comme |lim eX=+o0, lim —=0

f(x)=

X—>+o00 X—>+00 €%
dou lim f(x)= lim x=+-co.
X—>+o00 X—>+o00

On peut aussi remarquer que

2+1

2x+1 x
f)-x= ))(( =LX 5
eX+2 e 1+ 2

eX




24—
X . :
lim — =0 (résultat du cours) et lim X =2,
X—>+o0 € xﬁ+m1_i
eX
Donc lim f(x)—x =0, la droite déquation y = x est

X—>+oo

asymptote a la courbe représentative de fen + oo,

@1.a.y:2 b.x=-2,x=3,y=0
C y=2,x=-2,x=4.
2. Erratum : dans I'énoncé de l'exercice, lire

« Avec la calculatrice ou un logiciel, étudier la limite en
-1

m pour

Xx# =2 » (correction faite dans les exemplaires éleve).

- 2 de la fonction f définie par f(x) =

Avec Xcasfr
Limite ((2x-1)/((x+2)A2),x,-2) donne oo

@ Pour a. et b. voir corrigé en fin de manuel.
C y=-2;x=-1

y=-

x=-1 /_4

d y=-2,x=-1

-5 -4 -3 -2J-1

x=-1

13) 1. D=]-o ;3[U]3; + o[

2, lim f(x)=—co; lim f(x)=—o0;
X——o0 x—3"

lim f(x)=+; lim f(x)=0.
X—3* X—>+o0

3. fn'a pas de limite finie en 3, ni de limite infinie en 3
car les limites infinies a gauche et a droite de 3 sont
différentes.

4. a. f(-8) < f(-2);f(1)>f(2),on ne peut comparer ni
f(-2) et f(2) ni f(1) et £(8).
5. fadmet un maximum local égala 2 en 0.

14/,
X

— oo -1 1 + o0
f'(x) + + -|:-
+ oo ‘ 4
f(x) / /
2. y

15/ a. lim 2x2+3= lim 2x2=+co;
X——oo X—>—o00

lim 2x2+3= lim 2x2=+4o0
X—>+o00 X—>+Foo
o 1
b. lim —=0= lim —donc
X——o00 X X—+o0 X

lim f(x)= lim 2x+4=-cet
X—>—oo X—>—oo

lim f(x)= lim 2x+4=+co,
X—>+oo X—>+oo

c. lim eX=0donc lim f(x)= lim 4x =—oo,
X——oo0 X——oo0 X—>—o0

lim eX=+o0et lim 4x =+oodonc lim f(x) =+ co.
X—>+oo X—>+oo0 X—>+oo

x| 1+—

1
2 ———
d. Pour tout réel x non nul f(x)=[ 3].
X

. 1 . 1
lim —=0= lim — donc lim f(x)=0= lim f(x).
X——o0 X X—>+oo X X—>—o0 X—>+00

Voir corrigé en fin de manuel.

@a. lim f(x)=+ococar lim 2x2=+oco
X——o0 X—>—co

et lim —4x =+, en + o on ala forme indéterminée
X—y—00

Koo — ooy,
b. En + e, on a la forme indéterminée « 0 X oo »
car lim eX=0, lim eX=+ et lim x=+ o donc

X—>—c0 X—>+oo X—>+o0
lim xeX =+ oo,
X—>+oo
. I . I e
¢. En+ = et en - o forme indéterminée « — ».
oo

d. lim —x3=+oc0= lim —2x donc lim f(x)=+oo;

X——o0 X—>—oo X—y—c0
lim —x3=-c0= lim —2x donc lim f(x)=-co.
X—>+oo X—>+oo X—>+oo

Chapitre 6. Limites de fonctions 9



e. lim f(x)=0= lim f(x). 2. Par la propriété 4, une fonction rationnelle a méme

—oo +oo A .
x> x> : limite en — oo et en + oo que le quotient des termes de plus
f. lim eX=0et lim —=0,donc lim f(x)=0 haut degré de son numérateur et de son dénominateur.
X—>—00 X—>—oo X X—>—o0 2x
) o a. lim f(x)= lim —= lim 2=2;
lim eX—3=+w et lim —=0, donc on a la forme X——co X—>=eo X X——eo
X—>+oo X—>+00 X 2x
indéterminée « 0 X oo », lim f(x)= lim —= lim 2=2.
X—>+oo X—+oo X X—>+oo
X2
1.a.+ooen+<>oeten—<>o b. lim f(x)= lim —=1;
X——oo X——o0 X
b. +cen—-ocoet—ocoen+eo X2
C. —ccen+ooeten—oco lim f(x)= lim —=1.
X—>+oo X—>+oo X
d. —<en+oeten-co X2 X
2. Par | s f . Vna R c. lim f(x)= lim — = lim —=-oo;
. Par la propriété 4, une fonction polyndme a méme ¥ —oo 002X X302
limite en — o« et en +c que son terme de plus haut X2 X
deqgré lim f(x)=Ilim —= lim —=+oo,
gre. X—>+oo X—=+2X x>+ 2
X 1
. d. lim f(x)= lim — = lim —=0;
1. Pour tout réel x non nul Yoo w352 il 3y
5 5
= = . X . 1
X(2+X) 2+x lim f(x)= lim R lim —=0.
a. fx)=——=-= X—>+oo X—+003X%  x—+e03X

1 1’
X(1+—) 1+ —
X X
2x
1 1 i =i —_— =
lim —=0= lim —, X'_'f[‘mf(x) Jim —-=2
X——o0 X X—+o0 X

De méme en + <. Donc la courbe représentant fadmet
donc lim f(x)=2= lim f(x).
X——oco

pour asymptote horizontale la droite d'équation y =2

X—>+oo
x2(1+i) 1+iz en—ooeten + oo,
- x?) __ x
b f(x)—X2 1+i _1+i' 21 | gapour courbe représentative la courbe de droite qui
2 2 T ST 1x_ &
: 1 a pour asymptote la droite déquation y =1 car e =
Comme |lim —=0=Ilim — lim f(x)—1— I|m f(x). . 1 -
X——c0 X2 X—e0 X2 X—>+oo Comme lim —=0,onendéduit lim g(x)=1.
3 3 X—+o € X—>+o0
X2(1 + XT) (1 + XT) La courbe de gauche est la courbe représentative de la
c. Pourx# =, f(x)= (2 5) —X( 5)- fonction h car
X —_— [
X X lim x—T1=+coet lim /X =+, donc par composi-
—I 1 —I 1 X—>+oo X—+oo
XimmXT_O_xlmm;ethLTmXT_O_XILTm; tion lim +x— _+°°pU|5 ||m h(X) + oo.
14 145 a
. Y2 1 . 2
donc lim —*==—= lim —% 22 | Voir corrigé en fin de manuel.
Xomeo o 2 2 Xokeo o 2
X X
Comme lim x=-ooet lim x=+ oo, Bja. teo b. +
e X ¢. Pourx>0,f(x) =x3(1 - ——);
on en déduit lim f(x)——ooet I|m f(x) \/—
X—>—o0
6 6 lim x+/x =+ donc lim —==0
X('I + 7) 1 (1 7) X—>+oo X—>+oo X\/_
d. f(x)= XL — XL s 1
4 4 dou lim 1-——==1
X2(3+?) X (3+X72) X—>+o0 X\/;
1 o 1 o puis lim f(x)= lim x2=+ oo,
lim —=0= lim —et lim —=0= lim —. X—>+oo X—>+oo
X——oo X X——o0 X X—+eo X X—+oo X 1 3
6 6 d. Pourx>0,f(x)=—+—;
T+~ T+~ Jx
. X 5 X
DoncXILr[\w3+i_3 XILTM3+1' Xl_l>n: \/_—+oodoncxl_|)r1\ T
2 " o o
N . ) .
Il en résulte lim f(x)—O— I|m f(x). lim —=0,ilenrésulte lim f(x)=

X—>+o0 X—>+oo X X—>+oo



Voir corrigé en fin de manuel.
@a.—w b. + C. +oo d. -
Voir corrigé en fin de manuel.
2772+

2

b. lim =-cet lim =+o0
x—4- X —4 x—4t X —4
. -3 . -3
c. lim ———=-oet lim = +o0
x—3"6—2x x—3t6—2x
d. lim =-ocet lim =+ o0
x—0-eX —1 x—0teX —1
(28] 1.
X — 0 1 + oo
f(x) - -

f(x) 2\_00 +°°\2

2. festunefonction dérivable sur chacun des intervalles
]-o0; 1[ et]1; + o[ comme une fonction rationnelle dont
le dénominateur ne s'annule sur aucun des ces deux
intervalles.

-3
(x=1%
Sur]-oo; 1[, f/(x) <0 et sur11; + o[, f(x) < 0 donc f est
strictement décroissante sur chacun des deux intervalles.

Pour tout réel x =1, f'(x) =

2
lim f(x)= lim =X =2,
X—>—oco X——o0 X

demémeen +oo. lim2x+1=3.

x—1
. . 1
lim =-ocoet lim ——=+co,
x> X — x>t x =1
donc lim f(x)=-ooet lim f(x)=+oo.
x—=1" X1

Ces résultats sont conformes au tableau de variations
conjecturéen 1.

1. Pour tout réel x non nul,

1 1
ex(2+—) 2+—

- e/ _ eX
f(x)= X( ] ) = T
eXl—-—| 1-—
eX eX
1
lim —=0donc lim f(x)=2;
X—+too € X—>+oo

lim eX=0donc lim f(x)=-1.
X——oo X—>—o00

La droite d’équation y = 2 est asymptote a ¢ en + et la
droite d’équation y = - 1 est asymptote a € en — co.
2. lim2eX+1=3;

x—0

=—ooet lim
x—0+t eX —1

lim
x—0-eX —1

donc lim f(x)=—o et lim f(x)=+co.
Xx—0~ x—0*

= + oo,

La droite des ordonnées est asymptote a 6.

3. Enutilisant un logiciel comme Geoplan ou GeoGebra
nous obtenons la courbe ci-dessous conforme aux
résultats obtenus.

lim 4x+3=1; lim

e oy
lim =+ oo, il enrésulte lim 74X+3 =-et
x—>(;1)+ 2x +1 _)(;1) 2x +1
2 2

4x+3
im =
-1\ 2x +1
H(?)

oo,

N . 1 .
La droite d’équation x = -3 estdonc asymptote verticale

ala courbe représentative de f.

. 2x -1 .o 2x 1
@Ilm lim —:E.

x—+odX +3  xoteodx

. . 2x -1
De méme lim
x—-o4X+3

1 1
= —, la droite d'équation y = —
2 9 y 2

est donc asymptote horizontale en — o et en + a la
courbe représentative de f.

lim 2x—1:—5;
x—)—% 2
lim =-oet lim =+ oo,
(i)_ 4x+3 X_)( §)+4x+3
4
Donc lim 2x -1 =+oet lim 2x=-1__
_)(7%)* 4x+3 _)(7%)+ 4x+3

o . 3 .
La droite d’équation x = - 2 est donc asymptote verticale

a la courbe représentative de f.
3x -8
f(x)= .
(32 f00 ===

@Le graphe 1 correspond a h, le graphe 2 a f, le
graphe 3agetlegraphe4ak.

34(a. lim cos(x) — cos(0) _

-sin(0) =0.
x—0 x—-0 ©

Chapitre 6. Limites de fonctions
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sin(x) _ 1sin(x) |

b. =
x2 X X
.1 1
lim —=—-cet lim — =+,
x—0" X x—0t X
. sin(x . sin(x)—sin(0
|ImL= lim M=COS(0)=1.
x—0 X x—0 X —
Il en résulte
sin sin
lim sz):—ooet lim ! (2x):+
x—0" X x—0t X
10_1
c lim =10x12=10
x—=1 x—1
Cx=VJa o1
d. lim =—F=—
x—4 X—4 24 4

@a. f(x)=x+% etg(x)=x

b. f(x)=x2etg(x)=x
c. f(x)=x+10etg(x)=x
d. f(x) =xet g(x) = x2

@a f(x)= xetg(x) —
b. f(x)=x2etg(x)=

c. f(x)=10xetg(x)=

><\~><\—-

d. f(x)=x%etg(x) =~

.a f(x) ex+4

c. f(x)=

b. f(x)=Vx2+6

2x2 +1

(39 a. u(x) =2x+4etvix) =+/x
b. u(x) =-x2 et v(x) = &

C. u(x)=3x-5etv(x)=¢eX

d. u(x) =2x+ 5 et v(x) = sin(x)

40 | Voir corrigé en fin de manuel.

(4172, lim f(x)=+o; lim F(x)=+o0;
X—>+oo X—>—o0
lim f(x) =+
x—0*
b. lim f(x)=+0c; lim f(x)=-
X—>+o0 X—>—o00

c. lim f(x)=+c; lim f(x)=+o0
X—>+oo X—>—oc0

d. lim f(x)=+0c0; lim f(x)=0
x—0* x—0~

v2
.Ilm——1avec—<1car0<v<c
c?

v—c C
. 1
donc lim —— =+ 0.
v—c v
c2

(831 lim f(x)=+o,
X—>+oo

2. a. lim x=-oet lim Vx2+4 =+ «, donc nous
X——oo0 X——o0

sommes en présence de la forme indéterminée « oo — oo »
en utilisant le théoreme d’addition.

2 _Jx2 _
b. f(x)z(x+\/x +4)(x \/x +4)= 4
x—\/x2+4 x—~Ix2+4
c. lim x—vx2+4=-0 donc lim f(x)=
X—>—co X——co

a. +oo b. 0 c.0 d.o
1. cos(z . g) = 2c052(§) -1

2. Par récurrence

Initialisation : 2cos(2—0) = 2cos(0), I'égalité est donc
vraie pour n = 0.
Hérédité : pour tout n dans N par 1.,

cos(i)=2cosz( o )—1.
on 2n+1

Doncsiu,=+2+u, = /2+2cos
2 2 6
2+2(2cos?| ——|—1) =,/4cos .
on+ 2n+1

Comme0<0 < <I 0$isgdonccos(
2’ 2n 2

il en résulte /4cos2 (ij =2 cos(i).
2n+1 2n+1

Conclusion : pour tout ndans N, u, = 2COS(£%).

=0

2n+1

0
3. lim —=0et I|m cos(X)—1
N—s+o0 21

- 0 -
Donc, par composition, lim cos( )-1pms lim u,=2.
N—+oo 2N N—+oo

46 | Voir corrigé en fin de manuel.

Voir corrigé en fin de manuel.

@ Pour tout réel x, - 1< sin(x) <1.

Donc pour x = 0, — x < xsin(x) < x, il en résulte pour

x=0,f(x) = x%>+x,donc lim f(x) =+co.
X—>4o0

Pour x < 0, - x = xsin(x) = x, il en résulte pour x < 0,

f(x) = x2+x,donc lim f(x)=
X——oo

Pour tout réel x, E(x) € Z donc (- 1)E¥ =1
ou (- NE® =_1. Il en résulte, pour tout réel x,
X-T<f)<x2+1.
Donc lim f(x)=+e= lim f(x).
X—>—o0 X—>+o00
a. Pour toutréelx, x-1<x+cos(x) <x+1,

donc lim x+cos(x) =-cet lim x4+ cos(x) =
X—>—oo X—>+oo

1 . 1
Illenrésulte lim ——=0= lim ———.
x——c0 X + COS(X) X—>+e0 X + COS(X)



cos(x)

|cos(x)| _ 1
X + cos(x)

- |x + cos(x)| B |x + cos(x)|

1 . 1
comme lim ——=0= lim ——
x—>—oc0 X 4 COS(X) X—>+eo X + COS(X)

lim ————=0= lim —— ,ilenrésulte par
x—+e0|X + COS(X)| x——oo| X + COS(X)|
le théoréeme des gendarmes, lim [f(x)[=0= lim |f(x)|
X—>—o00 X—>+oo

dou lim f(x)=0= lim f(x).
X—>+o0

X—>—oo0

@Voir corrigé en fin de manuel.

@a. Pour tout réel x, e™

lim f(x)=+co. f(x)=eX(1 +xex) ; lim —x =+ et
X—>+oo X——oo

— donc lim e*=0 puis
X—>+o0

lim eX =+oodonc lim e = 4o,
X—+oo0 X—>—o0

Comme lim xeX =0,ilenrésulte lim f(x)=
X—>—c0 X—>—co

b. lim f(x) =+ oo, f(x) = xeX + 3e¥
X—>Fo0

lim eX=0et lim xeX=0,donc lim f(x)=
X—>—o0 X—>—o0 X—>—oo

c. Pourtout réel x, f(x) = e* (e* - 1) ;

lim eX=+cdonc lim f(x)=
X—+oco X—>+oo

lim eX=0, lim 2x=-c et lim eX =0 donc par
X—>—o0 X——oo X——co

composition lim e2X =0, il enrésulte lim f(x)=
X—>—oo X—>—o0

d. Pour toutréel x, f(x)=eX (-x+ 1)+ 1;

lim eX=4ocet lim —x+1=-o00.
X—>+oo X—>+oo

Donc lim f(x)=-
X—>+o0

lim eX=0et lim xeX=0donc lim f(x)=1.
X——o0 X—>—o0 X—>—oo

@Voir corrigé en fin de manuel.

. X 1
1. Pour tout réel x non nul, xe™*=— = —.
eX e
X
X

. e . 1 -
lim — =+edonc lim — = 0soit lim xe*=0.

X—+oo X X_)eri X—>+o0
X
3 2x 1
2. eX+3eX-2x+1=eX(1+—- )
X a2x e2x

. X
lim 2x =+wet lim — =0Opar1.
X—>+oo %+°<’e

X _o.

donc par composition lim o

X—+o0 €

lim 2x =+coet lim eX =+ o, donc par composition
X—>+oo X400

=0.

lim e2X =+ oo puis lim

X—>+o0 X—>+o0 @2X

. . 3 2x 1
Ilenrésulte lim [1+—— + =
X—>too eX e2x | e2x

llenrésulte lim (e2X +3eX —2x +1) =+ oo,
X—>+oo

(55/a.0 b0

o .
c. lim —=-oet lim XeX=0.
x—0" X X—>—c0

1

N -, e
D'ou par composition lim —ex =0.
x—0" X

X X
d. Pourtoutréel x> 0,+/x £ =x - =f(x).
X

eX ex
Wx)2 x

.oeX .
lim —=+oet lim Vx =+oo,
X—+oo X X—>+oo

. eX -
donc lim v/x X — =+c0, soit lim f(x)=

X—>Foo X X—>+oo
1. On peut conjecturer
a. lim u,=+0o0 b. lim u,=+0
Nn—+oo n—+eo

2. a > 0 et nun entier naturel ;
a" = (eln@)n = enn(@ (car pour tout réel et pour tout

entier naturel n(eX)" = e"),
nIn (2) eX
—I (2) , lim nIn(2) =+et liMm — =+oo,
" nsteo X—+e0 X
nin(2)

[}

donc par composition lim
n—+oo nIn(2)

n

. , .2
commeIn(2) >0ilenrésulte lim — =+ oo,
n—+e N

1,1 en|n(1,1) 1

——— =In(1,7) x X .
100n+200 "D nIn(L1) " 100 4 200
n

1 1 enln(1,1)
lim W =——et lim =
n—+eo g0, 200 100  n—+enlin(1,1)
n

, 1,1
dou lim ————
n—+100n + 200

@ Voir corrigé en fin de manuel.

1. fn'a pas de maximum absolu sur R. fa un mini-
mum absolu sur R égal a 2 et atteint en 0. f a un maxi-
mum local égal 5 atteint en 3.

2. L‘équation f(x) = 2 admet une unique solution sur R
égalea.

L'équation f(x) = 4 admet deux solutions sur R I'une
dans l'intervalle ]- o ; O[ l'autre dans l'intervalle ]0; 3[ .
3. m < 2,aucune solution;

m = 2, une solution unique 0 ;

2 <m <= 3, deux solutions ;

3 <m< 5, trois solutions ;

m =5, deux solutions dont 'une égale a 3;

m > 5, une solution.

Chapitre 6. Limites de fonctions 13
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Voir corrigé en fin de manuel.
lim F(x)=—co; lim £(x)=+oo,
X—>—o0 X—>+oo

Pour tout réel x, f’(x) = 3x2 - 3.

ffx)=0 x=1oux=-1;

fX) >0 x €l-c0;—1[UIN; +oo.

f est strictement croissante sur ]-c ;- 1];
f est strictement décroissante sur [- 1; 1];
f est strictement croissante sur [1; + oof.
f(-1)=3,f(1)=-1.

X — o -1 1 + o0
f'(x) + 0 - 0 +

f(x) _N/a\_1/+m

Donc un maximum local égal a 3 en - 1 et un minimum
local égala-Ten 1.

D’apres le théoreme des valeursintermédiaires, I'équation
f(x) = 0 admet alors deux solutions :

- l'une o est dans ]- o ; — 1[, f(- 1,88) = — 0,005 et
f(-1,87)=0,07 d'oli - 1,88 < x < - 1,87, et par exemple
o=-1,882a1072prés

- l'autre solution B est dans]-1; 1[, f(0,34) = 0,019 et
f(0,35) = — 0,007 d'ol1 0,34 < 3 < 0,35, donc par exemple

B=035a1072 pres.

lim f(x)=—oo; lim f(x)=+o.
X—>—o0 X—>+oo

Pour tout réel x, f’(x) = 3x2 + 1.
Pourtoutréel x, f’(x) > 0, donc fest strictement croissante
sur R.

X — oo + oo
f'(x) +

+ oo
f(x) //

Comme lim f(x)=—o; lim f(x)=+c et f est conti-
X——oo X—>+oo

nue sur R, donc d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires, I'¢quation f(x) = 0 a une unique solution dans R.
£(0,6) = - 0,184 ; f(0,7) =~ 0,043.

Donc on peut prendre 0,7 comme valeur approchée de
la racine positive du polynéme x3 + x - 1.

Posons pour tout réel x, f(x) =x - e+ 2,

lim eX=0dou lim f(x)=--co.
X—>—o0 X—>—oco

Pour x > 0, f(x) = e*. fest dérivable sur Ret f'(x) =1 - eX.
Sur ]- o ; O[, f'(x) > 0 et sur 10 ;+ o[, f’(x) < 0. f est donc
strictement croissante sur ]- o ; 0] et f est strictement
décroissante sur [0 ; + ool.

X — oo 0 + o0
f'(x) + 0 +
() - /1\ »

D'apreés le tableau de variations et le théoreme des valeurs
intermédiaires, I'équation f(x) = - 1 admet exactement
deux solutions, l'une arstrictement négative avec or=- 2,95,
I'autre strictement positive  avec = 1,51.

. 1T 1 1
1. Pourtoutentiern=2,0<— <5 donc—e [0;1],
n n
il en résulte d'aprés le tableau de variations et le théo-
reme des valeurs intermédiaires que I'équation f(x) = —
n

admet deux solutions I'une u,, dans 0 ; 1[ et I'autre v,
dans]1; + ool.

1 1
2. f(u,) = o etf(u,,,) = o donc f(u,) > f(u,,,),avecu,

etu,,, dans [0; 1], comme f est strictement décroissante
sur [0; 1] on en déduit u,,, >u,, la suite (u,) est donc
croissante, comme elle est en plus majorée par 1, elle
converge.

1 1
f(v,) = - etf(vyq) = ot f(v,) > f(v,,,) avecv,etv,,,

dans 11 ;+ o[, comme f est strictement croissante sur
[1;+ o[ on en déduitv, ; <v,.

La suite (v,,) est donc décroissante sur [1; + o[ comme
elle est en plus minorée par 1, elle converge.

1. fest dérivable sur ]- oo; — 2[ et sur]-2 ; + o[ et
f(x)=

(X +2)?
strictement croissante sur chacun de ces deux intervalles.

, pour toutréel x#-2,f'(x) > 0, fest donc

2
lim f(x)= lim —X:Z,demémeen+oo;

X——oo X——oc0 X
lim 2x+2=-2, lim =—o0
x——2 x=(=2 X+ 2
. 1
et lim =+ oo,

x—(-2)t* X + 2 -
Donc Ilim f(x)=+ocet lim f(x)=—oo.
X—(=2)" x—(=2)*

y

o[

X=-




2 2x+4-2
X+2 X+2
2

x+2

2. a. Pourtoutréelx#-2, 2-

=f(x).

b. Par a. pour tout réel x#-2,f(x)-2=-

ePourx<-2,x+2<0doncf(x)-2>0,
d'ou f(x)-2=-0,01.
—0,02x — 2,04
<
X+2
-0,02x — 2,04
X+2

fx)-2<002 0.

Commex+2<0, <0<0,02x+2,04<0

soit x < -102.

Doncsur]-e;-2[,-0,01 <f(x)-2<0,02 x=<-102.
ePourx>-2,x+2>0doncf(x)-2<0,

d'ol f(x) -2 < 0,02.

X1
f(x) -2 = - 0,01 @0’0"72’98

=0.Commex+2>0,
celarevienta 0,01x - 1,98 = 0, soit x = 198.

« Conclusion
-001=f(x)<0,02<x=<-1020ux=198.
Graphiquement, pour x <-102 ou x = 198, la différence
entre l'ordonnée d’'un point M d’abscisse x situé sur la
courbe et l'ordonnée du point N situé sur la droite
d'équationy =2 de méme abscisse x que M est comprise
entre - 0,01 et 0,02.

1. a. g est une fonction polyndme de degré 3

donc lim g(x)= lim 2x3=-oo.
X—>—oo X—>—o0

lim g(x)= lim 2x3 =+oo,
X—>+oo X—>+oo

g est une fonction polynéme définie sur R

donc elle est dérivable sur R et,

pour tout réel x, g’(x) = 6x2 — 6x = 6x(x - 1).
gx)=0=x=00ux=1;

g >0 xe - ;0[UlT;+0oo;

gx)<0s=xe10; 1L

Il en résulte que g est strictement croissante sur ]- o ;0]
et aussi sur [1; + oo[.

g est strictement décroissante sur [0; 1].

X — 0 0 1 + o0
g0 o0 - o +
g(x) _w/_1\_2/+w

b. D’aprés le tableau de variations, le seul intervalle
contenant 0 comme valeur de g(x) est [- 2; + o[, donc
d‘aprésle théoréeme des valeurs intermédiaires, 'équation
g(x) = 0 admet une unique solution dans 11 ; + o[ car
g(1)#0.

g(1,6) = -0,5 et g(1,7) = 0,15 donc a 10" prés on peut
prendre a=1,7.

D’apreés le tableau de variations sur ]- o, o, g(x) <0 et
sur]o+ o[, g(x) > 0,d'ou le tableau de signes ci-dessous :

X — oo + oo
gx) - 0...... o
2. a. festune fonction rationnelle définie sur R - {- 1},
- —1
donc lim f(x)= lim —)3( = lim —=0,
X—>—o0 X——co X X——o0 X

demémeen+oo, lim 1—x=2,
x—-1

=-cet lim =+ oo,

lim =
x=(=* x3 +1

x—(=1" X3 +1

Donc lim f(x)=-ocet lim f(x)=+oco.
x—=(-1*

x—=(=1)"

b. g étant une fonction rationnelle définie sur R - {- 1}
g(x)
3 +1?
il en résulte que f'(x) est du signe de g(x). Donc par 1.a.on
en déduit que f est strictement décroissante sur ]- oo ; - 1]

etsur]-1; o] et strictement croissante sur [o; + oo[.

est dérivable sur]-oo ;= 1[U]1, + o[ et f'(x) =

X — o0 -1 o + o0

(%) - - 0 +

0 + oo 0
f(x) \ ) \@)/'

De 2.a. on en déduit que la droite des abscisses est
asymptote en — « et en + < a la courbe représentative
de f et que la droite d'équation x = - 1 est asymptote.

x=-1 y

AN

1. t — e 92 est dérivable sur [0; + o[ et a pour
dérivée - 0,2 e %2, donc g est dérivable sur [0; + oof et
q'(t)=1,2e0%2t comme e >0 pour tout réel x, on en
déduit que g est strictement croissante sur [0; + oo[,
donc le condensateur se charge.

2. a. lim —0,2t =-wet lim eX =0,donc parcompo-

t—+oo X——co
sition lim e 92 =0.llenrésulte lim g(t)=6=Q.
t—>+oo t—>+oo

b. La lecture sur le graphique de Q se fait en observant
que la droite d'équation y = 6 semble étre asymptote a
la courbe représentative de g en + oo,

3. ¢’(0) = 1,2. Une équation de la tangente d a l'origine
ala courbe estdoncy =1,2t.

L'abscisse tdu pointd'intersection de d et de l'asymptote
horizontale déquation y = 6 est solution de I'équation
1,2t=6.
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6 1
1202
4, 6(1-e020)=0,99-6 < e02=0,01 < t=10In(10) = 23.
5. a. Avec un tableur le plus petit entier n tel que
g(n+1)-g(n) < 107 est égal a 58.

12t=6&1t=

n q(n) gin+1)-q(n) qn+1)-qn)<10°
0 00000000 10876154815 0
1 1,0876155  0,8904642423 0
2 19780797  0,7290504596 0
3 27071302  0,5968960319 0
4 33040262  0,4886971377 0
5 3,7927234  0,4001113756 0
6 41928347  0,3275834878 0
7 45204182  0,2682026757 0
8 47886209 02195857786 0
9 50082067  0,1797816299 0
10 51879883  0,1471927492 0
11 53351810  0,1205112304 0
12 54556923  0,0986662505 0
13 55543585  0,0807810935 0
14 56351396  0,0661379655 0
15 57012776  0,0541491863 0
16 57554268  0,0443336041 0
17 57997604  0,0362972851 0
18 58360577  0,0297177035 0
19 58657754  0,0243307978 0
20 58901062  0,0199203724 0
21 59100265  0,0163094215 0
22 59263360  0,0133530250 0
23 59396890  0,0109325322 0
24 59506215  0,0089508003 0
25 509595723  0,0073282955 0
26 59669006  0,0059999009 0
27 59729005  0,0049123034 0
28 59778128  0,0040218538 0
29 509818347  0,0032928154 0
30 59851275 00026959292 0
31 59878234  0,0022072402 0
32 59900307  0,0018071354 0
33 59918378  0,0014795573 0
34 59933173 0,0012113591 0
35 59945287  0,0009917769 0
36 59955205  0,0008119983 0
37 59963325  0,0006648080 0
38 59969973  0,0005442987 0
39 59975416  0,0004456341 0
40 59979872  0,0003648543 0
41 59983521  0,0002987175 0
42 59986508  0,0002445692 0
43 59988954  0,0002002363 0
44 59990956  0,0001639396 0
45 59992595  0,0001342224 0
46 59993938  0,0001098920 0
47 59995037  0,0000899720 0
48 59995936  0,0000736628 0
49 59996673  0,0000603100 0
50 59997276  0,0000493777 0
51 59997770  0,0000404270 0
52 59998174  0,0000330988 0
53 59998505  0,0000270990 0
54 59998776  0,0000221868 0
55 59998998  0,0000181650 0
56 59999180  0,0000148723 0
57 59999328  0,0000121764 0
58 5,9999450 0,0000099692 1

b. Pendant une seconde, le condensateur se charge
de moins de 107> C pour la premiére fois de la 58¢ a la
59¢ seconde.

c. Pour tout entier naturel n,

qg(n+1)-q(n)=6(1 - e 02)e=02n,

0,00001
Dougn+1)-gn)<10°=n>-5In(————
q( )—q(n) (6(1—e‘°'2)

):

M) =~ 57,98 dong, pour tout
6(1—e02)

entier ntel quen =58, q(n+1)-q(n) < 107>,
I'algorithme s'arréte donca n =58.

(67/1. y

=51In (

D’aprés le graphique, on peut établir les conjectures
suivantes:

- f est strictement croissante sur ]- oo ; O[ et strictement
décroissante sur [0 ; + oo[.

o lim f(x)=-o0
X——oo0

. lim f(x)=0

X—>+o0
2. f est dérivable sur R comme produit de deux
fonctions dérivables x+—x + 1 et x+—e™*;
ffx)=eX-(x+1)eX=-xe X f(x)=0=x=0.
Pour toutréel x, e > 0, donc sur] oo ;0[, f'(x) > 0 et sur
10; + o[, f'(x) < 0.
festdonc strictement croissante sur]-eo ; 0] et strictement
décroissante sur [0 ; + eo[, maximum absolu égal a 1 =f(0)
enO.

lim (x+1) =—cet lim e *=+o
X—>—o0 X—>—00

donc lim f(x)=—co.
X——o0

x 1 X ) 1
fx)=—+—, lim —=0et lim —=0,
eX eX xs+we X—>+o0 €%

donc lim f(x)=0.
X—>+o0
1. fest dérivable sur ]- 1 ; 4+ o[ comme quotient
de deux fonctions dérivables x — eX et x — x + 1 avec
xeX

x+—x+ 1nesannulant pas sur]-1;+ e[, f'(x) = .
(x +1)7?

ffx)=0<x=0.




Pourtoutréelx>-1,x+1>0eteX>0,
il en résulte f'(x) <Osur]-1;0[ et f'(x)>0sur]O;+oo[.
fest donc strictement décroissante sur]- 1; 0] et stricte-
ment croissante sur [0 ; + oo[.

lim L=+o<>et lim eX =1,donc lim f(x)=4co.
x=(=Dt X +1 x—-=1 e X—=(=1y*

f(x)= e !

T
T+—

X
X

1
lim & =t wet lim —=0,donc lim f(x)=

X—too X X—>+o0 X X—>Foo
X -1 0 + oo
/(%) - 0 +

+ oo + oo
o0 \ /
e

I|m f(x) + codoncla courbe ¢ admet pourasymptote
x—(=1

la dr0|te d'équationx=-1.

ae? ed
2. T, y=———(X-a) + ——.
aty (1+a)2( ) 1+a
_A2pa a
0eT,20=—9° 1+ % & @+a+1=0
(+a)? 1+a
a=1_\/§:—0,6180ua=1+‘/§:1,411.
2 2
1f
-5
DoncenAi 2 X
( 3o \/—)
1++/5
1+J_ e 2
eten A’ ;2% , les tangentes a la courbe
( 3145 d

% passent par O.

x=-1 y
AI
A
1
-1 1 X
.1 a. =ket lim eX=+ oo,
X—>+oo X—>+Fo0
. kx+1
Commek<0, lim ——eX=-oo,
X—+oo X

1
lim (kx + )eX =1 et lim — =+ o, donc
x—0 x—0%" X

ok +1
lim ——eX =+ co,
x—0" X

b. f, est dérivable sur]0 ; + o[ comme produit de deux
fonctions dérivables sur ]0 ; + eof,

X—> et x— eX
X
2
(x )—Me" £l =0k +x-1=0.
X

Le trinéme kx? + x — 1 a pour discriminant 4k + 1.

1
D'ousik < 7 fi ne s'annule pas ;
, 1 (x —2)?
Sik=-—,f(x)=-——=—sannuleen 2;
el 4x2

1 . -
Si- Z< k <0, kx? + x — 1 =0 a deux solutions distinctes,

donc fi(x) = 0 aussi.

2. La courbe (1) correspond a k = 0 car d’aprés 1. pour

o kx+1
k<0, lim ——eX=-oo,
X—+0 X

La courbe (2) correspond a k=- 0,15 car pour
- %< k <0, f3(x) = 0 a deux solutions et

fo15)=0=x=6,7.
La courbe (3) correspond a k =—-1 carf_; (1) =0 et pour

1
k < -—, fi ne s'annule pas.
4

La courbe (4) correspond a k =-0,24

1
car pour — 2 <k <0, fi(x) = 0 a deux solutions

etf o,y =0 x= 2—65 =4,2.

1. Pour tout réel x, f(x) = x + 1, f, est donc une
fonction affine.
2. -k<0

lim kx =+coet lim eX =+ oo,
X——o0 X—+oo

Donc par composition lim ek = + oo,
X—>—c0

lim x+1=—-oo,ilenrésulte lim (x + 1)e® = - oo,
X—>—co X—>—oc0

, 1
Pour tout réel x, f,(x) = —(kxe) + ekx.
k
lim kx =-oo, lim eX=0et lim XeX=0
X—>+oo X—>—c X—>—co

donc par composition lim e =0et lim kxe® =0.
X—>+o00 X—>+eo

Ilenrésulte lim f,(x)=0.

X—>+o00
k>0 1
Pour tout réel x, f(x) = —(kxek") + ekx,

lim kx =-oo, lim eX—Oet lim XeX =0.

X—>—co0 X——c0 X——oo
Donc par composition lim e =0et lim kxe® =0.
X—>—o00 X—>—oco
Ilenrésulte lim f,(x)=0,
X—>—oc0
lim kx =+cet lim eX=+co,
X—+oo X—+oo
Donc par composition lim ek =+ oo,
X—>+eo
lim x+1=+oo,ilenrésulte lim (x +1)ek =+ co,
X—>+oo0 X—>+oo0

Chapitre 6. Limites de fonctions 17



3.

X — oo -1 0 + o0
x+1 - (l) + +

e -1 - ell-1 - (l) +
(x+1)(EX-1) o0 - (:) +

Pour tout réel x, f,,;(x) = f(x) = (x + 1)e* (eX - 1).

Pour tout réel x, e > 0, donc f,,;(x) - f,(x) est du signe
de (x + 1)(& - 1).

Désignons par €, et €, les courbes représentatives
respectives de f et f, ;.

D’aprés le tableau de signes de (x + 1)(eX - 1), pour tout
réel k, nous en déduisons que :

surl-oo; - 1[, €, est au-dessus de € ;

sur]-1;0[, 6,,, est en dessous de €, ;

sur]O; + oo, 6, ; est au-dessus de 6,.

Les courbes €, et €, ont deux points en commun
A(-1;0)etB(0;1).

4. Pour tout réel k et tout réel x, f, est dérivable sur R
comme produit de deux fonctions dérivables sur R:
x> x+ 1 etx— e’ f1(x) = e (kx + k+1).

Comme pour tout réel k et tout réel x, ek > 0, fi(x) est
dusignede kx + k+ 1.

k<0

_k+1
X — oo K + o0
kx+k+1 + 0 -
llenrésulte fi(x) =0 &< x=- ke

k+1 k+1
et, sur]-oo; - T[' W(X) >0, sur]—T i+ oof, f1(x) < 0.
. . k+1
f, est donc strictement croissante sur ]- oo ; — p Jet
strictement décroissante sur [- % 5+ oof.
D'ou le tableau de variations ci-dessous :
_k+1
X — o0 P + oo
f,’((x) + 0 -
_ le—(k+1)
N 0

k>0

_ k+1
X — oo X + o0
kx+k+1 - 0 +
Il en résulte fi(x) =0 & x=- % etsur]-oo; - %[,

(X)) <0,sur]- % 7+ oo, f1(x) > 0.

f, est donc strictement décroissante sur

k+1 . .
J=o0; - T] et strictement croissante sur

[-—— +oo[.
k
D'ou le tableau de variations ci-dessous :
k+1
— o0 - + oo
X k
;((x) - 0 +

0 + o0
) \_ 1o /
k

5. D'aprés les tableaux de variations établis en 4. et
d'aprés la position des courbes établie en 3. La courbe
rouge correspond a k= -1, la courbe violette a k= -3,
la courbe bleue a k=1 et la courbe verte a k = 2.

@ « Il suffit ».

72 | Pourtoutréelt, -1 < cos(2t+§) <1.

Comme pour tout réel t, e~ > 0, on déduit que pour tout
) T o
réelt,-et<elcos(2t+ E) < e teta fortiori pourt = 0.
n
2, - et < et cos(2t + g) < et o |f(t) < e, donc
et < 10~* suffit pour que - 1074 < f(t) < 104,

@ Raisonnement faux car e n'est pas une constante.
Pour tout réel x, (x + 1)e™* = xe™* + e™X,

. . X . . 1

lim xe™* = lim —=0et lim e *= |lim —=0.
X—>+o00 X—>+o0 €% X—>+o00 X—>+o0 €%

Donc lim (x+1)e X =0.
X—>+oo

1. Il semble que la limite de fen 0 est égale a 0.

2. a. lim f(x)=-oet lim f(x) =+oo.
Xx—0~ x—0*

b. Par exemple min: - 0.1 max: 0.1 pour les abscisses
etmin:-0,01; max:0,01 pour les ordonnées.

Faire le point sur le cours

@x — x;ne N* x— x", x— eX, x— In(x).

Non
@w -0 ;OXw;Z;%
(78/0

a. Si lim f(x) =+ alors lim g(x) = +oo.
X—>Foo X—>Foo



b. Si lim g(x)=—ocoalors lim f(x)=—co.
X—>+o00 X—>+oo

lim f(x)=0= lim h(x).
X—>+oo X—>+o0

APPROFONDISSEMENT

1. a. f est dérivable sur R comme somme de
deux fonctions dérivables et f’(x) = 1 - sin(x).

Pour tout réel x, 1 —sin(x) = 0.
T . ,
ffx)=0 & x= 5 +2nm, ne Z. 1l en résulte que f” est

donc strictement positive sur R sauf en ces points isolés

b8 . .
5 +2nm, n € Z de R. f est donc strictement croissante

sur R.
Pourtoutréelx, x—-1<x+cos(x) <x+1.

Donc lim f(x) =-et lim f(x) =+ co.
X—>—o0 X—>+oo

b. f est dérivable et strictement croissante sur R avec

lim f(x)=-ccet lim f(x)=4cc,0étantdans]—oo;+ o[
X—>—o0 X—>+o00

ensemble des valeurs prises par f et comme f est
strictement croissante sur R, par le théoreme des
valeurs intermédiaires il existe un unique réel o tel que
f(oy) = 0. Par approximations successives, on obtient
o= -0,739a 1073 pres.

Remarque

X + cos(x) = 0 & x = - cos(x) comme pour tout réel x,
-1 =< -cos(x) =< 1. Il en résulte que les solutions de
I'équation x + cos(x) = 0 sur R si elles existent sont dans
[-1;11

f'(x)=1-sin(x) et 1 -sin(x) >0sur[-1; 1] car
[-1;1]c]- kil ; g[, donc f est strictement croissante sur
[-1;1].
f-1)=-1+cos(-1)=-1+cos(1)et-1+cos(1) <0.
f(1)=1+cos(1)et1+cos(1)>0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
f(x) =0 admet donc une solution unique avdans [- 1; 1]
etdoncsurR. oc=—-0,7394 1073 prés.

X X
2, a. sin(x)-—=0<sin(x)=—.

2 2
Comme -1 < sin(x) < 1, il est donc nécessaire pour que

. . X s
X soit solution que - 1 <§ =<1, clest-a-dire-2=x<2.

. ) X
b. Pour tout réel x, posons g(x) = sin(x) — >
g est dérivable sur R comme somme de deux fonctions

dérivables sur R, x+— sin(x) et x— % g'(x) = cos(x) — %

Par a. toutes les solutions de (E) sur R sont situées dans
[-2;2].0On étudieradoncgsur[-2 ;2] et g étantimpaire
sur [~ 2; 2] on réduira l'étude de g a [0; 2].

Sur[0;21,g'()=0 m:%

gx) >0 xe [O;g[etg’(x) <0oxe ]22}

. . T .
gest doncstrictement croissante Sul’i|0 ; E} etstrictement

. . L
décroissante sur[g; 2:'.

D'ou le tableau de variations de g suivant sur [0 ; 2].

0 z 2
X 3
i 1
g'(x) - + 0 - =-0,9
2
\/§_1~037
g(x) 2
0/ \Z_O,Og

D’aprés le tableau de variations et le théoreme des
valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 = sin(x) - 5 a
donc deux solutions dans [0; 2] : 0 et une solution o

dans ]g ; 2[. Comme g est impaire sur [- 2 ; 2], 'équation
sin(x) —g =0 adonc aussi pour solution — c.

. e L X
Toutes les solutions de I'équation sin(x) — P =0dans R

étant dans [- 2; 2], il en résulte que I'équation (E) a
exactement trois solutionsdansR: - o;;0; ¢,

g(1,895) > 0 et g(1,896) < 0.

Pour ¢, la plus grande solution, on peut donc prendre
par exemple, comme valeur approchée a 1073 prés 1,895.

@1.a. y

Graphiguement, on constate que la courbe d‘équation
y =e*estau-dessus de la droite d'équation y = x, d'ou e* > x.
2
. X
b. Pour tout réel x, posons f(x) = eX - 5
f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions
X

dérivables sur R, x— eXet x— — 5

f’(x) = e¥ - x, donc par a., pour tout réel x, f’(x) > 0. Il en
résulte que fest strictement croissante sur [0 ; + o[ d'oU,
pour tout réel x = 0, f(x) = f(0).

Chapitre 6. Limites de fonctions
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Comme f(0) = 1, on en déduit que, pour tout réel x = 0,
2 2

eX—X—BOsoiteXBX—.
2 2

2. a. Pour tout réel x et pour tout entier p = 2,

=e-p e g
X)=eX-p—=eX-— = X).

gp p ,D' (p_.l)l gpfl

b. Par récurrence

Initialisation : pour tout réel x = 0, par 1.a.
e*=xdolug;(x)=0.

Hérédité : pour tout entier p dans N* si pour tout x = 0,
gp(x)=0 alors comme par a. g’er1 =9y

gp+1 st croissante sur [0; + oof, il en résulte que pour
toutx=0,g,,1(x) = g,,1(0)avecg,,,(0)=1, donc pour
toutx=0,g,,,(x) = 0.

Conclusion : pour tout p dans N* et pour tout réel
x=0, gp(x) = 0.

3. a. Pourtoutréel x>0,

1
x o X"
X (n+ 1! _ Gpia(X)
x" (n+1)! x" xn
Par2.g,,,(x) = 0 pourx =0, comme x" > 0 il en résulte
X
M = 0, d'ou i = X X
X" x" (n+ 1!
b. Pour tout entier n dans N¥, lim ——— =+ oo donc
L xore(n+ )]
par comparaison lim — =+ co.

X—>+oo X
X

x" 1 . e
Pourtoutx>0,x”e‘X=—X=—X,comme lim — =+oo,
e

X—>+oo X
1 X!
il enrésulte lim — =0,soit lim x"e X =0.
X—>+00 €% X—>+o0
Xn

1. Pour tout n dans N, f(n) = sin(2nm) = 0.

Donc la suite (f(n)),cy @ pour limite 0.
n
2. Pour tout entier naturel n, f(—) =0 pour n pair,

n n
f(f) =-1Tou f(—) =1 pour n impair.
2 2 p p

. n , S .
Donc la suite (f(—)) n'a pas de limite, il en résulte que
neN

fn'a pas de limite en + .

a. Pourtoutx >0, x4+ 1-+x2+2x+2
(X HT=VX2 22X+ 2)(X + 1+ VX2 +2x + 2)

X+1+~/x2 +2x+2
(X +N2-x2-2x-2 -1
X+1+Vx2+2x+2  x+1+Ux2+2x+2

lim x2+2x+2=+cet lim VX =+co.
X—>+oo X—+oo

Donc par composition lim +x2 + 2x + 2 = + oo, puis

X—>+oo

lim x+1+Vx2+2X+2 =+ oo,

X—>+o00

. . -1
Il en résulte lim =0.
x>t X+ 14 x2 +2x +2

Soit lim x+1—+x2+2x+2 =0.

X—>+oo

1
b. Pour tout x <0, vx2 +1 =—x,{1+—2 d'ou
X

1
/X2+1_X_ X(,f1+xz+1)__1_ 1 1

+—.
X X x2
. 1 . 1
lim —2=0donc lim —1- 1+—2=—2.
X——o00 X X—>—o0 X
[y2
o +1-—
Soit lim g:—z.
X—>—o0 X
X 1+i—2
x2+1-2x x2
c. Pourx>0, =
x2 x2
_] 1 )
_X( ’I+F—2

lim i=0.Donc lim ,/1+i—2=—1.
X—>+o0 X2 X—>+oo x2

1 1
Comme lim —=0,ilenrésulte lim —( h+i_2)=0.
X—+o0 X X—too X X2
2 _
Soit lim V122X _o
X—>+oo X
it
241-2 )
d. Pourx<0, X 3 X - 2X2
X X
_ 1 1
- x 1+72+2
2 _
Donc lim NeEr e +; 2X:O.
X—>—oc0 X

@ 1. Pour tout réel x, posons f(x) = 2x3 + 3x2.

f étant une fonction polynéme est dérivable sur R et
f'(x) = 6x% + 6x = 6X(X + 1).

ffx)=0=x=00ux=-1.

Pour tout x dans ]- oo ; = 1[, f/(x) > 0.

Pour tout x dans ]- 1; O[, f'(x) < 0.

Pour tout x dans ]O ;+ o[, f’(x) > 0.

Il en résulte que f est strictement croissante sur

]- e ; = 1], strictement décroissante sur [- 1; 0]

et strictement croissante sur [- 1; + eo[.

lim f(x)= lim 2x3=-ocet
X—>—oo X—>—oo

lim f(x)= lim 2x3=-oo,
X—>—co X—>—co

D'ou le tableau de variations de f ci-dessous :

X — oo -1 1 + o0
f'(x) + 0 - 0 +
fx) _m/v 1 ™~ . /+°°




Pour tout entier naturel n, n = 2 et pour tout réel x,
23+3x2-n=0=23+3x2=naf(x)=n.

Comme n = 2, n n'est ni dans ]- o ; 1], ni dans [0; 1],
d’aprés le tableau de variations et le théoréeme des
valeurs intermédiaires I'équation f(x) = n n’a donc de
solution ni dans ]- ;- 1] nidans [- 1; 0].

En revanche, n est dans [0 ; + <[, ensemble des valeurs
prises par florsque x décrit [0 ; + o[, d'apres le théoreme
des valeurs intermédiaires comme f est strictement
croissante sur [0; + oo I'équation f(x) = n admet une
solution unique x,, dans [0 ; + oof.

2.

A, A3, A, sont les points d'intersections respectifs des
droites d,: y=2,d;:y=3 et d,: y= 4 avec la courbe
d’équation y = 2x3 + 3x2.

X5, X3, X4 sONt les abscisses respectives de A, Az, A,.

3. Pour tout entier natureln,n =2,

f(x,,1)=n+1 et f(x,) = n.Par 1. on sait que x,, = 0 et
que f est strictement croissante sur [0; + oo donc,
comme n +1>n, onendéduit x,,; > x,,.
Lasuite(x,),=, estdonccroissante et méme strictement
croissante.

4. Pour tout réel g, a > 0 et pour tout entier naturel n,
n =2 etn = f(a), fétant croissante sur [0 ; + o[, comme
f(x,) = non en déduit x,, = a. La suite (x,),,~, hest donc
pas majorée. Toute suite convergente étant bornée, elle
ne peut donc pas converger.

5. Par 3. la suite (x,,),,~, est croissante et par 4. on sait
gu’elle n'est pas majorée, elle diverge donc vers + oo.

f(g(x)) = (sin(x) + cos(x))? + Tt = sin(2x) + T +1.
Donc x — f(g(x)) a pour dérivée x — 2cos(2x) et le
nombre dérivé en 0 est donc égal a 2.

g(f(x)) = sin(x? + 1) + cos(x? + T)

donc x+— (g(f(x)) a pour dérivée

x> 2x cos(x2 + 1) — 2xsin(x2 + 1) et le nombre dérivé en
0 estdonc égal a 0.

) X "
1. g est la composée dex»—z suivie de x+— €,

deux fonctions dérivables sur R, donc g est dérivable

’ 1 7lX A X
surRetg(x)=—Ze 4, comme pour tout réel X, e* > 0,

il en résulte g’(x) <0 sur R et donc g est strictement

décroissante sur R.
1

. 1 . X . ——X
lim ——x=+wet lim eXf=+oo,donc lim e 4 =+
x——c 4 X—>+oo X—>—co

1

. 1 . . ——x
lim ——x=-cet lim eX=0,donc lim e 4 =0.
X—>+oo X——oo X—>+oo

2. Lacourbe de hreprésente un phénomene d'oscillation,
da a la fonction cosinus, amorti par la fonction g.

LW
h s'annule sur [0; + o[ en tout pomtE +nmne N,

-I n

Pour tout n dans N, h(nm) = (_n] .
e4

n

1 . 1
De plus 0 < — <1 donc la suite || —— a pour

e4 e4 neN
limite 0.

1. La suite semble étre croissante et converger
vers 0.

2. a. Toute suite croissante et majorée converge, donc
(up,) converge.
b. y

A
1 o

La droite d'équation y =x + 1 est tangente a la courbe €
représentative de x — e* au point A de coordonnées
(0; 1) et 6 est située au-dessus de sa tangente en A,
donc pour tout réel x
eX¥=x+leteX=x+1x=0.

c. Para.lasuite (u,) converge. Salimite | est une solution
de I'équation e = x + 1 qui a pour seule solution 0. Donc
I=0.

1. Pour tout entier k, k > 1, on peut remarquer
1
que f(0) =0 et fi(1) = ok Donc les points O(0; 0) et
1
A(l ;ﬁ) sont communs a toutes les courbes 6,.
Ce sont les deux seuls points car

p

X
f () =f(x) & —F———=(x-1)=0=x=00ux=1.
. ‘ N
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2. a. Pourtoutréelx,x>0;

X X 1
f1 (X) = = =

Ix2 +1 \/ 1 \/ 1
1+ — J1+—
x2 x2

lim L—Odonc lim ! =1,dou lim fi(x)=1.
X—>+oo

X—>+o0 X2 X—>+o0 1
V' ox
1
b. Pour k = 2 et pour x > 0, f(x) = ———— x!

1
’,HF

k-1=1donc lim xk=1=+e,

X—>o0
. 1 . . .
comme lim ——-=1,ilenrésulte lim f (x)=+ oo
X—>+00 1 X—>+oo
,{1+—2
X
X
3. Pour tout réel x > 0, fiesa ) =X,
k(X)
(X
donc lim fien 0 _
x>+ f (X)

4. €, estla courbe verte car lim fi(x)=1.
X—>+oo

€5 est la courbe rouge et ‘¢, la courbe bleue car

1L]

x—+eof5(X)

1. a. b. y

=+ oo

2. fest dérivable sur ]0 ; + o[ comme somme de deux

1
fonctions dérivables surJ0; + o[ : x+—>x - 1, x — —.
, X2 —1 X

f'(x) =

Donc f’(1) =0,f(x)<0surl0;1[etf'(x)>0sur]l;+ool.
f est donc strictement décroissante sur ]0;1] et
strictement croissante sur [1; + oo[.

1
lim —=+oetlimx—-1=-1donc I|m f(x)=+o,la
x—0t X x—0 —0*

courbe 6 a donc I'axe des ordonnees pour asymptote.

. . .
lim x—1=+et lim —=0,donc lim f(x)=
X—>+oo X—>+o0 X X—>+oo

3. Pourtoutx >0, f(x) - (x— 1):l doncf(x)-(x-1)>0
X

sur]O; + oo, la courbe 6 est donc au-dessus de la droite d.

4. a. PM = |y, — yp| comme € est au-dessus de la
droite d. y\; - yp > 0, donc

1
M=‘YM—YP‘=YM‘YP=f(X)-(X—1)=;-

b. Pour de grandes valeurs de x, PM prend des valeurs
proches de 0.

1
¢. Pour avoir PM < 0,001, il suffit que 0 < — < 0,001, soit
X
x> 1000.
1
d. lim PM= lim —= 0. La courbe € et la droite d
X—>+oo X—>+00 X
deviennent aussi proches I'une de l'autre qu'on le veut
des que x est assez grand.

X
1. lim e¥=0donc lim de =0;

X——oo x—-cc@X +3
lim x+2=-oo,ilenrésulte lim f(x)=-
X—>—oco X—>—co
4eX

eX +3
X

4e
onavuen1.que lim =0;
x——c0@X +3

donc lim f(x)—(x+2)=0et|f(x)—(x+2)|=

X0 eX+3
4eX
eX +3

2. f(X)- (x+2)=~-

4eX

< 0,001 < 3,999e* < 0,003

1
<:>eX<1 cest-a-dire x < - In(1333).

-In(1333)=-7,2.
Doncsia<-7,2,

pour x < a, |f(x)—(x +2)| <0,001.
3. a.

Y

b. PM =f(x)— (x +2)| =

réel x, eX> 0.

—4eX ‘_ 4eX

= car pour tout
eX+3] eX+3

4eX

c. Onavuen1. lim
X——c0 @’ +

3 =0;donc lim PM=0.

X—>—oo
La courbe € et la droite d deviennent aussi proches
I'une de l'autre qu'on le veut des que x est suffisamment
voisin de — co.

(106/ 1. lim f(x)=0et lim f(x)=
X—>—oo X—>+oo

2. Pour tout réel x différent de 2 et de 0,
1 1

f(x)-—=

¢ 2X  X-—

1
,sur]-oo;0[etsur]0;2[,——<0.
2 X—-2



La courbe 6 estdonc en dessous de la courbe d’équation

1
y= P sur chacun des intervalles ]- o ;0[et]0; 2[.

X

1
X 1
de la courbe d'équation y = ™ sur]2;+oof.
X

Sur]2; 400,

> 0, la courbe € est donc au-dessus

1

I

1
3. PM=|f(x)——
‘ (0 2x

xX—-2
lim =0= lim ,
X——o0 X — X400 X — 2
donc lim PM=0= lim PM.

X—>—oo X—>+oo

Les deux courbes sont aussi proches I'une de l'autre
que l'on veut des que x est suffisamment voisin de — oo,
ou de + eo.

Voir fichier sur le site Math'x.

1. Sur GeoGebra créer le curseur a avec min:1 et max:20
et en l'incrémentant de 1. Créer le curseur b avec min:0
et max:20 en l'incrémentant de 1.

2. On conjecture lim p(t)=1.
t—+oo

lim —bt=-cccarb>0et lim eX=0.
t—+oo X——oo0

Donc par composition lim et =0,
t—>+oo

ilen résulte lim ae=bt =0, comme lim eX =1,
t—+oo X—0

. . P . -b
on en déduit par composition lim e ™ =1,
t—+oo

3. a. p estdérivable sur [0; + o[, car p est la composée
de t — ae bt dérivable sur [0; + o[ et & valeurs dans R,
suivie de X+ eX dérivable sur R.

Pour tout réel t dans [0 ; + o[,

p'(t) = (- a)(- be 0ty e=ae™" = gp e bt g=ae™

pour tout réel X, eX > 0, donc et > 0 et e 50,

il résulte que p’(t) a le méme signe que ab et donc
p’(t) >0 sur [0; + o[, p est donc strictement croissante
sur [0; + oo[.

b.
t 0 + oo
p'(t) +
1
p(®) /
e—a

4. Observation du comportement de la courbe donnée
par I'énoncé de cette question 4.

5. a.
6 2 3
b 1 3
Xp 1,8 0,6 0,3 0,35
Ya 0,37 0,33 0,33 0,35

Lordonnée de A semble étre constante et voisine de 0,3

a 107" preés.

b. p”(t) = - ab%exp(- bt) - exp(-aexp(- bt)) +

abexp(-bt)(abexp(- bt)exp(- aexp(- bt))

= ab?exp(- bt)exp(- aexp(- bt))(- 1+ aexp(- bt)).

Comme ab2exp(- bt)exp(- aexp(- bt)) > 0 car pour tout

réel X eX> 0 etab > 0, p”(t) est du signe de ge™0t - 1.

c.

t ° fo= In(Ta) Foo
p(t) + 0 -
d. p(to) = exp(- aexp(_ b- In(Ta))

1 1
= exp(- aexp(In(—)) =—=0,37.
a e
Pour déterminer surla courbe le momentoulacroissance
ralentit, on détermine le point d'intersection A de la

. ) . 1 . .
courbe et de la droite déquation y= —, puis on lit
, . e
I'abscisse de A.

N X—a o X
m lim _T=+°°et lim eX =+oo.

X—>—oco X—>+oo

”_ . X—a
Donc par composition  lim exp(— ) =+ oo,
X—>—00 b

puis lim —exp(—x_a):—oo,comme lim eX=0
X—>— b X——oo

9o

-, . X
par composition lim exp(—exp(—
X——o0

—a i
=-cet lim eX=0
X—>+o0 X——oo

donc par composition lim — exp(— i a) =0,
X—>+o0 b

comme lim eX = 1 par composition
X—0
. X—a
lim exp(—exp(——)) =1
X—>+o0 b

[109/ 1.

B C
2. C(3;4;0),C3;4;4),Q(3;4;3).
3. a. PB=Vz2+9.

PQ=+32+42+(z-3)2 =25+ (2 - 3)2.

Chapitre 6. Limites de fonctions
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b. En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle
PBQ: PQ? = BP2 + BQ? - 2BP x BQ cos(PBQ). Soit
25+ (z-3)2=(22+9) + 25 - 222 + 9 - /25 - cos(PBQ).

D'ou cos(ﬁf})z cos(o) = . Comme z >0,

3z 3z

2 = =
5722 +9 Sz\/1+i 5\/1+3

z2

4.z>0,1/1+%>1,donc0< ! <1
z he 2
72

. 3 3 . 3
puis 0 < 5 <E.Ilen resulte0<cos(a)<g.
5.1+ —
72
. 1 . 9
5. lim —2=0donc lim T+ =1let
Z—>+oo Z Z—+oo z
. 3
lim cos(a)=—.
Z—>+4oo 5

6. a. La fonction cosinus est continue et strictement

décroissante sur [O ; g] avec cos(0) =1 et cos(g) =0.

0 T
X fad
2

1\>0

3 S . ,
z appartient a l'intervalle [0; 1] qui est I'ensemble des

cos(x)

. . . T
valeurs prises pas la fonction cosinus sur |0;— | Donc
2
d‘apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
. . T 3
au moins un réel 6 dans [0; [O;E} tel que cos(6) = 5
Comme lafonction cosinus est strictement décroissante

T . .
sur l:OE} ce réel Oest unique.

b. Soit m(g ;0) et M le point du cercle trigonométrique

d’'ordonnée positive tel que m soit le projeté orthogonal
de M sur I'axe des abscisses. M est I'image de 6 sur le
cercle trigonométrique.

y +

6\

c. La limite de l'angle o lorsque z tend vers + o est
égale al'angle mOM.

d. Une mesure de mOM dans 0;%] est6,0=09rada
107" prés (ou 53,1°a 107" prés).

e. BQ=1/17,BB'=4etBQ=5.

En appliquant la formule d’Al-Kashi dﬂ]s\le triangle
B’BQ, B'Q% = BQ? + BB’2 - 2BQ x BB’cos(B’BQ).
Clest-a-dire 17 =41-40 cos(B/’B\Q).

—— 24 3
Soit cos(B’'BQ) =— =—.

) os(BBQ) =75 =
D'ou B’'BQ=0.

Lorsque z tend vers + o la demi-droite [BP) tend vers la
demi-droite [BB") et donc I'angle PBQ tend vers I'angle

—

B’BQ.

PROBLEMES

(110/ 1. £(0) = 220.

t . -
2, t— exp(—E) estdelaforme e avec ufonction dérivable

. .. t
surunintervalle lde R, ici u:tH—E etl=[0;+ oo
t

Pour tout réel t dans [0 ; + oo, f'(t) = - 100e 2.
Comme pour tout réel x, ¥ > 0, f’(t) <0 sur [0; + oo.
F est donc strictement décroissante sur [0 ; + oof.

. t . "

lim ——=-oet lim eX =0 donc par composition
X——o0

t

lim e 2=0.llenrésulte lim f(t)=20.
t—+oo t—+oo

3. a. d, représente la différence de température entre
I'heure n et I'heure (n+ 1).
b. d,=f(0)-f(1)=787a107" prés
d,=f(1)-f(2)=47,7 310" pres
c. lim f(t)=20donc lim f(n)=20et

N—+oo

t—>+oo

lim f(n+1)=20,ilenrésulte lim d,=0.
n—+oo n—+oco

n
4.a.d,=f(n)-f(n+1)= [ZOOe_Z + 20]

_n+ _n 2
—[ZOOe 2 +20]=200e 2 (1—e 2).
b. Pour tout entier naturel n,

_n 1 AT
200e 2(1 —e 2) = 200(1 —e 2)(e 2)n,
(d,) est donc une suite géométrique de premier terme
1 1

do= 200(1 - e_E), avec 200(1 - e_i) ~7872a107 préset
1

deraisone 2= Te
e

Pour tout entier naturel n,
dpy1-d,=dog™ - dog" =dyq" (g - 1) avec g =—.
-d,<0.

-

d0>0et0<i<1doncd

\/E n+1

Il en résulte que la suite (d,,) est décroissante.



5. a. Par exemple sur tableur on trouve d;3; = 0,12 et
d,4=~0,07.

Donc comme (d,)) est décroissante, ny= 14.

b. Voir fichier sur le site Math'x.

¢ d,<0,1dyg"<0,1 < nin(g) < In(%j.
0

1 1 0,1

=—doncIn(g)=-—=<0dotun>-2In|—|.

a=—- doncin@)= - &

0,1 . .
-2 In[d j = 13,3, donc comme n est entier la plus petite
0
valeur n, telle que pour n = n, l'abaissement de la

température soit inférieur a 0,1 °C est égale a 14.

)
@ A. 1. a.f(x)=- 0 + 2x, fest dérivable sur [0 ; 20]
et f/(x) =-§ +2.f(x)=0ox=10

0=<x<10,f(x)>0;10<x=<20,f(x)<0.
Doncfeststrictement croissante sur [0 ; 10] et décroissante
sur[10; 20].

X 0 10 20
f(x) 2 + 0 - -2

10
0 0

b. D'apres le tableau de variations de f sur [0; 20], f
admet un maximum absolu sur [0; 20] égal a 10 et un
minimum absolu égal a 0 donc pour tout x € [0 ; 20],
0=<f(x)<10.

2.a. Yy
10

o wgu, v, w, w10 20 x

b. On peut conjecturer que la suite est croissante et
majorée par 10.

3. Initialisation :uy=1etu; =1,9donc0<uy<u; <10.
Hérédité : pour toutndans N, si0 < u, <up,; < 10.
Alors f(0) < f(u,) < f(u,,;) < f(10).

Comme f(0) =0, f(10) = 10, f(u,)) = Uy,

f(Upyq) =Upp0onendéduit0<u,,; <u,,,=10.

=< 10.
4. La suite (u,) est croissante et majorée, elle est donc
convergente. Sa limite | est une solution de I'¢quation

f(x)=xsur[0;10].
x2 1
f)=xo-—+x=0—x(10-x)=0.
10 10

Conclusion : pour toutndans N, 0 < u, < up,

Doncf(x)=x < x=0oux=10.

La suite étant croissante tous les termes de la suite sont
supérieurs ou égaux a u,. Donc | = u, comme uy =1,
| =0 est excludoncl=10.

X
B. 1. t— exp(- E) est de la forme eY avec u fonction

- . - X
dérivable sur un intervalle | de R, ici u: t — - 3 et
1=[0; +co[.

X

Donc x— 9e 2 + 1 est dérivable sur [0 ; + o[, et comme
X X

pour tout réel x,e 2 >0,9e 2 + 1% 0sur[0; + oo,

on en déduit que g est dérivable sur [0; + o[ et
1

e 2
gx)=45——7"—.
——X
(9e 2" +1)?
Donc pour tout x = 0, g’(x) > 0. Il en résulte que g est
strictement croissante sur [0 ; + oo[.

. 1 . -,
2. lim ——x=-et lim eX =0,doncparcomposition
X—>+o0 X——oo

1

. -=X . ’ .
lim e 2 =0,ilenrésulte lim g(x)=10.
X—>+o0 X—>+o0

Avecletemps, le nombre de foyers possédant un téléviseur
a écran plat tend a se rapprocher de 10 millions et a se
stabiliser.

. ,

2. A partir du graphique, il semble que :

a. la fonction est strictement croissante sur R ;

b. I'équation f(x) = 0 admet sur R une solution unique
égalea.

3. a. En posant X=¢%,

e2X —2,1eX +1,1=X2-2,1X+1,1;
X2-21X+11=0=X=TouX=1,1.

llenrésulte X2-2,1X+1,1=(X-1)(X-1,1).

D'ou, pour tout réel x,

e2X —2,1eX +1,1=(eX-1) (- 1,1).

X 0 In(1,1)

e2x —21eX +1,1 + 0 .- 0 +

e2x —2,1eX +1,1>0& x<0oux>In(1,1).
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b. f est dérivable sur R comme somme de fonctions
1
dérivables :XHEeZ",x» -2,1eXetx—1,1x + 1,6.

F(x)=e2X —2,1eX +1,1

lim e2X=0= lim eX=0et lim 1,1x+1,6=—-cc.
X——oco X—y—oco X—>—oco

D'oll lim f(x)=—oo.

X——oo
1 1 2,1
—eXX -2 leX=eX (f - —)
2 2 eX

lim i=0d’ou lim (1—2’1)=1.
X 2

X—>+o0 € x—+0\2 X

e =(eM2donc lim e2¥ =+ co,
X—>+o0

Ilenrésulte lim f(x) =+ oo.
X—>+o0

De ces résultats et de 3.a., on en déduit le tableau de
variations de fci-dessous :

X —eo 0 In(1,1) + o0
f'(x) + 0 - 0 +
0 + oo
f(x)
_w/ \z—o,ooow/

c. Parletableau de variations et le théoreme des valeurs
intermédiaires, on en déduit que I'équation f(x)=0 a
deux solutions, I'une égale a 0 I'autre dans JIn(1,1) ; + o[
etégale a0,14131 24107 pres.

Remarque

Les conjectures faites en 2.a. a partir du graphique sont
donc fausses.

4. -0,0002 = y =< 0,0002.

@ A. 1. et 2. Voir fichier sur le site Math'x.
Avec GeoGebra on obtient la figure ci-dessous :

4

|
|
|
|
|

/

B. 1. A, :y=txdouP(1;1).
1 1
2. €:(x—=)2+y2=—.
( 2) y'=3
y =1tx
Mx;y)e 6nA o
( }’) t (X—l)2+t2X2:%

t2
X=——

2
PN te+1
t3
T

3. (x;y) coordonnées de M point d'intersection de A,
et de ¢ donc

) ) 5 2 t4 t6 t6
X2 +yd)-y?= + -
Y-y t2+1((t2+1)2 (t2+1)2) (2 +1)2
R S (S NI &
t2+1 (24127 (t2+1)?
t6 t6

T @
4. a. x(X+y)-y?2=0=x3+y3(x-1)=0.
Comme pour tout réel y, 1- (1 +y2) - y2= 1, pour tout
réelyles couples (1;y) ne sont pas solution de I'équation
x(2+y?)-y2=0.
Remarque
Cela signifie que la droite d : x = 1 et I'ensemble € n‘ont
pas de point commun.

Il en résulte que pour tout point M(x; y) de €, x# 1, d'ou
3
X

C+y2x-1=0y2=- = .
x—-1 1-x

Remarque
x3 X X x2

Commey2>0et1 =
-x -x

on en déduit que

X .
——=0cest-a-dire0 < x<1.

1-x
3 3 3
Doncy2=X—<:)y=, X—ouyz—,/ X
1-x 1-x 1-x

€ est donc la réunion de la courbe ¢, déquation

3
y= 1X— = f(x) et de la courbe 6, déquation
- X

3

y=- 1X— = - f(x) qui est donc la symétrique de €,
- X
par rapport a I'axe des abscisses.
b. y (61 d
1
[»] 1 x




5. a. gestune fonction paire donc on peut réduire son

étude a[0; + oo[.

g est dérivable sur R car g est une fonction rationnelle

dont le polynéme au dénominateur t2 + 1 ne s'annule

pas sur R.

gt = o donc g’'(t)=0 < t= 0 et pour t >0,
(1+12)?

g’(t) > 0, donc g est strictement croissante sur [0 ; + ool.
2

t . . P
lim g(t) = =] = 1. g étant paire, on en déduit le

lim
t—+oo t—>+oo
tableau de variations ci-dessous :

t — 00 O =+ oo
g'( - 0 +
1 1
g(®) \ /
0

b. Il en résulte d'apres le tableau de variations que,
lorsque t décrit R, g(t) décrit [0; 1.

ts
c. h:t— .
1+1t2
t3
lim h(t)= lim == lim t =+ oo,
t—>+oo t—+oof t—>+oo

De méme lim h(t) = - .
t——oo

t2(t2 +3)

(2 +n2°

h'(t)= 0 < t= 0 donc pour t =0, h’(t) >0, h est donc
strictement croissante sur R.

Pour tout réel t, h'(t) =

D'ou le tableau de variations ci-dessous :

t — 00 0 + oo
h'(t) - 0 +

4+ oo
h(t) /e/

Donc d’apreés le tableau de variations de h, h(t) décrit R

lorsque t décrit R.

Comme pour tout réel t, g(t) et h(t) sont respectivement

I'abscisse et l'ordonnée de tout point M de T, T" est

I'ensemble des points de € dont les abscisses décrivent

[0; 1[ et les ordonnées décrivent R, or par 4.a. tout

point M de € a son abscisse qui décrit [0; 1[ et son

ordonnée qui décrit R, donc € =T.

6. a. Pourx=0,y=1t3 doncR(0;3).

b. Soit R(0;2), la droite (AR) coupe la cissoide en
t? 2 )

M| ——;——— avecttel que t3 =2;ladroite (OM) = A,,
(1+t2 1+12 a (OW=4
coupe ladroited:x=1enP(1;t).Commet3=2,t= 2

est l'ordonnée du point P.

¢. Avec GeoGebra, on obtient la configuration suivante :

R a pour coordonnées (0;2), la droite (AR) coupe la
cissoide en M, la droite (OM) couped:x=1enP (1 ;%/5)
et32~1,126.

En rapprochant les limites en + o ou en — oo, et en
+ _ ax +b

(-3)"ou(-3)"dex—
X+c

avec les asymptotes déqua-

tionsy=-2etx=-3.

On peut supposer a = -2 et ¢ = 3 puis déterminer b pour
que le point de coordonnées (1 ; — 1) soit sur la courbe.
Il nous suffit alors de vérifier que pour la courbe

d'équationy = X2,

¥ x+3

—2x-2 -2
. lim X e lim —X=—2demémeen+o<>,donc
x—+o0 X+ 3 X—+oo X

la courbe a bien pour asymptote la droite d'équation
y=-2.

o lim -2x-2=-8, lim =-ooet
x—-3 x—(=37 X+ 3
. . —-2x-2
lim = +o0 donc |lim ———= 4+ et
x—>(=3)* X +3 x—>(-37 x+3
. —2x-2
lim —————=-o0,la courbe a donc pour asymptote
x—=(=3" X+3
la droite d'équation x = - 3.
-2x1-2 .
. i3 = -1 donc la courbe passe par le point de
+

coordonnées (1;-1).

@ a+0 car sinon la courbe serait la droite d'équation
y=0.
Posons, pour tout réel x, f(x) = a(1 — e®), fest dérivable
sur R et f/(x) = — abe®.
La droite (OA) est la droite déquation y = x, donc f'(0) = 1.
f(0)=1<ab=-1. .
Il en résulte f(x) = a(1 - e_g),
X

sia<0, lim e a=+copuis lim f(x)=-co.

X—>+oo X—>+c0

Or lim f(x)=4,donccommea=0,a>0.
X—>+o0

X

Aveca>0, lim e a=0,puis lim f(x)=a.
X—>o0 X—>+o0

Chapitre 6. Limites de fonctions



Donca=4etb=—l.
4

X
On vérifie que la courbe d'équation y= 4(1—e_4)
correspond bien a la courbe du graphique.

Avec GeoGebra en tragant les courbes déquations

respectives y = §x3 -4x2-4x+5ety=3x+ %X -10

avec - 15 < x < 20 et - 100 < y =< 800, en utilisant
« point commun a deux objets » et en cliquant sur cha-
cune des deux courbes trois points en commun avec
leurs coordonnées s'affichent: A(-2;-7),B(1;-2,5) et
C(15;732,5).

7004
500
s
400
300
200
100
Aol B : -
f;f\g\z.hs// 0 12 14 16 18

Comme

%x(—2)3—4><(—2)2—4><(—2)+5=—7
%x13—4><12—4><1+5:—2,5
%x153—4><152—4><15+5:732,5
3><(—2)2+§><(—2)—10=—7

3><12+§><1—10:—2,5

3><152+§><15—10=732,5

les coordonnées des points A, B et C vérifient bien
I'équation de chacune des courbes, ils sont donc bien
communs aux deux courbes.

L'abscisse x de tout point commun aux deux courbes
est solution dans R de I'¢quation

1 9
—x3-4x% - 4x+5=3x2+=x-10.

2 2

s 1, 5, 17
C'est-a-dire de EX -7x —7x+15=0.

Donc-2; 1 et 15 sont solutions de cette équation.

Les solutions de I'équation

17 . N
x3 - 7x% - 7x + 15 =0 sont les racines du polynéme

17
—x3-7x2-—x+ 15, qui estde degré 3 etadonc au plus

3racines. Il en résulte que les courbes n‘ont pas d'autres
points communs que les trois points A, B et C.

Autre méthode
L'abscisse x de tout point commun aux deux courbes est

1 17
solution dans R de I'équation 5x3 -7x2 —7x+ 15=0.En
étudiant les variations de la fonction f définie sur R par
1 17
f(x) = EX3 —7x% - ?x + 15 et ses limites en — o et en + o,

On obtient le tableau de variations suivant :

14 —+247 14+ /247

X — oo + oo
3 3

0 +

')

+ 0 -
=17,5 oo
o | 7 \:_270/+

Donc d'apres le tableau de variations et le théoréme
des valeurs intermédiaires I'équation f(x) = 0 admet

14—@[

I

3 solutions respectivement dans }—oo; 3

14247 14+ 247] 114+\/ﬁ_+
3 3 ') 3
Les deux courbes ont donc trois points en commun.

@ n =0 pas de solution x° n‘est pas défini en 0.
n =1 une seule solution: 1.
On peut commencer par une étude graphique n pair et
n = 2, toute courbe €, d'équation y = x" a l'allure de la
courbe ci-dessous et la droite d: y =1 - x coupe 6, en
deux points distincts. Léquation x"= 1 - x a donc deux
solutions distinctes: les abscisses des deux points
d'intersection de 6, et d.

y




enimpairetn=3
Toute courbe 6, déquation y = x" a l'allure de la courbe
ci-dessous et la droite d: y = 1 - x coupe 6, en un seul
point distinct. Léquation x"= 1 — x a donc une unique
solution : I'abscisse du point d'intersection de 6, et d.

y

« Algébriquement

n =2 deux solutions :

1-J5  —1+5
> et > .

Pourn=3,x"=1-x<x"+x-1=0.

Posons pour tout réel x, f,(x) =x" +x - 1.

* n pair

n pairetn =3 doncn=4.

frx) =nx""1 4+ 1. f7(x)=n(n-1)x"2.

n -2 est pairetn-2 = 2, donc pour tout réel x non nul

frx)>0etf(x)=0<x=0.

f; est donc strictement croissante sur R.

n-1=3etn-1impairdonc

lim f/ (x)=—-ccet lim f’ (Xx)=+co.
X—>—o0 X—>+oo

D'oui le tableau de variations suivant de f,, :

X — 00 0 + oo
7, (x) + 0 +

+ oo
f'5(%)

Il en résulte que f;,(x) = 0 admet une unique solution x,
sur R. £,(0) = 1 donc fy(x,) <f;, (0). Comme f] est
strictement croissante sur R.

*X,<0

lim f,(x)= lim x"=+ooet
X—>+oo X—>+eo

lim f,(x)= lim x"=+ o carn estpair.
X—>—o0 X—>—oo

D'ou le tableau de variation de f,,

X — oo X

() - 0 +

+ oo + oo

fn(X) \ /
f(x,)

X, < 0,comme f, est strictement croissante sur [x,,; + e[,
f, (x,) <f,(0),f,(0)=-1doncf,(x,) <O0.

Ilen résulte d’aprés le tableau de variations et le théoréme
des valeurs intermédiaires que I'équation f,(x) = 0 admet
deux solutions dans R, I'une dans ]- oo ; x, [, I'autre dans
1,5 + o[, car f,(x,,) # 0 puisque f,(x,,) < 0.

Donc Iéquation x" = 1 —x admet deux solutions dis-
tinctes dans R.

» Conclusion pour n pair

Comme on a vu que pour n= 2 l'équation x"=1-xa
deux solutions distinctes, on en conclut que pour tout
entier n pair et n = 2, 'équation x"= 1 — x a deux
solutions distinctes dans R.

 n impair

Le cas n =1 ayant été traité, on suppose n = 3.

’

Pour tout réel x, f/,(x) = nx"1 + 1.

npairetn=3doncn-1pairetn-1=2.
(x) >0, f, est donc

’

Il en résulte que pour tout réel x, f},

strictement croissante sur R.

lim f,(x)= lim x"=+coet
X—>+oo X—>+oo

lim f,(x)= lim x"=-cocarnestimpair.
X—>—o00 X—>—co

X — oo + oo
(%) +

+ oo
fa(0)

D'aprés le tableau de variations et le théoreme des
valeurs intermédiaires I€quation f,(x) = 0 admet donc
une solution unique sur R, donc I'équation x"=1 - x
aussi.

« Conclusion pour n impair

Comme on a vu que, pour n =1, 'équation x"=1-xa
une solution, on en conclut que pour tout entier
n impair, 'équation x"= 1 - x a une unique solution
dans R.

On peut commencer par une étude graphique en
tracant sur la calculatrice ou a l'aide d'un logiciel la courbe

d'équation y = e — 2~ puis faire des conjectures.
Résoudre sur R I'équation €2 — 2eX - m =0, revient &
résoudre I'équation e — 2e¥=m, c'est-a-dire & déter-
miner les abscisses des points d'intersection de la droite
d,,:y=metde la courbe d'équation y=e? -2e*.
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A partir de ce graphique, on peut conjecturer que, pour

m < -1, équation (E,,) n'a pas de solution.

Pour m = - 1, I'équation e - 2e¥ + 1 = 0 a une solution

unique 0.

Pour - 1 <m <0, I"*quation (E,,,) a deux solutions, I'une

négative et l'autre positive.

Pour m = 0, Iéquation (E,,,) a une unique solution qui

est positive.

Remarque : pour m = 0, la solution unique est égale a

In(2) car 2 - 2eX = eX(e* - 2).

Donc a partir de cette étude graphique seule la réponse

D est juste.

Autre méthode : on étudie les variations de la fonction f

définie sur R par f(x) = e - ¢* sa limite en - o et sa

limite en + oo.

f(x)=2eX(eX-1). lim f(x)= lim e2X (1 - i) =+ooet
X—>+00 eX

X—>+oo0
lim f(x)=0.
X——o0

On obtient le tableau de variations ci-dessous :

X — 0o 0 + oo
f'(x) - 0 +

+ oo
f(x) /

Par le théoréme des valeurs intermédiaires et d'apres le
tableaudevariations onretrouve les résultats conjecturés
dans 'étude graphique.

Quel que soit I'entier naturel n, n = 3, 0 n'est pas

solution de I'équation eX= nx, car €9 # 0.
X

Doue=nx<—=n.
X

Conjectures : pour n entier naturel, n = 3. Résoudre
X

. . e . N .
dans R I'équation e*=nx < — =n, revienta déterminer
X

les abscisses des points d'intersection de la courbe €
X

, . e .
d'équation y = - avec ladroited, :y=n.

En tracant a la main ou avec un logiciel la courbe € et
les droites ds, d,, ds, on peut conjecturer qu'il y a deux
solutions, l'une a,, avec 0 <a, <1 et l'autre b, avec
b, >1, que la suite (a,),~; est décroissante et que

la suite (b,),=3 est croissante, avec lim a,= 0 et

N—>+eo

lim b, =+ co.
n—-+co

Résolution : soit fla fonction définie sur

X
J-00;0[ W 10 ; + o[ par f(x)= e—. f est dérivable sur
X

]-;0[ et sur ]J0 ;+o[ comme quotient de deux
fonctions dérivables x — eX et x — x avec x — x ne
s‘annulant ni sur J-eo; 0[ ni sur]0; + oof.

f’(x):&;n. fx)=0 &ox=1.

Sur]-oo;0[ f(x)<0;surl0; 1[f(x)<0;

sur]l; + oo, f’(x) > 0.

Donc sur ]- «;0[ f est strictement décroissante, sur
10; 1] fest strictement décroissante et sur [1; + oo[ f est
strictement croissante.

1
lim —=0et lim eX=0donc lim f(x)=0.

X——o0 X X—>—o0 X—>—00
o 1 1
limeX=1,lim —=-cet lim — =+,
x—0 x—0" X x—0t X

Donc lim f(x)=-cet lim f(x)=+o
Xx—0~ x—0*
eX
lim — =400, donc lim f(x) =+ co.
X—>+o00 X X—>+o0

D'ou le tableau de variations ci-dessous :

X — oo 0 + oo
f'(x) - - 0 +
0 + oo + oo
fx) \ \ /
— o0 e




e < 3,doncd’aprésle tableau de variations et le théoreme
des valeurs intermédiaires I'équation f(x) =n,n = 3,

+n'a pas de solution dans ]-e; 0[ ;

+a une seule solution a, dans ]0; 11 avec0<a, < 1, car
f(1)<3;

- a une seule solution b, avec b, > 1.
f(a,)=netf(a,.;)=n+1doncf(a,) <f(a
Comme fest strictement décroissante sur10; 1],

f(a,) <f(a,,,) entraine a, > a,,,. La suite (a,),=; est
donc strictement décroissante f(b,) =netf(b,,;) =n+1
doncf(b,) < f(b
Comme fest strictement croissante sur [1; + oof

f(b,) < f(b,,;) entraine b, < b,,,. La suite (b,),=3 est
donc strictement croissante.

n+1 n+1)'

n+1)'

Etudions la limite de (a,,) .=
Pour tout réel ¢ 0 < € < 1, soit un entier naturel n,
ny = 3, tel que n, > f(¢) , alors f(ano) > f(€) puis comme
fest strictement décroissante sur]0; 11,0 <a, <e.
Comme (a,),=3 est strictement décroissante, pour tout
entiern,n=n, 0<a, < a,, <&
Ilenrésulte lim a,=0.

N—+oco
Etudions la limite de (b,,),,=3.
Pour tout réel g, a > 1, soit un entier naturel ny, ny = 3,
tel que ngy > f(a), alors f(bno) > f(a) puis comme f est
strictement croissante sur [1; + <[, b, >a.
La suite (b,),~3 étant strictement croissante, on en
déduit que pour tout entier naturel n = n, b, = b, > a.

Ilenrésulte lim b, =+ oo.
n—+oco

Conclusion : pour tout entier naturel n, n = 3, dans R
X

< . € .
I'équation €*= nx & — = n, a deux solutions a, et b,
X

avecO<a,<letb,>1.
La suite (a,,),=3 est strictement décroissante.

La suite (b,,),=3 est strictement croissante.

lim a,=0et lim b, =+co.
n—+eo n—+eo

L'affirmation est fausse.

En effet, posons f(x)=x+1etg(x)=x; lim —==1

mais lim f(x)—g(x)=1etnon0.
X—>+oo

@ Soit g la fonction définie sur [0 ; 1] par g(x) =f(x) - X,
g(0)=£(0)etg(1)=f(1)-1.

Comme pour toutréel xde [0;1],0<f(x)<1,g(0)=0
et g(1) < 0.fet x+— —x sont continues sur [0; 1] donc g
somme de f et de x — —x est aussi continue sur [0; 1]. Il
enrésulte que parlethéoréme desvaleursintermédiaires
g prend toute valeur octelle que g(1) < o< g(0), comme

g(1) =< 0 =< g(0) il existe donc au moins un réel a dans
[0; 1] tel que g(a) = 0, c'est-a-dire telle que f(a) = a.
L'équation f(x) = x a donc au moins une solution dans
[0;1].

@ Pour tout réel x,

x+aP+px+a)+q

=x3+3ax2+@B o2 +px+d+po+q.
Donc pour que, pour tout réel x,
Brax2+bx+c=x+a)P+p(x+o)+aq.

Il suffit que
3ae=a

302+p=>b
0B +pat+g=c
Clest-a-dire

o=

w|Q

Il en résulte qu'alors dans R Iéquation x3 + ax2 + bx +c=0
équivauta

X3+pX+q=0

{x =X-«a

2. lim f(x)= lim x3=+o0
X—>+co X—>+oo

lim f(x)= lim x3=-c
X——o0 X—>—oo

f est dérivable sur R car c’est une fonction polynéme
définie sur R et pour tout réel x, f'(x) = 3x2 + p.
ep=0:f(x)=x3+qetf(x)=3x

f'(x)=0< x=0et pourx=0, f'(x) > 0.

f est donc strictement croissante sur R.

X — 0o 0 + oo
f'(x) + 0 +

+ oo
f(x)

«p>0:3x2+p>0,donc fest strictement croissante sur
R.

X — oo + oo
f'(x) +

+ oo
f(x)

ep<0:f(x)=0x=- /—g oux:,/—g.
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D'ou le tableau de variations ci-dessous :

X — oo - _B _B + oo
V 3 V 3
+ 0 - 0 +

f'(x)

+ oo
f--2)
f(x) / 3 \ E
f(|—3)
3

— oo

3. Pour p = 0, d'apreés les deux tableaux de variations
établis en 2. et le théoreme des valeurs intermédiaires
I'¢quation f(x) = 0 a une seule solution dans R.

p 2p | p
Pourp<O,f|—,|-= |=-—,/-= +qet
P [\/ 3) 3V 379
f /—B _2p /—B+q.
3 3 3
Sif —1/—3 < 0 c'est-a-dire g <2—p4/—£ soit
3 3 3

4p3 +27 g2 >0, d’aprés le tableau de variations établi
en 2. et le théoréeme des valeurs intermédiaires
I'équation f(x) = 0 a une seule solution dans R.

Sif] 1/—3 >0 c’est-a-direq>—2—p /—B
3 3 3

soit 4p3 +27 g2 >0 d'aprés le tableau de variations
établi en 2. et le théoréme des valeurs intermédiaires
I'équation f(x) = 0 a une seule solution dans R.

Sif—J—B =0ouf 1/—3 =Oc’est—a—direq=2—p _P
3 3 3 3

3 3
soit 4p3 +27 g%= 0, d’aprés le tableau de variations
établi en 2. et le théoréme des valeurs intermédiaires
I'équation f(x) = 0 a deux solutions dans R, l'une des

deux étant soit égale a -, /—g, soit égalea, /—g
Si f(—‘/—B) > 0c'est—é—direq>2—p _P
3 3 3

3
soit 4p3 +27 g% <0, d’aprés le tableau de variations
établi en 2. et le théoréme des valeurs intermédiaires
I'¢quation f(x) = 0 a trois solutions dans R.
Conclusion
<4p3+27¢2>0
x3+ px+q=0a une seule solution dans R.
«4p3+27¢%=0
x3 4 px + g = 0 a deux solutions dans R.
«4p3+27¢%<0
X3+ px + g = 0 a trois solutions dans R.
Remarque : dégager dans I'étude 4p® +27g2 n'est pas
nécessaire, cela a juste été fait pour revenir a un résultat
connu.

4. Pour tout réel x,

« f(x) = x3 - 27 ; une seule solution : 3.
Remarque : x3 - 27 = (x - 3)(x2 + 3x + 9)

« f(x) = x3 = 3x + 2 ; deux solutions.
Remarque : x3 - 3x + 2 = (x - 1)3(x + 2)
«f(x) =x3 - 2x+ 1; 3 solutions.
Remarque:x3-2x+1=x-1D)2+x-1)

123| a.Courbe verte b. Courbe rouge

c. Courbe bleue d. Courbe violette

Exemples
a. f(x)=¢e* b. f(x)=x+ 3

X< +1
c. f) =+ d. f(x)=2x-1

Accompagnement personnalisé

@ Interpréter graphiquement des limites
1. lim f(x)=0; lim f(x)=2

X—>—o00 X—>+o0

lim f(x)=+4o; lim f(x)=+o

x—=(=2)" x—(=2)*

f f(x)—4
lim 700 _q 4 jim [0 =4 _
x—0 X x—6 X—6

. . e -1
2. a. lim eX=+4+o; lim eX=0; lim =1
X—>+oo X—>—o0 x—=0 X

b. y

7

~1 © 1 X

@ Lever des formes indéterminées
avec des exponentielles

1. Le point sur les connaissances
o 0
a. c0—o00;0Xo0;—;—
o 0
eX
b. Pourx =0, e = x2 d'ol pour x > 0,— = x;
X

comme lim x = + o par comparaison on en déduit
X—>+oo

eX
lim — =+oco.
X—+oo X

Pour tout réel x, xe¥=- -
o




X
. . e .
lim —x =+oet lim — =+ donc par composition

X—>—oo0 X—+o0 X

—X

L =X
=+ oo et par passage a l'inverse lim — =0,
x——c0@ X

lim
X——o0 —X

ilenrésulte lim xeX=0.
X—>—o00

. eX—1

lim =1,carexp’(0)=1.

x—=0 X

. eX
, lim —=+oodonc par passage

X 1
¢. Pourx>0,—=—

eX  eX xote X
X

e . X
alinverse lim —=0.
X—>+o0 €%

X . . ‘.
xeX=— donc on revient au résultat précédent.
e

X 1 .oeX—1 .
= ; comme lim —— =1, par passage a
X X
eX—1 eX¥-1 x—0 X
X
- . X 1
inverse lim =-=1.
I’ | 1

x—+eoeX =1 1

2. Lever les formes indéterminées
e2x
a. eX«écrasereXen+oocar lim —= lim eX=+oo,
- X—>+oo

On peut conjecturer que lim e2X — eX =+ o,
X—>+o0

1 . . 1
er—eX=e2X(1——; lim eX=+ocdonc lim —=0,
eX] x—te X—>+o0 €%

1
dou Iim 1—-—=1.
X—too %

e = eX. eXdonc par l'opération produit lim e2X =+ oo
X—>+o0

B o 1 .
et par l'opération produit lim ez"(1——)= + oo s0it
X—>+oo eX
lim e2X —eX =+ oo,
X—>+o0

b. La courbe d'équation y= e* + 4 est lI'image de la
courbe déquation y= e + 1 par la translation de
vecteur 37, ] étant le vecteur unitaire du repére
orthonormé (O; 7, ]).

Donc x »>eX +1 et x —>eX +4 ont le méme
comportement en + o et aucune n'écrase l'autre.

. . oeX 4
On conjecture lim —— =1.
x>+ X + 4

1+ —
. 1 . X o eX +1
lim —=0donc lim €~ —1,s0it lim —— =1
X—>+o0 €% xa+w1+i x—+o X + 4
eX

c. En +oo, x — X écrase x — x+4 qui a le méme
comportement que x — x.
On conjecture lim eX —(x+4)=+o0
X—>+oo
eX
et lim =+ oo,
x—+oo X + 4

Démonstration

X 4 X
eX—(x+4)=eX(1————); lim —=0et
eX eX] x—o+woe

. X 4
Donc lim 1-——-—=
Xx—>+eo X eX

Comme lim eX = + oo, par l'opération produit on en

X—>+o0
P 4
déduit lim ex(1—i_7):+°o,
X—>+e0 eXx eX
Soit lim eX —(x+4)=+0o
X—>+oo
eX eX 1
Pour x >0, al—
x+4 X 142
X

. . 1
lim —=0,donc lim ——=1.
X—>+oo X x—>+oe.|+7
X
eX
Comme lim — =+« par l'opération produit on en

X—+oo X
e o eX - eX
déduit lim ———=+cos0it lim =+ o0,
X—+oo X 1+i x—+oo X + 4

X
d. A partir de représentations graphiques a l'aide d’un

logiciel ou de calculs pour de grandes valeurs de x, on
X

conjecture lim xeX—eX—5=+et lim =+ oo,
X—>+o0 X—+eo X4+ 5
Démonstration
1 1
Pour x>0, xeX-eX-5=xeX(1-— - lim —=0
X  XeX x—teo X
. 1 . 1 .1
et lim —=0donc lim = lim ——=0.
X—>+00 @ X—+oo X€X x40 X €%

- 1 5
Dou lim 1-——
x—+e X xeX

=1.

Comme lim eX = + oo, par l'opération produit on en
X—>+oo

déduit lim eX(1_l_ 5 )=+oo

X—>4o00 X xeX

soit lim xeX —eX —5=+co.
X—>+oo
xeX  xeX —x 1
x - 5\ 5
er+>s e"(1+—) T+—
eX eX

. 1 . 1 .
lim — =0donc lim —— =1,comme lim x =+,

X—>too € X—>+o0 5 X—>+oo
1+ o

- - 1
par l'opération produit lim x =+ oo,
xoteo 5
X
Lo xeX €
soit lim =+ oo,
x—+eeX +5

e. Pour tout réel x, (2x + 3)eX =2xe* + 3e*.

lim xe*= 0 et lim eX = 0, donc par l'opération
X—>—o0 X—>—00

d’addition lim 2xe* +3eX=0,soit lim (2x + 3)eX =0.
X—>—o00 X—>—o00
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1
f. Pour tout réel x, xe3* = 3 (3xe3)

lim 3x=-wet lim XeX=0
X—>—oo X—>—co

donc par composition lim 3xe3x =0,
X——co

1
dou lim §(3xe3x) =0soit lim xe3*=0.

X——oo X—>—o00
5
. e’ 2x
g. Pour tout réel x, xe 2+5=—"—
2 ex

. . X s -,
lim 2x =+ et lim —~ = 0 dou par composition
X—>+o0 X+ @

. 2x . . .
lim ——=0,ilen résulte lim xe~2X+5 =,
X—>+oo @2 X—>+oo
h. Pour tout réel x > 0,
1 1

1 1
x(ex =1) ex—1
1

X
1 _eX -1 "
lim —=0et lim = 1, donc par composition

X—>+o0 X X—0

1
.oex—1 . s
lim T = 1, d'ou par passage a l'inverse
X+ |
X
. 1
lim ] =1
X—>+oo —
x(ex —1)

@ Equations avec paramétres

Etape 1 - Pour conjecturer

En utilisant le logiciel GeoGebra créer un curseur m de
-10a 10 avec unincrément de 0,1 et entrer dans la zone
de saisie f(x)=-x2+2x-1-me*. Par le menu Options choisir
Configuration puis Graphique et régler I'axe X a min=-5
et max=>5.

A la lecture graphique en observant les points ou la
courbe d'équation y =- x? + 2x - 1 - me™ a des points
sur I'axe des abscisses, lorsqu’on fait varier m on peut
conjecturer qu'on peut avoir :

0 solution, par exemple pour m =2

1 solution par exemple pour m=-2

3 solutions par exemple pour m = - 1 comme sur le
graphique ci-dessus.
Il est plus difficile de faire apparaitre en manipulant le
curseur deux solutions mais on peut faire I'nypothese
que pourm=-1,5ily en aurait 2.
Etape 2 - Pour démonter
1. Le théoréme des valeurs intermédiaires.
2. SurR,
2 X _ 2 m _
-X*+2Xx-1-me*=0-x+2x-1 ——X—O
(=x2+2x-1NeX-m
& =
eX
& (- x2+ 2x - 1)e¥=m car pour tout réel x, eX# 0.

0

(-x2+2x-NHeX=mef(x)=m.

3. On peut remarquer que pour tout réel x,

f(x) = - (x - 1)2 &, donc pour tout réel x, f(x) < 0.

Il en résulte que pour m > 0 I'équation f(x) = m n'a pas
de solution.

fest dérivable sur R comme produit de deux fonctions
dérivables sur R:x— - x2 + 2x - 1 et x> eX.

Pour tout réel x, f'(x) = (1 — x2)e*, e* > 0 donc '(x) est du
signe de 1 - x2

2

X

2X X2 | jim X ; X

x‘eX=4|—e2 | lim —=-oet lim XeX =0,doncpar
2 X—y—oco X——oco

X

-, X = . . .
composition lim =e2 =0, ilenrésulte lim x2%eX=0,
X—>—o0 X—>—o00

lim eX=0.
X——co

f(x) = - x2e* + 2xe* — e¥, donc lim f(x) =0.
X—>—o0

2 1
Pour tout réel x > 0, f(x) = - x2eX (1 - = + —).
x  x2

lim x2 =+o et lim eX =+ donc par l'opération
X—>+oo X—>+oo

L . 1 . 1 N
produit lim x?eX= +eo lim —=0= lim — dou
X—>+oo X—+eo X X—+oo X

. 2 1 . .
lim 1—7+—2:1.Ilenresulte lim f(x)=-o
X—>+o0 X X X—>+oo

D'ou le tableau de variations de f:

X — oo -1 1 + oo
f'(x) - 0 +

0
0 0
f(X) \_ﬂz—w/ \
e — o0

D’aprés le tableau de variations et le théoréeme des
valeurs intermédiaires, dans R :

m > 0:I'équation f(x) = m n'a aucune solution
m=0:1 est I'unique solution

4 .
-—<m<0:3solutions
e

4 .
m =-—:2 solutions
e



4 .
m < ——:une seule solution
e

4. On retrouve les conjectures faites dans |'étape 1.

@ La fonction tangente

1. Dans R,cos(x):0<:>x:§+kn,ke VA
DoncD:[R{—{g+k1t,keZ}

. A . T
2. M étant un point image du réel x avec x # E+ km,

ke Z, sur le cercle trigonométrique, M n'est pas I'un des
deux points d'intersection de I'axe des ordonnées avec
le cercle trigonométrique. Il en résulte que la droite
(OM) n'est pas confondue avec I'axe des ordonnées. Elle
n‘est donc pas paralléle a la droite d. Les droites d et
(OM) sont donc sécantes en un point T.

M a pour coordonnées (cos(x) ; sin(x)), avec cos(x) non nul.
Une équation de la droite (OM) est donc y = tan(x)t.
Pour t =1, y =tan(x), donc T(1 ; tan(x)).

3. a. Le point image M de x et M’ de - x sur le cercle
trigonométrique sont symétriques par rapport a I'axe
des abscisses.

Les points d'intersection T et T” des droites (OM) et
(OM") avec d sont donc symétriques par rapport a l'axe
des abscisses et ont donc des ordonnées opposées,
d'ou tan(- x) = — tan(x).

Le point M image de x et le point M'image de x + 1 sur
le cercle trigonométrique sont symétriques par rapport
a O. Les points O, M et M” sont donc alignés, les droites
(OM) et (OM’) sont alors confondues et ont le méme
point d'intersection T avec d, d'ou tan(x + 1) = tan(x).

N T .
b. Lorsque x croit en restant dans [O ; E[ l'ordonnée de
. . T
T croit, donc tan est croissante sur [O ; E[

b b1 )
c. Lorsque x tend vers 5 etx< 3 l'ordonnée de T tend

vers + oo, donc lim tan(x) =+ co.

kT
X_’(E)
4. Pourtoutxe D,-xe Det
sin(=x) _ —sin(x) _

tan(-x) = =-tan(x)

cos(—x) - cos(x)

T T
x+n=5+kn<:>x=—5+kn,soitx+ne Do xe D,

d'ou pourtoutxe D, x+me D.
Pour tout xdans D :

sin(x + m) _ —sin(x)
cos(x +m) —cos(x)
tan est dérivable sur D comme quotient de deux
fonctions dérivables sur D et avec la fonction sinus au
dénominateur ne s'annulant pas sur D.

tan(x +m) =

=tan(x)

Pour tout x dans D,
cos?(x)+sin?(x) 1
cos2(x) cos2(x)

tan’(x) = =1+ tan%(x).

Pour tout x dans D, 1 + tan?(x) > 0 donc tan est stricte-

. T
ment croissante sur |:0 H EI:

lim sin(x) = 1 et lim cos(x) = 0 avec cos(x) >0 pour
. .

2 2
4 . osin(x -
0=x<—,donc lim Sin) =+00,50it lim tan(x)=+-oo.
2 n~ COS(X) o
X—=— X—=—
2 2
0 T
X i
2
tan’(x) = 1 + tan?(x) +

tan(x)

/+ [
5. a. tan(0) =0 et tan’(0) = 1 et donc une équation de
latangenteenOaTl esty=x.

0

. s . b1
lim tan(x) = +  donc la droite d'équation x = 3 est
x—Z

2
asymptotea I

. . . . T
b. La fonction tangente étant impaire sur }——;—[ la

partie de T sur }— g; 0] est la symétrique de la partie

. T e .
tracée sur [O ; E[ par rapport a l'origine 0, donc la droite
d'équation x = - bY est aussi asymptote a I.

La fonction tan ayant pour période m, les tracés de I sur
I P | I . . .
}— 3;- 7[ et }7;37[ s'obtiennent a partir de celui
2 2 2
T T T . .
réalisé sur ]—E;E respectivement par la translation

de vecteur - 7ii , et par la translation de vecteur mi.
Donc les droites d'équation x= - 3E et x= 3E sont
aussi asymptotesa I. 2 2

La tangente A en O ayant pour équation y= x les
tangentes aux points de coordonnées (- 1t ; 0) et (1t ; 0)
sont paralléles a A et ont pour équations respectives
y=x+mety=x-T.

On peut remarquer que I traverse ses tangentes en O
et aux points de coordonnées (- it ; 0) et (1 ; 0).
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Pour reprendre contact

@ Avec I'exponentielle

1. a. vA

e
R B
In@) 1 x
1 1
b.eX=1x=0 c.eX=2< x=In2=0,69 d.eX=E@X=InE=—O,69

@ Avec les propriétés de calcul

1. Pour tout réel x,

a. e2 x (e *)2 = e 2x+2 b.e X(2eX +e3¥) =2+ e 2% c.3e2X — 4eX = eX(3eX — 4)
2. Pour tout réel x,

4
a.e¥3=2ox=In2+3 b.3eX+1=5<:>x=In(§) CeXX_eX=0ox=0

deX+eX=2c(e*-12=0=x=0

@ Avec les limites en l'infini

1. La droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe de la fonction exp en —oo car lim eX =0.

X—y—oc0

.eX . . eX . e
2. a. lim — =+ b. lim eX—x= Ilim x(——1)=+oo c. lim —=0 d.

X—+eo X X—>+o0 X—>+oo X X——o0 X

Chapitre 7. Logarithme népérien

lim eX —x=+c

X —>—o0



@ Avec la dérivation

fa+h)—f(a)

1. fdérivable en a signifie que la limite en 0 de est égaleaunréel . Onaalorsf’(a) = 1.

LoeX— . e3x
2. a. lim =1 b. lim
x—0 X x—0 X

@ Avec le calcul des dérivées

=3

m -X
a. Pourtoutréel x,f’(x) = — 25in(2x + f). b.Pourx € |-2;2[,f'(x) = ——.
3 V4 - x?
¢. Pourtout réel x, f’(x) = (4x + 1)e2X>+x-3 d. Pour tout réel x, f'(x) = (1— x)e™*

e. Pour tout réel x, f"(x) = eX

Activité 1
1.
X —o0 a +o0
+o00
exp(x) b /
o —

D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a une fonction strictement croissante sur R, I'équation
exp(x) = b admet une seule solution a pour tout réel b > 0.

2.e9=1<In1=0; e'=e=lne=1

1 1
Ine2=2;e'=—=In-—=-1
e e

3.a. Ma;b)e6=b=e? <a=Inb s M(b;a)el’
b. etc. M estl'image de M par la symétrie axiale d'axe la droite d'équation y = x.
En effet, cette symétrie « échange » abscisse et ordonnée d’un point.

4. Conjectures

La fonction In est strictement croissante sur JO; + oo[
limlnx = —oco; lim Inx =+

x—0 X—>+o0
X —oo 0 +o0
+oo
eX 1 /
o —

Sio<x<1Inx<0.
Si>1,Inx > 0.

Activité 2
A. Exploration d’une table

1. Vérification immédiate.

2.
15 1,099 +1,609 = 2,708
21 1,099 +1,946 = 3,045
100 2x2,303 =4,606
103 3x2,303=6,909
106 2x6,909=13,818




3.a.02=2x1)
b. 0,5:0-0,693 =- 0,693

0,1:-2,303

1073:-6,909

c. 1,5:1,099-0,693 =0,406
1,25:0,223

0,75:-0,287

0,25:-1,386

0,125:-2,079

d. 0,223 + 2,485 = 2,708

B. Une fonction solution

1. a. eIn(ab) =ab et elna+lnb — eInaelnb =ab
b. On en déduit:In(ab) = Ina +Inb

c. Vérification immédiate.
1 1 1

2. a. Poura>0, In(a X 7) =Ina+In—= 0 puisqueIn1= 0 doncln— = -Ina.
a a a

b. Poura>0etb >0,

InE = In(a X l) =Ina+ Inl =Ina-Inb.
b b b

¢. Ina?2 =In(ax a) = 2Ina ;Ina3 = 3Ina et, pourn €N, Ina” = nina.

3. f,(ab) = kIn(ab) = kina + kInb = f, (a) + f, (b). La fonction f, est également solution.

TP1. Des lois en physique
A. Ala suite de Kepler

1. Impossibilité de distinguer les positions des quatre premiéres planétes, la grandeur des nombres ne rendant pas
possible cette distinction.
2, 3. 4. Voir fichier sur le site, la droite d'ajustement obtenue a pour équation y = 1,5x — 21,3.

5.InT=1,5Inr 21,3 & T = e'5re=213 5 T = e3InVre-213 = eln((\ﬁ)g)e‘”'3 =e213 (\/7)3

D'ou le résultat avec k = e72'3 = 5,6 x 10710,

B. Ala suite de Richter

1. La courbe de tendance logarithmique est affichée avec comme équation : M = 0,3InE — 3,2.

2. Affirmation (A) : énergie dégagée par un séisme de magnitude 7 : E = €102 j;

énergie dégagée par 30 séismes de magnitude 6 : E” = 30e°2j.

E’ > E: affirmation incorrecte. En fait, un séisme de magnitude 7 correspond a 3 séismes de magnitude 6.
Affirmation (B): 0,3In1000E — 3,2 = 0,3In1000 + 0,3InE —3,2=2+M

Affirmation correcte.

M 3,2 M 3,2
3. — =0,3logE — carin10 = 2,3 donclogE = +
2,3 2,3 0,3x2,3 0,3x2,3

Résultat remarquable compte tenu que nos calculs ne se basent que sur 5 observations.

= 1,45M + 4,64.

Chapitre 7. Logarithme népérien



TP2. Aire sous I’hyperbole
2.

A(a)
0
0,6931
1,0986
1,3863
1,6094
1,7918
1,9459
2,0794

N|ojun|bh|lw | N|I=]|Q

(o]

3. Conjecture : A(ab) = A(a) x A(b)

4. a. A(a+ h)— A(a) est l'aire de la partie du plan délimité par <€g, I'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et
x=a+h.

b.

E F
o Aire(ABDC) < A(a + h) — A(a) donc h x l 5 < A(@+h) - AQ@)
a
C D
e A(a+ h)— A(a) < Aire(ABFE) donc A(a + h)— A(a) < h x l
a
A B
¢ lim— =l; 1 _Aa+h-A@ < donc Iimw=l.
h—oa+h a a+h h a h—0 h a a ath

1
La fonction A est dérivableenaet A’(a) = —.
a
5. fest dérivable sur [1;+ o[ comme somme de fonctions dérivables et f’(a) = 0 donc f est une fonction constante;
f(1)=0d'ouf(a) =0 etdonc A(a) = Ina pour touta =1.
TP3. Distance d’un point a la courbe de In

A. Le point M, cherché semble avoir pour coordonnées (a;1), a = 2,65 et en ce point, la tangente a la courbe T et la
droite (AM,;) semblent perpendiculaires.

B. 1. Pour x > 0, d(x) = +/(x — 3)2 + (Inx)2.

Inx
X—=3+— Inx
2. Pour x > 0, d’(x) = ———-X%___ donc est de méme signe que f(x) = x — 3+ —.
Jx=3)2 +(Inx)2. X

3.a. limf(x)=—cet lim f(x)=+oo.
x—0 X—>+o0

—Inx . .
—————doncf’(x) > 0. fest donc strictement croissante sur |0 ; + o|.

2
+1
b. Pourx>0,|nx<x<x2+1;f’(x)=X >

X

c. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction strictement monotone sur ]0;+ o[, I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution ¢, avec 2,6 <a=< 2,7.

d.
X 0 o +oo
f(x) - 0 +
d(x) T dl —7

4. Lafonction d admet donc un minimum en o

X . (1 . ) -
En ce point, latangente TaT" a pour vecteur directeur u(l ; f) et la droite (AM,) a pour vecteur directeur v(a—3;Ina).
o

67 =a—3+"% _ f() = 0donc T L (AM,).
o



TP4. Logarithme décimal
1. a. log1=0;log10 = 1;10g100 = 2 ; log10% = k pourk € Z.

b. La fonction log a le méme sens de variation que la fonction In car pour x >0, (logx)” = (|In1xg .
n
limlogx = —et lim logx = +co.
x—0 X—>oeo
¢. log(ab) = In@b) _Ina+inb _ loga +logb pour tous réels a et b strictement positifs.
In10 In10
2. a. pH=5-2log2 b.1077
c. Le pHaugmente lorsque la concentration diminue.
Quand la concentration est divisée par 10 (par 100), le pH augmente de 1 (de 2).
d. Quand le pH augmente de 1 (de 2), la concentration est multipliée par 10 (par 100).
TP5. Les chiffres de 2n
1. a.
Nombre de termes a
1 chiffre 3

2 chiffres 3

3 chiffres 3

4 chiffres 4

5 chiffres 3

k chiffres 3ou4
b. Conjecture : Le nombre de termes de la forme 2" a k chiffres est soit 3, soit 4.
2. Soit m un entier a p chiffres. 10P~1 < m < 10°P

2In10 3In1
3. a. log10 = 1; log100 = 210 _ 5 - jog1000 = 2O _ 5
In10 In10

b. Soit a un entier > 0.

kl
logak = «na_ kloga pourk € Z.

In10

. . - i ,_ (Inx)’
c. Lafonction log a le méme sens de variation que la fonction In car pour x > 0, (logx)" = o
n

2" s'écrit avec p chiffres si et seulement si 10P~1 < 2" < 10P soit log10P~" < log2" < log10P soit p — 1= nlog2 < p soit
-1 1

P —he< L. La longueur de cet encadrement est —— = 3,3.

log2 log2 log2

4. Dans tout intervalle de longueur environ 3,3 il y a trois entiers n possibles. On a donc au moins 3 puissances de 2
ayant p chiffres. Un tel intervalle peut contenir 4 entiers comme illustré ci-dessous. C'est le cas pour p = 4 par exemple.

N

p-1 p
log 2 log 2

En revanche un tel intervalle ne peut pas contenir 5 entiers ou plus car son amplitude devrait étre supérieure ou égale a 4.

Chapitre 7. Logarithme népérien



TP6. Approximation de In2
1 1
+..+—
n+2 2n
2. Voir fichier sur le site. Pour n =10, on obtientu = 0,6687714 < In2.
Pour n =100, on obtient u = 0,69065343 < In2.
Pour n=1000, on obtientu = 0,69289724 < In2.

i 1
A. 1. La somme écrite en c., soit —— +
n+1

B. 1. Pourx>0,f’(x):1_—x et g’(x):X—;],
X X
X 0 1 +oo X 0 1 +oo
f'(x) + 0 - g'(x) -0 +
0
foo |1l 7 4 90 I,

Pourx>0,f(x)<O0et g(x)BOdonc1—lsInx<x—1.
X

2 keN*,x:$.
1—LsInwsu—lﬁisln(k+1)—lnksl.
+1 k k k+1 k

3. En sommant les inégalités précédentes obtenues pour les valeurs entieresde kdena2n-1,ona:

1 1
u,<In2n—-Inn<—+... +
In2 n__ 2n-1
l+u —i*u +i
n " 2n " 2n

1 1
4. a. Pourn>0,0<In2—-u, < —.Puisque lim —=0, lim u, =In2.
2n N—+e0 2N N—>+oo

1
b. u, est une valeur approchée par défaut deIn2 a 5 pres.
n

TP7. Equations avec paramétres

A 1. Voir fichier sur le site. Il semble que si :
k <0 :I’4quation a une solution

0 < k =< 0,36 : I'¢quation a deux solutions

k = 0,36 :Iéquation a une solution

k > 0,36 :léquation n'a pas de solution

2. Pour x>0, posons g(x) =Inx —kx; g’ (x) = M g’(x) a méme signe que 1— kx.
X
lim g(x) = —co, lim g(x) = 4.

x—0 X—>+o0

e Cas1k=<0

X 0 + oo
g .

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction strictement croissante sur ]0;+ o[ a valeurs dans
]— o0+ o[, I'*quation g(x) = 0 admet une et une seule solution.

lim g(x) =—ccet lim g(x) = —co.
x—0 X—>o0

o Cas2k>0

X 0

g(x) _—7 g( %) T




2
—|=-Ink—-1.
J ( k
1
-Ink-1>0= k<—
e
Donc,sik < —,d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué deux fois pour une fonction strictement croissante
e
1 . . o 1 e . .
sur |0; m et pour une fonction strictement décroissante sur P ;+ oo, '6quation g(x) = 0 admet deux solutions.
1 ., . .
Sik = —, I'4quation admet une seule solution : e
e

. 1., S .
Sik < —, I'4quation nadmet pas de solution.
e

B. Il semble que si:

k < 0:1"équation a une solution

0 < k <0,2:I'équation a deux solutions
k = 0,2 :I'’¢quation a une solution

k > 0,2 :I'’équation n’a pas de solution

2kx?

Pour x >0, posons h(x) = Inx — kx2 ; h’(x) = 1_7 g’(x) améme signe que 1— 2kx2.
X

limgx)=—c et lim g(x)=+oco
x—0 X—>+o0

e Cas1k<O

X 0 +oo
g0 .

D’aprées le théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction strictement croissante sur ]0;+ o[ a valeurs dans
|- o0 ; 4 o[, I'¢quation g(x) = 0 admet une et une seule solution.

lim g(x) = —oo
x—0

lim g(x) = —oco

X—>oo
e Cas2k>0
1
0 —_— +oo
X J2k
1

1 -1
— | = —(n(2k) +1
9( \/ﬂj 2 (In(2k) + 1)
1 1
—— >0 k<—
g( \/ij 2e
Dong, si k < zi, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué deux fois pour une fonction strictement
e

. 1 . . L 1 , .
croissante sur }O;—ﬁ} et pour une fonction strictement décroissante sur [—fﬁ oo‘:, I'équation g(x) = 0 admet deux
solutions 2k 2k

1

Sik = 3o I'équation admet une seule solution e
e

Sik < zi I'équation n‘admet pas de solution.
e

TP8. Suite de Fibonacci

A1 R=100);FK=20+1;2;FK=30+1+1;1+2;2+10;F, =5(0+1+1+ 11+ 1+ 2;1+ 2+ 1;2+14+1;2+2)

2. Sion possede un récipient de (n+2) litres, on peut soit enlever 1 litre et donc il y a F,,,; fagons mesurer la capacité,
soit enlever 2 litres et il y a F,, fagons mesurer la capacité. Ainsi, pourn=1,F, 5 = F, ., + F,.
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B. Voir fichier sur le site.
0,482n

InF, = 0,483n— 0,348 ; F, = >
e

—53a0 - Pourn =100 par exemple, cette approximation conduit a F, = 6 x 10%.

C. 1. Déterminer les suites géométriques (g") qui vérifient Iéquation (R) revient a résoudre l'équation g2 = g + 1.

. 1+5 , 1-45

Deux solutions : q = 5 ;q’ = 5
2. (aqn+2 + bq'n+2) — a(qn+1 + qn) + b(q/n+1 + q/n) — (aqn+1 + bq/n+1) + (aqn + bq’”).
P A
aarba’ =1 Jaarbq’ =1 aq+bq’ =1 T g-q 2 10
" lag? +bg? =2 ag+bg’ +a+b=2 a+b=1 1 5
%270

2 10 2 2 10 2

Pourn=1, Fn :[1+\/§](1+\/§]”+[1_\/§][1_\/§Jn

D. 1. Lasuite (u,) semble décroissante (a partir du rang 41!) et divergente (vers —eo).

2. Dans ces conditions,a = 0 et b ==—/5 —Tet, pourn =1, u, = —(1 + \/E)(

n
1-+5 .
2\/—] . Suite convergente vers 0.

Le tableur est pris en défaut car u, est remplacée par une valeur approchée, décimale, qu'on notera o

La suite (u,,) étudiée sur le tableur est donc une suite de Fibonacci avecu;= 1 etu, =o.

Si on cherche les valeurs de a et b correspondant a cette suite, on na plus a = 0 mais a < 0.

Doncu, = aq" + bg’"aveca <0etq > 1; la suite entrée sur le tableur a donc pour limite —co.

Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

@%1 1y =|Inx|

@3y =In(x+2) G,y =2In(=x)

€,y =Inx-2

@ La deuxiéme courbe représente la fonction f (ou
a=1). La premiére courbe représente la fonction g, la
troisieme la fonction h (ou b =1).

b
@ Réponse a. car N+ =In1= 0.
b a

@ a. aucune solution

c. deux solutions : Ve et—/e  d. une solution:e=2 — 2

b. aucune solution

5/a.A=In12douA>B b.A=In4,5douA<B
c.=In3e?;3e2 = 22 ;donc A >B.

(6[a. A=B=15

ENTRAINEMENT

@a.x =In4 =2In2

c.x:—%ln16:—2In2 d.x=1In2

b.A=2etB=§ donc A > B.

b. x = Inl =-In2
2

1 .
e.x =—In—=2In2 f. aucune solution

Corrigé dans le manuel.
[Ea.x:eoux:e*2

c.x=00ux=In4=2In2

(10( a. g =108

b. Par 2: on résout l'équation g(t)=2 <t =4In2
(environ 2 h 45).

Par 3 :onrésout I'équation g(t) = 3 < t = 4In3 (environ
4 h25).

102
@ a. Couple solution (eg ;eg)

b. Couple solution (e73; e5)

5
b.x=e3oux=e 2

@a.}%;m[ b0 [ U J1;+oof €.]0;e[Le;+ o]
@a.x—e+3 b.x = /e oux = —/e

)

3-e2
2
eex=2-eoux=2+e f. x=v2oux=-2

cx=eT+1 d.x=

14]a]-o;3[ b]-w;-2[U]l;+o[ ¢R" d.R}



(15/a.3n2 b.-4In2 c.2+In2

Corrigé dans le manuel.

@a.6ln2+ In5 b.2In5-41n2 c.6(In5+1n2)

18| a.2In2 b.4In2 c.In;—Oz—InZ—ZInS

d. pour tout x réel, Ine2¥ —In2eX = x —In2

Corrigé dans le manuel.
(20 1.2.x € 134 o]

@Rien a l'écran... aucun réel n'a une image par f
(attention : f n'est pas la fonction nulle).

@a. Faux b.Vrai c.Faux d.Vrai

@1.Ink:—12394x%+30,6

1 —a
~12394x—+30,6 =
2.k=e T donck=AxeT.

A=e30,6 et a=123%

1. a. Le logiciel permet ici de développer I'expres-
sion de f(x) en utilisant les propriétés remarquables de
la fonction In.

b. Résultat valable si x3 +3x2 -4 >0,
doncsix € ]1;+ oo,

2. Résultat vrai pour tout x réel. En effet, pour tout x
réel,eX —2x > 0.

@a. A résoudre dans }—2;—1[u:|l;+oo[: deux
3 2 2
solutions ; 2 et1.

R 1
b. A résoudre dans ]E;+ oo[ :une solution; 1.

c. A résoudre dans ]1; + oo[ : aucune solution.

Corrigé dans le manuel.

@ a. A résoudre dans |13 ; + oo[ : aucune solution.

V2

b. A résoudre dans ]2 ; + o[ : une solution ; 2 + Bl

¢. A résoudre dans ]2;+ o[ : une solution ; 3.

Corrigé dans le manuel.
(29]a. b.
X

0 e +oo| | X 0 e +oo

x(Inx — 1)

Inx —1

X 0 1 e +oo
Inx - 0 +
Inx-1 - -
produit + 0 -
d.
X 0 e e +00
1-Inx + + 0 -
T+Inx - 0 + +
quotient - | | + -

a.Dans [0;+ o[ :ensemble solution =]2;+ o[
b. Dans ]0;+ [ :ensemble solution =[1; e?]
c.Dans |13;+ oo :aucune solution

d.Dans ]0;+ o[ : solution =]0;e72[ U ]e3; + oo

@ Corrigé dans le manuel.

@a.n>6 b.n= 42
@a.zoans
Pourn>7

26,72
@ X < e 868 soit une pression inférieure a 21,7 bars.

b. 33 ans

36 | Corrigé dans le manuel.

4x2 -1
@Pourx>0 a.f’'(x)= X
X

b.f’(x) = #e)

x(nx +1)2
2x + 4)

X

c.f'(x)= Inx(lnx +

d.f"(x) = xQInx +1)

La tangente T cherchée coupe l'axe des ordon-
nées au point de coordonnées (0;Ina —1).

Corrigé dans le manuel.

1. Les deux courbes demandées semblent symé-
triques par rapport a lI'axe des abscisses. Soit M le
symétrique d’'un point M(x; y) de 6, par rapport a l'axe
des abscisses. M” a pour coordonnées (x; -y) :

1
—y=-Inx=Inh— M e%,.

X

3. Les tangentes en A(1; 0) a ces deux courbes ont pour
coefficients directeurs respectifs 1 et — 1; elles sont
donc perpendiculaires.
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1.T a pour équation y = x.

2.Pourx>0,f(x)— x = (nx)> = 0.

@ est au-dessus de T.

1.T a pour équation y =—-2x+3.

2. Pour x >0, on pose
gl = f(x)—(—2x+3):l—lnx+2x—3.
X

2x2 —x -1 -D2x +1
PR S AL

X
g’(x) >0 < x >1: g est strictement décroissante sur
10; 1, strictement croissante sur[1; + oo[.

g(1) = 0 donc g est positive sur ]0; + o[ . La courbe 6 est
au-dessus deT.

1.Ta:y:§—1+lna.

X
2. Pour x >0, on pose g(x)=Inx—-—+1-Ina.
a-x a

g'(x) =

g’ (x)>0< x<a: g est strictement croissante sur
10; a[, strictement décroissante sur[a;+ oo|.

3.g(a) = 0 donc g est négative sur ]0; + oo[. La courbe 6
est au-dessous de T.

44 | Soit k un réel fixé. Les tangentes a ces deux
courbes en leur point commun d’abscisse a ont pour

- . L]
coefficients directeurs respectifs — et — a; elles sont
Lo a
donc perpendiculaires.

Corrigé dans le manuel.
Corrigé dans le manuel.
a.enO:—oo;en+oo:0 b.en0:1;en+e:0

c.en0:+oo;en+oo;:—oco d.en0:+co;en+oo:+oo

a.In2 b.en 2t:4o00;en+e:IN2

c.en0:0;en+o :+oo;en 1 i—oo;en 1t 4o

49| lim f(x)=+cet lim f(x)=0.
X—>+o0 X—>—o0

La droite d'équation y = 0 est asymptote a ‘6en —oo.

50 | limf(x)=—et lim f(x)=+oo.
x—1 X—>+oo

La droite d'équation x = 1 est asymptote a ¢;.

(51 lim f(0=+wet lim f(=1.

X—=2 X—>+oo
La droite d'équation x = - 2 est asymptote a ¢, la droite
déquation y = 1 est asymptote a ‘6,en +oo.

52 (1. lim M0+X)

x—0

=(n) =1

1
1 1 In(1+—)
2. lim —=0 et lim xln(1+f): lim X/ — 1
X—>400 X X—>+oo X X—>+oo l
d'apres 1. X
In(1+ e*
3. lim e =0Oet lim e-XIn(1+e¥) = fim n+eD) _,
X—>—00 X—>—o00 x——o &%
d'aprés 1.
Inx 2InX Inx
53 [ En posant X = Vx, —— = ; lim —==0
P X X

a.Vrai b.Faux(—e) c.Faux (deux cas a traiter)
d. Vrai

(55(1.Faux (4) 2.Faux(-e<) 3.Faux(0)
4.Vrai 5.Vrai

x—1
(56 [ a. lim F(0) = +oo; lim £(x) = +eo; F/(X) = 2.
x—0 X—>+oo X
f est strictement décroissante sur ]0;1], strictement
croissante sur[1;+ oo[.

b. Iimf(x)=0; lim f(x)=+4oco;f’(X)=Inx +1.
x—0 X—>+o0

f est strictement décroissante sur ]0;e™"], strictement
croissante sur[e™; + oof.

C. ||m f(X):—oo; ||m f(X)ZO;f/(X): 1_|nX.
x—0 X—>+oo X

f est strictement croissante sur ]0;e], strictement
décroissante sur[e;+ .
Inx =1

d. limf(x)=0; lim f(x)=+oo;f'(x)=
x—0 X—>+o0

f est strictement décroissante sur ]0;e], strictement
croissante sur[e;+ oo.

@a. lim f(x)=+oo; lim f(X)=—oo ;f’(x)= 2 .
X—>—o0 x—0,5 —2x+1

f est strictement décroissante sur |- «; 0,5][.
b. limf(x)=-2; lim f(x)=—oo;f’(x)=1-2Inx.
x—0 X—>+o0
f est strictement croissante sur ]0;e%>],strictement
décroissante sur[e®> ; + oo,
c.limf(x)=0; lim f(x)=+;f’(x) = xInx.
x—0 X—>+oo
f est strictement décroissante sur ]0;1], strictement

croissante sur[1;+ oo[.

d.Pourx>1.limf(x)=—oo; lim f(x):+oo;f’(x):$.
x—1 X—>+oo x Inx

f est strictement croissante sur ]0; + oo[.

58 | Corrigé dans le manuel.

(59 [ soit k> 0.

a.Pourx>-k f/(x)=1+

x+k
b. Pour x>0, f{(x) = k(1 X).
eX +kx



(60 a. lim F()=0; lim £(x)=+e0; lim F(x) = —co ;
X——c0 xX—-2 1

X——
lim f(x)=0;
X—>o0
, 1 . .
f'(x)=——. f est strictement croissante sur
(x+MN(x+2)
]—oo;—=2[ etsur]-1;+ .
. . , eX —1
b. lim f(x)=+oco; lim f(x) =4 ;f (x)= .
X—>—o0 X—>+o0 eX —

f est strictement décroissante sur |— oo ; 0], strictement
croissante sur[0;+ oo[.

1.2x+In(1-e™) =Ine?* +In(1- e7¥)
=In(e**(1—e™)) = f(x)

x+In(eX =) =IneX +In(eX —1) = In(eX (X — 1)) = f(x).
2.a.forme 2 (+o) b.forme 1(-«) c.forme1

d.forme 3 e.forme?2

62 ] 2.a. lim f, (X) = +oo; lim £ (X) = +oo.
x—0 X—>+oo

x—1 . P
b. f/(x) = ——. f, est strictement décroissante sur ]0 ; 1]
X

et strictement croissante sur [1;+ oo[. f, admet donc un
minimum en 1 valant 1+ Ink.

3.a.b.c.Pourx>0,f, () —f, (x) = In(] + %)

€, sobtient a partir de 6, par translation de vecteur

(1 + X j. €)1 est située au-dessus de €.

klim fr () = (x) = 0. L'écart entre les deux courbes
—oo

tend vers 0 lorsque k — +oo,

2
(63/F(0=0105-—--=01c x=4.
x+1

Point cherché: A(4; 3 - 2In5).

a. Le centre du repeére est un centre de symétrie de
€

b.Pourx e |-1;1[, f(-x) = In(r—x) = —In(F—X) =—f(x).

- 1+ x
-2
¢ lim f(x) =4eo; limf(x) = —oo ;f'(X) = .
x—-1 x—1 1—x2
fest strictement décroissante sur |- 1;1[.
, 2
1.Pourx>—1,f(x):2ax+b+—.

X +1
f(O=2 c=2 c=2
f'(0)=-1 b+2=-1 b=-3

= =3
f’(3)=l 6a+b+—-=— a=—
2 2 2 2

Ainsi f (x) = %xz —3x+2+2In(x + 1.

2X

2 _ _
2. Pour x >-1, f’(x)=X71, le signe de f’(x)
X+1

correspond a celui de x2 —2x — 1. A = 8 ; racines 1— V2
et 1+ \/5 f est strictement croissante sur ]— 11— \/EJ
strictement décroissante sur [1 - \/E;H \/5[ et
strictement croissante sur [1 +2 ;+ oo[.

2Inx

(66 1. 1im £(x) = +eo; lim F(x) = +oo; /() = 20X,
x—0 X—>+oo X

f est strictement décroissante sur ]0;1], strictement
croissante sur[1;+ oo[.f(1) = 0.

2. Si m <0, I'équation f(x) = m n'a pas de solution, si
m =0, une solution (1) et deux solutions sim > 0.

h =e03,
(68/1. lim f()=+e; lim f(0=0; la droite
X——oo0 X—>o0

d’équation y = 0 est asymptote a €.

—X

2. Pour tout x réel, f’(x) =

2 f est strictement
décroissante sur R.

3. Coefficient directeur de Ty: f'(0) = —%.

In(e+NH—In(e"+7 1
2 2

Coefficient directeur de (AB) :
Les droites T, et (AB) sont paralleles.
-1
4.T,:y=——(x—-D+In(e7T+1
IR Ao 1( )+ In( )
T, iy=——(x+1+In(e+1)
e+1
T, etT_, se coupenten A(0;In2).

Remarque: I'éqgalité In(e+1)—In(e~"+1) =1 joue un
réle important ici.

(69 1.E=1-2;0[L]0;3

2. lim f(x) = 4+oo; lim f(x) = —oo; lim f(Xx) = —oo.
x—-2 x—0 X—3

3. Pour xeE, f(x)=0sux)=1< x=-1ou x =2.
% coupe l'axe des abscisses en A(- 1;0) et B(2; 0).

’

u . .
4.f" = —donc f’ et u’ ont le méme signe sur E.
u

fest strictement décroissante sur |- 2; 0 et strictement
croissante sur ]0; 2], strictement décroissante sur[2; 3.
f(2)=0.

70 | Corrigé dans le manuel.

1

@ 1. a. Pour x >0, h’(x) = 6x2 +2x+—, h’(x) > 0.
X

h est strictement croissante sur ]0; + oo|.

b. lim h(x) = —c; lim h(x) = +c.
x—0 X —>+oo

c. Théoreme des valeurs intermédiaires pour une
fonction strictement croissante. 0,542 < o < 0,543.

d. Six € ]0;a[, h(x) < 0 etsie o+, h(x)> 0.
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2.a. limf(x)=+o; lim f(x)=+oco.
x—0 X—>o0
La droite d'équation x = 0 est asymptote a 6.
h(x) ., .\
b.f’(x) = % d'ou le résultat.
X
c. fest strictement décroissante sur |0; o[ et strictement
croissante sur Jo; + oo[.

@ 1. a. lim f(x) = +; la droite d'équation x= 0 est

x—0
asymptote a 6.
b. lim f(x)=+e

X—>+oo
1
2.a.Pourx>0,f"(x)=2x—-Inx-1-—
X

2 _
etF”(x) = 2)(72"”
X

b.2x2 - x+1:A=-7.Pourx>0,f”(x) > 0.
f’ est strictement croissante sur J0; + .
c.f’(1)=0.Six € |0;1[, f"(x) < Oetsie |1;+ o[, f’(x) > 0.
3. fest strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement
croissante sur |1;+oo[. f(1) = 1.

B 1. limfi(x)=+c0; lim fi(x)=+oo; f, semble

x—0 X—>o0

strictement décroissante sur ]0; k[, strictement crois-

sante sur |k ; + oo[.

2.Pourx>0,f/(x) = L(Xik) donc le signe de f/ (x)
ol
k x

correspond a celui de x — k d'ou le résultat annoncé.

1.Pourxe[R, f=xoInx2+1)=0 x=0.

2
(X2 L doncf’(x) = 0.
x“+1

f est donc strictement croissante sur[0;1].
Six e[0;1],f(x) e[f(0);f(D)] <[0;1].

3. Récurrence immédiate qui découle de la question 2.

2.Pourx eR, f'(x) =

4. Soit n >0. u

2
_ us+1 .
i1 — U ——In(L,_,) <0 donc la suite

n
>1
(u,,) est décroissante.

5. (u,) est décroissante, minorée par 0. (u,) est
convergente. Sa limite est 0 d’apreés la question 1.

@ Corrigé dans le manuel.

76 | a.Vrai b.Faux c.Vrai d.Faux

@ Seule I'affirmation b est correcte (x = 4 solution)

Hausse de 3 dB

Hausse de 10 dB
Hausse de 20 dB
Baisse de 3 dB
Baisse de 10 dB
Baisse de 20 dB

Vrai car10log2 = 3,01
Vrai car10log10 =10
Vrai car10log100 = 20

Divisée par 2

Divisée par 10

Divisée par 100

n
1.(1+L)—2<:>n— In2t
100 In(1 7)
100
2.0- 0272
oot
100

a . Corrigés dans le manuel.
APPROFONDISSEMENT

a. Couples solutions
[e—x/e2—4 et+e?2—4 ]
; et

’

2 2
e+ve2—4 e—e2—4
2 ' 2

b. Couples solutions : (e7';e3) et (e3;e7")

@ 1. La dérivée, pour k>0etx >0 de

g : x > In(kx) —Ink —Inx est la fonction nulle. Puisque
g(1)=0alors g(x) =0 d'ou I'égalité.

2.Pourx >0,

1 1 1 1
x—=1< In(x—): 0 Inx+In—=0< In—=-Inx.
X X X X

3. Pour x et y positifs,

X 1 1
In(f) = In(xf) =Inx+In—=Inx—Iny.
y y y

4, Une seule solution : 3

—2x+2
104 1.Pour0<x <2, ¢'(x) = —.
9’0 —x2 +2x

Le signe de ¢’(x) correspond a celui de —2x + 2.
@ est strictement croissante sur ]0;1] et strictement
décroissante sur[1;2[. ¢ (1) =0.
2. lim @(x) = —cc et lim @(x) = —eo.
x—0 X—2
Les droites d'équation x =0 et x= 2 sont asymptotesaT".
3.Pourld<1, ¢(0—a)+ ¢(+a) =0.
La droite déquation x =1 est un axe de symétriede T".

105 1. lim f(x) = —oo; lim f(X) = +oo; lim f(x) = —oo;
X—>—o0 x—-1 X—2
lim f(x) =+o.Pourx<-10ux>2,
X—>+oo

f'(x)=1+ (> 0) donc f est strictement

-3
(x+1N(x—2)
croissante sur |- eo; —1[ et sur ]2 ;+ oof.

2.Pourld > =,f|=—a|+f|=+a|=1.Le point ||—;—| est

centre de symétrie de 6,

@ 2.a.Pourtoutx, u’(x) =1—e™X.

u'(x) >0 x>0. u est strictement décroissante sur
]— o0, 0] croissante sur [0;+ o[, u(0) = 2 donc u(x) > 0
pour tout x réel.



u'(x)

b. Pour tout x, f’(x) = donc f” et u’ ont le méme

signe sur R donc f est strictement décroissante sur
]—o=; 0] croissante sur[0;+ o[, f(0) =In2.

3.a. Pourtout x,—x + In(xe* + eX +1)

=Ine ™ +In(xeX +eX +1) =In(e " (xeX +eX +1)) = f(x).
b. Pour tout x, f (x) — (-x) = In(xe* + eX +1).
xeX+eX+1>1e x+DeX >0 x> -1,

% estau-dessous de dsur |- o;—1],au-dessus sur[—1;+ o] .

c. lim f(x)+ x = 0.d est asymptote a € en —co.
X—>—oo

—X
4.a.Pourx>0,f(x)—Inx = In(ﬂ).
X
—-X
1+ e X <2donc In(x+1+e )<In(X+2).
X X

—X
xrlte? >Tdoncf(x)—Inx > 0.

b. La courbe 6 est donc située au-dessus de T".

c. lim f(x)—Inx =0.T estasymptote a ‘€ en +oo.
X—>Fo0

+1
Pourx>— 1, MN=Inx+7—Inx = In(x )
X

+1
lim X—=1 donc lim MN=0.
X—>+oo X X—>+o0

1. lim u, =1.
N—>+oco

2. a. Les suites (P,) et (5,) semblent décroissantes et
convergentes.

b.VneN,p, = 1+2
2(n+1)
svnehrp = 132435.0(0+2) _ n+2

22324252 n2(n+12  2(n+1)

4.VneN', S =InP,. lim n+2 _ 1 gonc
no+eo2(n+1) 2

. 1
lim S, =In-=-In2.
N—+oo

1 ln(a+bj_lna+lnb:|n(a+b)
2 2 2Jab

2
a+b_1_(\/a—\/5) Ina+Inb
2Jab 2ab 2

2. L'image par la fonction In d'une demi-somme est
supérieure a la demi-somme des images.

+
= 0 donc In(aTb) =

(111/1.2000€ 2.a.1500 € puis 2250 €

1
b. Suite géométrique de raison 1+ —.

n
c.
n=3 n=4 n=5
2 370,37 244141 2 488,32
1
1 In(1+—)
2.aetb.|nun:nln(1+—); lim Inu, = lim ——"—=1
N/ n—-eo N—>+oo l
n

donc lim u, =e.
Nn—+oo

Marcus ne pourra pas devenirimmensément riche, son
pécule ne pourra dépasser 2 718 €...

1M2| 1. Iimf(x)=—c0; lim f(x)=0;
x—0 X—>+o0
1-Inx
X2
strictement décroissante sur[e;+oo[.f(e) = e

f'(x) = f est strictement croissante sur ]0; e],

2.a.PourO<n<p,p"=nP <Inp" =InnP
< ninp = plnn < f(n) = f(p).
b4 _2in2_In2

4 4 2

c. Unicité de la solution évidente.

@1. Pour x > -1, on pose f(x):ln(1+x)—iet
X+1

gx)=In(+x)—x. f'(x)= (négatif sur |-1;0],

(x+1)2
positif sur [1;+o[) et g’(x) = % (positif sur ]-1;0],
X
négatif sur[1; + oo[). Le minimum de fsur |- 1; + o[ vaut
f(0) = 0 et le maximum de g vaut g(0) = 0. Ainsi f(x) = 0
etg(x)< 0. DoncL <In(x+1) = x.
x+1
7
2001402 c1p 2
4 453 125
5 1 1 1
b.In5-2In2=In—-= In(1 + f)doncf <In5-2In2=<—.
4 4 5 4

27 3 3
7In2 —=3In5 =In=—donc— <7In2-3In5 < —.
3 125

c. On obtient les encadrements :

O,6+i$ln2<0,75+i
128 125

0,623 0,774
1,4+i$ In5 < 1,75+i

128 128
- <%

1,446 1797
3.a.0n pose x = —.
n

b. On a successivement :

1 n+1 1 1 n+2 1
—<In—<—; <In H
n+1 n n n+2 n+1 n+1

1 2n
— <
2n

n <

2n—-1 2n-1
n+1 n+2

un<ln(—><
n n+1

. Par sommation,ona:

1 1
<u, +————soit
2n—1 n n
1
u <In@R<u, +—.
n n 2n

1
¢—-—<u,-In2<0.0na: lim u, =1In2.
2n

N—>+oo
(114 1. 2. lim F(0 = +oo ; lim F(0) = +oo.
x—=1 X—>Foo
, Inx —1 . S
b.f’(x) = . fest strictement décroissante sur ]0; e],

2
X
strictement croissante sur[e; + o[.f (e) = e.

2. a. Montrons par récurrence que, pour tout entier n,

es Upi = Up-

Chapitre 7. Logarithme népérien 13
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Initialisation :Ina > 1donc u; < uj.
a>edoncuy;=f(a>f(e)=e.

Hérédité : soit n un entier tel que:e <u,; <u,
festcroissantesur|e ;+ oo donc f(e) <f(u )< f(u ).

e U

n+1
n+2 Un+1
La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : La suite (u,,) est décroissante, minorée par e.
b. La suite est donc convergente vers |'unique solution
de I'équation f(x) =x: e.

3. Algorithme

ENTREES : Saisir(a) // aréel,a>e
Saisir (p) // p entier
INITIALISATION :
N« 0
TRAITEMENT :
Tantque a—e =107 Faire

a< -4 s N« N+1
: n(a)
FinTantque
SORTIE : Afficher N

@ 1. a. Récurrence immédiate.

b.u, ,-u,=u, (e*“n - 1) donc la suite (u,) est
<1

décroissante.
¢. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc
convergente vers 0, unique solution de l'équation
xe X = x.

1 1

2.e 5 = = =u
Upgly @y Uy U u n+1
evoe, . .e"n 70X71X”.><7n
up Uy Uni1
3.5n:—lnun+1, Ilm u, =0dou lim §, =+

N—>+oo

16/ 1. Pour x>0, £7() = T0X, (9 - =3+ 20X
X

2. a. Propriété vérifiée pourn=1.

+v, |
Soit n un entier = 1tel que : f™ (x) = Up T VpInXx
Xn+1
£ () = X" (v, — (n+ N, +v,Inx)
X2n+2
FO4D () = (v, —(n+Mu,)— (v, (n+DInx)
Xn+2

d'ou le résultat.
b.VneN", v, =(=1)" n!
Initialisation : (1?11 =1= U
Hérédité : Soit n un entier =1 tel que
1 1
u, =" nt (1+7+...+—)
n 2 n

Uy =V, =N +Du,
Uy ==1" (n+1)l(L+1+l+ +l)
n \n+1 2 7 on

Ce qu'il fallait démontrer car (=1)" = (=1)"*2.

@ 1. hlnh = —oo. fn'est pas dérivable en 0.

x—>0
h2| h
2. lim n

x—0

=0.festdérivableen0Oetf’(0)=0

1.a.m=0:aucune solution ;m >0:deux solutions
notéesa,, etb,,

b. La suite (a,,,) semble croissante et convergente vers
1
e 2, la suite (b,,) semble décroissante et convergente
1

verse 2.
2. a. Equation du second degré (A = 16m). On obtient :

a, = e%(H#J et b, = e7%[17ﬁ).
b. Sur]0;+ [, posons g(x) = e_%(F%].

] 1_7
Onag’(x)= ( J < 0. g est décroissante sur

]0;+ o[, la suite (bm) est décroissante sur N*,

c lim —11—i . lim b —e_%
Yoo 2 \/; 2 Mot ’

1. a. La valeur k=1 semble jouer un réle important.

b. Pour x>0,

ff00=nx?+2Inx+k = X2+2X+k (A=4(-k)).
X=Inx

Sik=1A<0etf/(x)=0.Si k=1, lafonction f, est

strictement croissante sur 0 ; + oo[.

Si k <1, la fonction f, est strictement croissante sur

:|O e V1 :| et sur [e“*“‘k ;+o<>[, décroissante sur
[e**‘“*k ;e—1+\/1—k:|_

_(nX)
2. lim —=0d | =0
o Jm 5 - 0dore Jim_
(InX)?
b.f, (x) = +—.
K () = X X
X=—
X

lim X = +o0; lim fk(x)
x—0 X—>
PROBLEMES
1limF() = —oo; lim £(x) =

x—1 X—>+oo

1 ((Inx)2 + 1)
f(x) = Xiz > 0 fest strictement croissante sur

(Inx)
115+ o[
2.a.f(x)—Inx = il L dim () =Inx)=0
INX x>+

b.f(x)—Inx < 0.

c. La courbe T est asymptote a € en +oo, € est au-

dessous de I" sur]1;+oo].



3.a.T,:y=f"(@x—a)+f(a.
0eT, & fla—af'(a)=

b.Pourx>—1,g(x):0@Inx—i—7—1:0

nx)® —nx)? —Inx -1
(nx)?

& (nx)® —(nx)? —Inx—1=0.

=0

. . 1
. Pour tout tréel, u’(t) = 3t2 — 2t — 1(racines: 1 et——).u

. 1 L
est croissante sur }— 00— g] et sur[1;+ o[, décroissante

1 1
sur[—gﬂ}u(—g) =~—0,8;u(l) =—2.D'apréslethéoréeme
des valeurs intermédiaires appliqué sur [1;+co[, la
fonction u s'annule une seule fois sur R en «<=1,84.

Il existe donc une tangente a 6 unique contenant O, en
le point d'abscisse a.

(121] 1. lim £, () =
x—0

, n—2-2ninx
f"(X):T'

—co; lim f,(x)=0; pourx>0,
X—>+o0

n-2

f, est croissante sur }O;e 2n J décroissante sur

n-2 n-2

— — n
I:e 2n ,+oo|:.f(e 2nj: o

2e n

3. a. «différence» constante entre deux courbes
successives.

b.f  00—1f,00=— (mdependant den).
f,—f=f-F.

—oo; lim f(x)=+
X—>+o0

@Partie A.1.limf(x) =
x—0
pour x>0, f’® =2x +i > 0.

X
f est strictement croissante sur ]0; + oo[.

2. Théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la

fonction f sur ]0;+o[. (0,5 =-2,5; f(e 16) 0,6.
1
0,5<a<e 16

3.Six<o,f(x)<0;six>o,f(x)>0.

PartieB.1.g(x) = x —%xz =lhx & f(x) =

2. La suite (u,) ne semble pas monotone et converger

vers o.
1

3.a. Initialisation : uy = 0,5; u; = e 16 . Résultat vérifié
d‘apres la question 2.A.

Hérédité :soitnunentier natureltelqueu,, <o < u,, ;.
g est décroissante sur R donc g(u,,,) = g(or) = g(uy,,,1)

SOIt Uy, n <O Uy, . g est décroissante sur R donc

9(Uzps2) = 9(@) = g(Uypyq) dOU Uy SOUS Uy, CO
qu'il faut démontrer.
b.n =6.0,838 est une valeur approchée de o a 103pres.

Partie C. 1.0OM = \/x2 + 4(Inx)2 = \/h(x).

2.a. Pour x >0, h'(x) = 2f(x)'

décroissante sur ]0; o], croissante sur[o ; + oo[.
b.A(a, 2Ina).

@A. Pour n= 10 et x= 2, l'algorithme propose
0,69338183 (valeur affichée par une calculatrice :
In2=0,6931471806).

Pour n= 10 et x= 3, l'algorithme propose 1,0992018
(valeur affichée par une calculatrice : In3 =1,098612289).
Pour n= 10 et x= 3,3, l'algorithme propose 1,1946188
(valeuraffichée parune calculatrice :In3,3 =1,193922468).

2 0 .
B. 1. a. Récurrence: u§ = uy = x. Soit neN tel que

2" 2n+1 _ 22" 20
X=u?".uily =Ju, =uj =X
b. Récurrence immédiate.

(ot~ )t +1) w1
(ﬁ+1) Jup +1

\/7+1>2donc\/7 doncun+1—1$%(un—1).
+

c.SoitneN.u, ,—1=

n+1

d. Linégalité de gauche est acquise. Linégalité de droite
se démontre par récurrence immédiate.

.PartleA 1.a. Pourx>0
00 = i) = 3 (x )-
T+ x T+ x

b. Soit nun entier=1etx =0,
1

fr(x) = ——(1—x+x2+ A (EDMTTxn
T+ x

_(_-I)nflxn B (_X)n
T+ x T+ x
c. Si n est pair, f,, est croissante sur [0 ; + oo[.
Si n est impair, f, est décroissante sur[0; + oo[.
d.f,(0) = 0. Pour x = 0,f,,_;(x) < 0;f,, (x) = 0.
e.fr () =0= F () <In(l+x)
fHk100<0=In(+x) < F;_;(x)

donc f;(x) =

2 43 44 5 46
f.x—X—+X——X—+X——X—<In(1+x)
2 3 4 5 6

x2 x3 x* X

Partie B. 1. On cherche un encadrement de In(x), le
probléme nous fournit un encadrement de In(1+ x) d'ou
la nécessité d'affecter X - 1a X.

N = 3 est nécessaire pour une initialisation convenable.
2. Encadrement T < In(X) < S.

Chapitre 7. Logarithme népérien 15
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11 0,095308333 | N=5 0,0953101798
0,095333333

1,3 |0,2623395 N=7 0,2623642645
0,262461

1,5 |0,40531529 N=9 0,4054651081
0,40580357

1,7 |0,53043703 N=15 0,5306282511
0.53092148

1,9 |0,64147239 N =35 0,6418538862
0,64229041

2 0,69264843 N=1003 | 0,6931471806
0,69364643

PRENDRE DES INITIATIVES

@ Pour comparer a et b, comparons
Ina =2014In2012 et Inb =2013In2013 et, pour cela,
étudions le signe, pour x> 1 de
fxX)=x+DInx=1-xInx.
f'x)=In(x-"1+ X+l Inx—=1; lim f'(x)=0
x—1 X—>+o0
-x -1

(x—

décroissante et positive pour x > 1.

f”(x)= 5 <0. Lafonction f”estdonc strictement
X

f est donc une fonction strictement croissante sur
11;+ o[, s'annulant une seule fois pour & = 4.

Six > o, f(x)>0 soit (x+DIn(x =1 > xInx

doncina > Inb etdonca > b.

On montre par un procédé similaire (étude du signe de
(x) = xInx = (x = 1)In(x + 1)) que Inb > Inc et que donc

b>c.Ainsi:a>b>c.

Alre OAME = 0.35

0

ol? r H 3 A

Le probléme revient a déterminer, pour x =1, le

. . Inx .
maximum de la fonctionf : x = —, f(x) donnant |'aire
X

du rectangle OAMB.
1-Inx

Pourx =1,f"(x) = 3
X

X 1 e +oo
f’(x) + 0 -
f(x) o —
e
L'aire du rectangle est donc maximale pour x =e.
1
Dimensions du rectangle d'aire maximale (f):
e
OA=e et OB= i
e2
34
24
14
8
.24 M
Pour x >0, fy (x) =Inx + 1+ k.
fi(0)>0 e x> ek
X 0 e~k +oo
f’(x) - 0 +
fi 0
A \ fk (mk) /

La fonction f, admet un minimum en m;, = e~¥-",

f (my) ==k —Dmy + km, =-m, donc le point M,
appartient a la droite d‘équation y = —x.

11 _ Inb-1I
1. Les nombres —, — et no=ha sont les coeffi-
ab b-a
cients directeurs respectifs des droites d,, d; et d,.
Onlitdonc: +<No=Ma 1
b b—a a

Inb—Ina

1 . N
2. Montrer que < — revient a montrer que
a

Iné < b_ 1carb —a > 0. Montronsdoncquelnx < x —1
poaurxa> 1.Pourx> 1, posonsf(x)=Inx—x+1.
f'(x) = I=x < 0 donc fest strictement décroissante sur
11;+ oo Ii):n f(x)=0.

x—1

Pourx>1,onadoncf(x) <0 soitinx < x—1.



Inb—Ina

1 . R
Montrer que >B revient a montrer que

b-a
In9>1—lcarb—a>0.
a b
a

1
Montrons donc que Inx > 1—— pour x > 1. Pour x > 1,
X

1 1
posons g(x) =Inx —1+—. g’(x) = X—z >0 donc g est
X X

strictement croissante sur |1;+eo[. lim g(x) = 0. Pour
x—1

1
x>1,onadoncg(x)>0soitlnx >1-—.
X

Soit M un point de ¢ d'abscisse x.
OM?2 = x2 + (Inx)® = f(x) et, pour x >0,
2Inx  2(x2 +Inx)
+ = .
X
Le signe de f’(x) est celui de g(x) = x2 +Inx.

f'(x)=2x

g'(x)= 2x+l > 0.
X

X 0 +oo

g’ ()

“+ oo
9(x) . /

La fonction g s'annule une fois pour o< = 0,65.
Onadonc:

X 0 o +oo

f’(x) - 0 +

foo \ /

flo)

La fonction f, admet un minimum pour x =q.

La distance OM est donc minimale pour le point M de 6
d'abscisse c.

y =—In(sinx)

31/

a. Vrai b. Vrai

2
.l L
o1 -
1+ -
1 2 3 X
(132/ €y = In(x + 3) +In2 = In@x + 6)
A(1;0), B(-2;In2) donc AB(-3;In2)
C(e;1),D(0;In6) donc 5(—e;|n6—1)
styﬁ_yﬁxﬁio'
Les droites (AB) et (CD) ne sont pas paralléles.
VERS LE POST BAC
@ 1. Pour x > 0, on pose
f(x):;—ln(1+x)+lnx
1+ x
gix) = l—In(1+x)+|nx
b's
fet g sont des fonctions dérivables sur ]0; + oo,
Flx) = — 5 - L
A+x? T+x x  x(1+x)?
=t o 1
9 x2 1+x x  x2(1+x)
lim f(x)=0, lim g(x)=0
X—>Foo X—>+o0
X 0 +o0 X 0 +oo

0
f(x) 7 g()

1
Pourx >0, f(x) < 0 donc
1+ x

<In(1+ x)—Inx

etg(x) > 0 donc 1 >In(1+ x)—Inx.
X

2. On ajoute ces inégalités obtenues a la question
précédente pour les valeurs entiéres de kde 1 a n.
. n BT
On obtient:u, — P < Inn < u,,. Cette derniere inégali-
n

té permet d'affirmer, par comparaison, que lim u, = +eco.

N—+oo
In
Pourx>0etx<1,onposef(x): xinx,
x _ Inx x2 =1
Limiteen1:f(x) = ——x ——.
x+1 x-—1

Chapitre 7. Logarithme népérien
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Inx In(X+1) lim In(X+1) _

. Inx
= ; 1donc lim —— =1
e X X—0

x=1x—1

X=1y% 4

donc limf(x) = l
x—1 2
Sens de variation de fsur]0; 1[.
_x2 _ 2 _
F(x) = x?Inx —Inx + x
(2 =2

de méme signe que g(x) = —x2Inx —Inx + x2 — 1

! donc le signe de f’(x) est

1 1
g x)==2xInx+x—-—;9"(x)=-2Inx -1+ —
X x2

1 1
Si x appartient a ]0 ; 1[, — =1 donc “1+—=0et
X X

puisque —2Inx = 0 alors g”(x) = 0.

g’ est donc strictement croissante sur 10 ; 1[, g’(1) =0
doncg’(x)<O0surlo; 1L

g est donc strictement décroissante sur10; 1[,
g(1)=0doncg(x)=0surl0;1[.

Ainsi, pour x € 10;1[, f'(x) = 0.

f est donc strictement croissante sur]0; 1[.

1 1
Puisque lim f (x) = —alors pour x € ]0;1[, f(x) < —.
x—1 2 2

Accompagnement personnalisé

@ Passer d’une limite a une autre

1.a. Posons, pour x >0,t =Inx.Onax = el.

. Inx t 1 et
lim t=doo;—=—=— lim — = 4o
X—>oo X el el "to4e
t
Donc lim —=0
X—too X
Inx 1 Inx
b.PourneN", — = —_
xn o x"
. Inx . Inx
lim — =0, lim ] =0donc lim —=0.
X—teo X x—teo XN 1x x—>+o0 X
. X 1
2. Pourtoutréel x, xe ™ = — = —,
ex eX
X
eX
lim — =+oodonc lim xe * =0.
X—>+oo X X—>+oo
1
3. Posons, pour> 0, t = —.
X
. 1 1 —Int . Int
limt=+c;xInx=-In-=——; lim —=0.
x—0 t t t t—+oo T
Donc lim xInx = 0.
x—0 | 3 |
nx 2Inx
4. Pour x > 0,Inx? = 2Inx donc —— = .
X X

. . Inx . Inx
Puisque lim — =0alors lim ——=0.
X—>+o X X—+too X

@ Rechercher un ensemble de points
A Exemple guidé
Etape 2: Pour x > 0,

fi(x) = %(k —Inx+ x(T)) = %(k —=Inx -7

) >0 Inx <k-1e x <ek!

X 0 ek +o0
() + 0 -
fk x) 7 fk(ek—1) —

f posséde un maximum atteint en x; = ek~'s.

fi(ek ") = %ek“(k —(k=1) = %e’” donc le point S, a

, 1
pour coordonnées (ek‘1 ;Eek“).

. 1
Etape 3: a. y, :5 X+ Les points S, appartiennent
donc a la droite déquation y = Ex.

b. Quand k décrit R, x, décrit ]0; + oof.
La courbe décrite par les points S, est la demi-droite

1
d'équation y = EX (x> 0).

B En autonomie
1.a.S, a pour coordonnées (k +1Vk2 + 1).

f(k+1)= k2 +1=J(x, — 1% +1donc

f(X ) = XE = 2%, +2.

Les points S, appartiennent a la courbe d'équation
y =+x2 —2x + 2. Lorsque k décrit R, x, décritR.

La courbe décrite parles points S, est courbe d'équation

y=~x2-2x+2.

1
b. S, a pour coordonnées| —;Ink |.
kap ( K j

fk(ﬁj =Ink = In[):z] =-2Inx,.
k

Les points S, appartiennent a la courbe d'équation
y =—2Inx. Lorsque k décrit ]0;+ o[, x, décrit J0;+ oof.
La courbe décrite par les points S, est courbe d'équation
y =-2Inx.

k+1
¢. S, a pour coordonnées (T+ ; Zk).

k+1 2
fy (T) =2k = . Les points S, appartiennent a la
X — 1

2 *
courbe déquation y = —t Lorsque k décrit R, x,
X

décrit R\ {1}. La courbe décrite par les points S, est la

2
courbe d'équation y = ot
X —

x/?_1—2e’<J

d. S, a pour coordonnées [ ;

2 ek 41

[\/EJ 1-2ek  1-2e4%
fk — | = =

= . Lorsque k décrit R, x

ek+1 et 41 q k

décrit J0; + o<[. La courbe décrite par les points S, est la
4x2

—2e

1-2
—— (x>0).
+1

courbe d'équation y =
e4)(



e.S; a pour coordonnées (Ink +3; %)
Ink Xk -3 L.
fonk +3)= R Lorsque k décrit ]0;+ o[, x,
décritR. La courbe décrite par les points S, est la courbe
-3
d'équation y = );X_3.

1
f. S, a pour coordonnées (e_? ;klnk — 1)

( —1) In(=Inx,)
file k/=klnk-1= —— -1
In Xk
Lorsque k décrit 0 ; + o[, x, décrit]0; 1[. La courbe décrite
In(-I
par les points S, est la courbe déquation y = M -1
nx

2.a. k>0.Pourx >0,

2 _ g2
Bl S 6. S
x(x2 +k?) x(x2 +k?)

Le signe de g; (x) correspond a celui de (x — k).

gr ) =

X 0 k +oo
() I - 0 +
fi ) | T i —

fi posséde un minimum atteint en x, = k.

f,(k)=In2k donc le point S, a pour coordonnées
(k;In2k. Lorsque k décrit ]0; + oo[, X, décrit J0;+ oo[. La
courbe décrite par les points S, est courbe déquation
y =In2k.

~1H

b. Voir fichier joint. Pour x > 0, hy (x) = (Inx)% +2Inx + k.
Pour étudier le signe de h; (x), on pose X = Inx.

h, () = X2 +2X —k (A = 4(1- k)

Sik=1,A <0:onadonch(x) = 0 pour tout réel x> 0.

Les courbes 6,, pour k = 1, nadmettent pas de
«sommets ».

Les extremums n'existent donc que pour k< 1.

Ils sont obtenus pour x = e~(#V1=K) et x = e=(1=V1-k),

X 0 Xy = o-(1+1-k) Xy = e=(—V1-k) o
h () + 0 - 0 +

hy (xy) = 2x,Inx;,. Les maximums appartiennent a la
[ . 1
courbe d'équation y = —2xInx pour0 < x < —.
e
hy (x,,) = =2x,,Inx,,,. Les minimums appartiennent a la

. . 1
courbe d'équation y = —2xInx pour x > —.
e

<Y

@ Savoir résoudre directement... ou pas !
1.a.Pourx e ]—oo;O[u:EﬁW[,

INBx?2-2x)=03x2-2x-1=0
1 1
& x=1loux= —5. Deux solutions : 0 et—g.

b. Cette équation ne peut pas étre résolue de facon
directe. La méthode consiste a étudier alors la fonction :
X —(x+D+8In(x+1).

—X+7

X+1
sur |—-1;7], strictement décroissante sur [7;+ od].

lim f(x)=—oo; lim f(x)=—o0;f(7)>0.

x—>-1 X—>+oo
Le théoréme des valeurs intermédiaires pour les

fonctions strictement monotones sur un intervalle
permet d'affirmer que cette équation admet deux
solutions.

.f est strictement croissante

Pour x >—1,f"(x) =

c.Pourx>2,(x-2Inx=x-2<Inx=1.
Une solution: e
2.a.Une solution: 1

) e+1
b. Une solution :

c. Deux solutions : e et e’.

d. Equation que l'on ne peut pas résoudre directement
e. Ensemble solution :]0;1[ U Je? ; +oo

f. Une solution:e2 -3

g. Solutions :g +2kn (ke Z)
h. Aucune solution (Pour x > 0, Inx # x2)

3
i. Ensemble solution :}0 re 2+ 1}

@ Equations fonctionnelles
A.(Ey)f(xy) =f(X)+f(y), xetyréels>0.
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1.Pourx=y=0,ona:f(0) = 2f(0)douf(0)=0.
Pour xréelety=0,ona:f(0) =f(x)+f(0) douf(x) = 0.
2. x et y sont dorénavant strictement positifs.
Pour x> 0, f, (x) = kInx. Soit y > 0.
f, xy) = kinxy = kInx + klny = f, () + f, (y)
Les fonctions f, sont donc solutions de (E )
3.a.Pourx=y=1,ona:f(1)=2f(1)douf(1)=0.
b. On a, d'une part, f/(x)=yf/(xy), dautre part
f, (x) = f’(x)donc, poury >0, yf/(xy) = f"(x).
Si x= 1,, cette relation indique que pour y >0,
f'(y)= V) = Kaveck =f'(1.

y oy
MO ()

X X

=0donch

k
c.Pourx>0,hx)=f"(x)——=
X
est une fonction constante.
Pour x >0, h(x) = h(1) = 0donc f (x) = kInx.
4, Les seules fonctions non nulles, dérivables sur

]0; + o[ solutions de I'équation fonctionnelle (E,) sont
les fonctions x > kinx.

B.(Eg) f(x +y) =f(0Of(y), x ety réels.
1. Soit k un réel. Pour tout x réel, f, (x) = e®.
Soit y un réel.

fio (x + y) = ek+y) = ekeely = £, (x0)f, (y)
Les fonctions f, sont donc solutions de (Ep).
2. a. Supposons que f (0) = 0. Pour tout x réel,
f(x)=f(x+0)=f(x)f(0)=0doncf(0)=0.
L'égalité f (x) = f (x)f (0) implique que f(0) = 1.
b. On a, d’une part, f/(y)=f"(x+y), dautre part
f;(y) = f(x)f’(y) donc, pour yréel, f'(x + y) = f(x)f'(y).
Siy=0,f’(x)=f(x)f’(0).
Pour tout x réel, f’(x) = kf (x) avec k = f'(0).
c. Pour x réel, h'(x)=f(x)e ® — ke=kf(x) dou
h’(x) = kf (x)e~®™ — ke=®f(x)=0 donc h est une
fonction constante.

d. Pour xréel, h(x) = h(0) =1 donc f(x) = _ka = ek,
e

3. Les seules fonctions non nulles, dérivables sur R

solutions de I'équation fonctionnelle (Ez) sont les
fonctions x > ek,

C(Ep)f(x+y)=f(X)+f(y), xetyréels.

1. Fonctions linéaires x — kx.

2. a. La fonction In étant strictement croissante sur
10;+ o[ a valeurs dans R, on peut affirmer, grace au
théoréme des valeurs intermédiaires que pour tout x
réel, il existe y > 0 tel que x =Iny.

b. Pour y >0, g(xy)=f(n(xy)=f(Inx+Iny) donc
gxy)=f(nx)+f(Iny)=g(x)+g(y) donc g est une
solution de I'équation (E,).

c. Ainsi, g(y) = kiny.

Pour tout x réel, f (x) = f (Iny) = g(y) = kx.

3. Les seules fonctions non nulles, dérivables sur R

solutions de I'équation fonctionnelle (E-) sont les
fonctions x > kx.

D.(Ep) f(xy) = f()f (y), x ety réels > 0.

1. Fonctions puissances entiéres x > x" (n € Z).

2. a. La fonction exp étant strictement croissante sur R
a valeurs dans ]0;+ e[, on peut affirmer, grace au
théoréme des valeurs intermédiaires que pour tout x
réel > 0, il existe y réel tel que x = Y.

b. Pour y réel, g(x+y)=f(eXtV)="f(eXe¥) donc
glx+y)=f(eX)f(e¥)=gx)g(y) donc g est une
solution de I¢quation (Eg).

c. Ainsi, g(y) = e,

Pour tout x réel, f(x) = f(e¥) = g(y) = e¥ = (e¥)k = xk.
3. Les seules fonctions non nulles, dérivables sur

]0;+ o[ solutions de I'équation fonctionnelle (Ep) sont
les fonctions x > xk.



Pour reprendre contact

@ Avec les aires et les mesures

a. 16 b. 8 c. Laire du carré vert est donc 4 cm? donc, d’aprés 1.a., 'aire du polygone ABCDE est 64 cm?.

@ Avec des domaines du plan

1. et2.a.
YA x=1 x=e

e y=e

% :y=In(x

ol

b. Laire est comprise entre 0 et e — 1 =1,72 unités d'aire.

c. Voir figure.
d. Ces deux parties du plan sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x, donc elles ont la méme aire.

@ Avec les formules de dérivation

a. () =123 +6x2-5 b. f/(x)=12x3+6x2-5 c. f(x)=20(2x+5)° d. fl(x)=—"— 2x
(x2 +5)2
—16x 2 2x 4x -1
. )= ———— f. f'(x)=2xeX -4 ()= h. f'(xX)=—F———
e. f'(x) 2459 () e g. f'(x) 2+ ) b r i3

@ Avec les variations
F est strictement décroissante sur ]- oo ; — 1] et strictement croissante sur [- 1 ; + ool.
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Activité 1. Aire sous la parabole

A. Unité d'aire

1. 26 < aire (E) < 50.

2. lly a 100 petits carreaux dans le rectangle de c6tés Ol et OJ. Donc 0,26 < aire (E) < 0,5.
3. Encm? 0,26 x 30 < aire (E) < 0,5 x 30 soit 7,8 < aire (E) < 15.

B. Méthode des rectangles

1. Contruction sur GeoGebra (voir sur le site Math'x)

. . 1 1T 1 11 9 7 7 N N N
b. 3 rectangles sont tracés, les dimensions sont —x—, —X—, —X-—, a,= — et ——= 0,219 & 1073 prés par exces,
. . - 4 16 4 4 4 16 32 32
ce qui est la valeur donnée par le logiciel.
15 15
c b,= BT et BT =0,469 a 1073 prés par excés, ce qui est la valeur donnée par le logiciel.

d. 0,218 < aire (E) < 0,469.

e. A partir de n = 50, on ne voit plus de différence sur le graphique entre E et les rectangles tracés en dessous de la
courbe et entre E et les rectangles tracés au-dessus. Et pour n = 100 le logiciel donne a;,, = 0,328 et b,,, = 0,338.

ey eoeD
oS D)

Le logiciel donne a, = 0,265 et b, = 0,408 arrondi a 3 décimales.

b= 1S5} o, (Y

Ny=o Ni=1

1Tk 1 n-mn2n-1 (n-H2n-1 Tek2 18 0 nn+H2n+1)  (n+12n+1
¢ =t SK 1S (o (D@0 1K1 Gy, n(nt DCn+D) (1 D@0+
Nz n° 5 6n 6n nisne n’ 5 6n 6n

1
(a,) et (b,) ont pour limite 3 ce que l'on peut proposer pour aire (E).

Activité 2. Intégrale et primitive

1. a. hf(a) et hf(a + h) sont respectivement l'aire du rectangle sous la parabole et I'aire du rectangle au-dessus de la
parabole. Les aires de ces deux rectangles encadrent l'aire de la partie bleue du plan comprise entre la parabole, I'axe
des abscisses et les droites d'équationsx=aetx=a+ h.

b. f(a) =a?etf(a+ h)=(a+ h)2. Comme h > 0 le sens des inégalités de a. en divisant par h est conservé et on en déduit
5 F(a+h)—F(a) 5
ac < — < (a+h)-.

c. Lorsque h tend vers 0, (a + h)? tend vers a?, donc Fa+h-Fa)

tend vers a2.

2. a.
vA

fla) ===

fla+h)t-----=---ccemeenfoo-

< e

<Y




b. En procédant comme dans 1.a. et 1.b, - hf(a + h) < F(a) - F(a + h) < - hf(a).

F@=F@+h _ oot @ np<FO*M=F@ _ »
—h h

F(a+h)—F(a)

Comme - h > 0 nous obtenons (a + h)2 <

Lorsque h tend vers 0, (a + h)? tend vers a2, donc tend vers a2.

F(a+h)—F(a)

3. Lorsque h tend vers 0, tend vers a2, donc par définition F est dérivable en a et F’(a) = a2.

4. a. Pourtoutx =0, F’(x) - G’(x) = x%2 - x2= 0, donc F - G est une fonction constante sur [0 ; + co[.
b. F(0) = 0= G(0), comme F — G est constante sur [0 ; + o[ pour tout x = 0, (F - G)(x) = (F - G)(0) = 0.

Il en résulte que, pour tout x dans [0 ; + o[, F(x) = G(x), donc F(a) = G(a) = —
1
c. F(1)= 3 Laire de la partie du plan comprise entre la parabole déquation y = x2, I'axe des abscisses, la droite des

ordonnées et la droite d'équation x = 1 est égale a 3 (a recouper avec le résultat de l'activité 1).

Activité 3. Valeur moyenne d’une fonction

24kz Zkz 4n(n+1)(2n+1) _2(n+H2n+1)
”k 1 n? 6 3 "

n? 2+i+i
(n+NH(2n+1) n n?

2. Lorsque n tend vers + oo
n? n?

1 2 4
=2+=+— tendvers 2,doncm,tendvers — x2=—= L.
n  n? 3 3

3. a. Les aires sont égales.
b. La somme des aires de la partie blanche sous la courbe et de l'aire de la partie bleue sous la droite est égale a I'aire

de la partie du plan entre la droite d’équation y = 1 et I'axe des abscisses, sur [0 ; 2].

La somme des aires de la partie bleue sous la courbe et au-dessus de la droite d'équation y = u et de la partie blanche
sous la courbe est égale a l'aire sous la courbe, sur [0; 2]. Donc par a., les deux parties du plan colorées ont des aires
égales.

aire(E)

4. Par 3., la valeur moyenne u de g sur [a; b] est telle que = ————= ol E désigne la partie du plan sous la courbe
—-a

représentative de g et au-dessus de I'axe des abscisses, sur [a ; b].

TP1. Premiéres rencontres
A. Fonction x — e~

1. g’(x) = - A2, donc g’(x) <0, alors g est strictement décroissante sur [0; + oo[. Comme A > 0, lorsque x — + oo
— Ax — — 0. Donc Ae ™ a pour limite 0 en + oo. Il en résulte que la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe
représentative de g en + oo,
2. Voir partie grisée sur le graphique.

YA

|
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3. A(a) = J;)a/le‘b‘ dx =[-e~*]7=1-e". Lorsque a — + e, par 1.,e™*@ — 0. Donc A(a) a pour limite 1.

L'aire sous la courbe représentative de g, tend vers 1.
XZ

B. Fonctionxi>e 2

1. Etude de f

X2
a. Pourtoutréel x, f'(x)=-xe 2.f(x)<0sur]0;+oo[, f(x) >0sur]-oo;0[etf(0)=0.
f est donc strictement croissante sur ]- o ; 0] et strictement décroissante sur [0 ; + oo[.
2 x?
X -— . .
Lorsque x — + oo, — > — —oodonce 2 — 0, (comme fest paire on a aussi « Lorsque x — — oo, f(X) — 0 »).

b. fest continue sur R donc pour tout réel g, I(a) existe. Comme f est positive, sia = 0, I(a) est I'aire de la partie du plan

sous la courbe représentative de f, sur [0 ; al,
2

x2 X
. a —— 0 ——
smso,foe 2 dx:—'f e 2 dx
a

donc I(a) est 'opposé de l'aire de la partie du plan située sous la courbe sur [a; 0].

2. Exploration sur GeoGebra

a. Voir sur le site Math'x.
b. 1(0,5) = 0,47993;1(1) = 0,85562; 1(3) = 1,24993 ; 1(10) = 1,25331 ; résultats arrondis a la 5¢ décimale.

c. Poura =10, le logiciel donne I(a) = 1,25331. On peut conjecturer que I(a) admet une limite lorsque a — + - et que
cette limite a pour valeur approchée 1,25331.

T N N . . )
d. \/; =1,25331a 107> prés. On retrouve le résultat conjecturé.

s . [n
Pour a = 0, l'aire de la partie du plan sous la courbe T, sur [0 ; g, tend vers 3 lorsque @ — + oo.

3. D'une aire a une autre

a. fest paire, donc I" a pour axe de symétrie I'axe des ordonnées.

b. Aire (Ey) = 2@ =~ 2,507 ; aire (E;) = 1(1) = 0,856 ; aire (E,) = 2I(1) = 1,711 ;

aire (E3) = aire (Ej) avec E5 ={M(x;y) e P;x =1et 0 < y < f(x)}.

Donc aire (E;) = \/g -1(1) = 0,398. Aire (E,) = aire (E;). Aire (E5) = 2I(1) + aire (E;) = 2,109.

TP2.La méthode dite « des rectangles »

A. Des valeurs approchées de F(1)

. + .
4 17 4 5 4 25 4 2 4 4 17 4 5 4 25

1 1T 1 1
L'amplitude de I'encadrement est égala — x1——x —=—.
4 4 2 8

2449 1437
—=Ff1) =< 1700’ ou encore 0,720 < F(1) < 0,846.

3400
10 9
2. - f(ij <K< iZf(Lj.
104 \10 105 10
9 10 _
1 f(ij - iZf(ﬁ) = fO-f = 0,05, donc pour n = 10 'amplitude de l'encadrement est égale a 0,05.
105 (10) 104 10 10

3. On peut conjecturer que plus n augmente plus I'amplitude de I'encadrement diminue et penser que pour n = 100
I'amplitude sera inférieure ou égale a 1072,



fO-fO_ 1 1 _g01en=50
n 2n" 2n ' ’

Donc pour n = 100, 'amplitude sera bien inférieure & 1072. On peut aussi vérifier sur tableur que

4. On peut aussi conjecturer que I'amplitude sera égale a

19 [k 1 100 /oy
— f(—) - —Zf(—) =0,005. Donc pour n= 100, I'amplitude de I'encadrement est bien inférieure a 0,01.
100 54 (100) 1004 (100

B. Des valeurs approchées de F(a)

1. u, représente la somme des aires des rectangles situés sous la courbe et v, la somme des aires des rectangles situés
au-dessus.

2. a. festdécroissante sur [(k —Na ;k—a}. Donc, pour tout x dans [@ ; k—a}
n n n n
f(i(k ~ 1)a] =f(x)= f(k—a) et comme k="a < k—a,
n n n n

fa (k—"a fa e ka
| &’—naf(i,, ) dx = [ py FO0dx = | (me(?j dx
n n

n
ka
.a (k—1)aj - a (kaj
D'ou —f =|p . f(x)dx=—f|—|
ou n ( n I@ (X) X " N

n n kj n
b. De a., on en déduit zgf[u) = ZJ.(k”_Uaf(x)dx = ZEf(kﬁ)'
k=11 n = k=no\n

n ka

Par la relation de Chasles, Z_';k?—1)a f(x)dx = Joaf(x) dx.
k=t

n n
Il en résulte EZf(k—aj <Fa) < EZf(M). Clest-a-dire u, < F(a) < v, pour tout n de N*,
M= \n M= n

c. PourtoutndeN* v —u_ =2(f0) - fa)) —9(1 _ ] )—L
) T g nU 1+a%) n(l+a?)
a3 a3
d. ———=<0,001 &n=1000 .
n(1+ a?) 1+ a?
3. a.
ENTREE : Saisir a
100043
INITIALISATION : n « E +1;
1+ a?

u«—0;v«0
TRAITEMENT:  Pour k allant de 1 a n Faire

1 1
|ueu+g K2a? jvev+d (k —1)%a?
n| 1+ n|1+———

n2 n?
Fin Pour
SORTIE : Afficher u ; Afficher v
b. a 0,5 1 2 3 5 10 20 30 50
n 101 501 1601 2701 4 808 9901 19951 29967 49981
F(a) 0,463 0,785 1,107 1,249 1,373 1,471 1,520 1,537 1,550

Sion prend a =100, a =500, a = 1 000, F(a) tend vers 1,57. F(a) semble avoir une limite lorsque a tend vers + « voisine
de 1,57.

C. Des propriétés de F
b b b
1. Pour tous réels a, b, F(b) - F(a) = [ f(x)dx - [ 'f(x) dx = L"f(x) dx+ [CFO0 de = [ FO0 d.
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b
Sia<b,commef(x)= est positif, alors L f(x)dx = 0, donc F est croissante sur R.

14 x2
(On peut aussi utiliser : pour tout réel x, F'(x) = f(x)). F(0) = 0.
1 1

———=—— =f(x), f est donc une fonction paire sur R. Il en résulte que |'axe des
1+(=x)2 1+x2

2. a. Pour tout réel x, f(-x) =
ordonnées est un axe de symétrie pour la courbe représentative de f.
-a 0
b. F-a)=] “fOx)dx=-[ f(x)dx.
0 —a
0
f f(x)dx est l'aire de la partie du plan située sous la courbe représentative de f sur [- a ; 0], comme |'axe des ordonnées
—a

est un axe de symétrie pour la courbe représentative de f, cette aire est égale a celle de la partie située sous la courbe
a
sur [0; a] c'est-a-dire a Io f(x)dx = F(a), donc pour touta = 0, F(- a) = - F(a).

YA

] 1
VTR
~-F-a) F(a)

T Il Il Il Il T »
T T T Ll
X

1
y=- 3
3 1+x

3. Festlaprimitive de fsur R qui s'annule en 0, donc F’(x) = f(x). F’(0) = f(0) = 1, donc la tangente a l'origine a la courbe
représentative de F est la droite d’équation y = x. (Remarque : F = Atan.)

y% _
ﬂ X

TP3. D’autres méthodes d’approximation
A. Les formules

1. Par un segment de droite
La hauteur du trapéze est égale a b - a et les bases (les deux cotés opposés et paralléles), ont pour longueurs f(a) et
f(a)+f(b)

2
L'aire du trapéze approche l'aire de la partie du plan sous la courbe, sur [a; b], donc | = (b - a)w.

f(b). Laire du trapéze est donc égale a (b — a)
2. Par un morceau de parabole
_ b
(p(a)+4p(ﬂ)+p(b)J=b—a(1+4x1+1)=b—a=j Tdx
2 6 a
b 270 p2_ 2
J. xdx:[L] =b a .
a 2], 2
b;"(p(ayr 4p(uj+p(b)J S0 i atby+ by =22 Ba by =
6 2 6 6
b 370 p3_ 3
f deX:[L} _bi-a .
a 31, 3

b-a a+b _b-a(,  (a+by? 2)_b—a , )
- (p(a)+4p(—2 j+p(b))— p ka +4 a +b e (2a% + 2ab + 2b%)

b-a

2 _ 42 b
b za =Lxdx

_ 3_ .43 b
=b—a(a2+ab+b2)=u=f X2 dx
3 3 a

b. Pour tous réels o, B, 7, p(x) =ax? + Bx + ¥ = op;(x) + Bp,(x) + Yp, ().



b b b
Dot ['(ex® + fix + 1) dx =T[a<p3(a>+4p3(%]+p3(b»+ﬁ<p2(a>+4pz( > ]+p2(b»

+y(py(a@)+ 4p1( ax b] + p1(b))}

_b-a Kapg(a)+ﬁ(pz(a)+7p1(a)+4(ap3( j ﬁpz(

a+b

6

i[p(a) + 4p(%b) + p(b)}

c¢. Comme p(a) =f(a), p(a ; b) = f(a ; b) et p(b) =f(b),

;a[p(a) + 4p(a ; b) + p(b)} [f(a) 4f( j+ f(b)}

p(a) + 4p(aT+b) + p(b)}, on en déduit que

) +vp (a%bj) +aps(b) + Bp,(b) + m(b)ﬂ

. . . L b-
L'aire sous la parabole, sur [a; b], étant égale a

| = b6 [f( )+4f( )+f(b)}

B. Al'aide d’un algorithme (voir sur le site Math’x)
Pour n = 2, si on désigne par T, et S, les valeurs approchées de K respectivement par la méthode des trapézes et la
méthode de Simpson :

'I n-1 k
Ta=3n {f(O) + 2§f(n) + f(1)} =

= 11+
n?

g e

T5o=0,7853814967 a 10710 prés.
S0~ 0,7853981634 2 10710 pres.
Ts00 = 0,785397996730782.

Ssoo = 0,785398163397449.

. . T \
Avec T5, on obtient une valeur approchée de 2 310 prés

. p T N
Avec S;, on obtient une valeur approchée de 2 310713 prés

. ) T N
AvecTs,, on obtient une valeur approchée de " a 1078 pres

. . T . . \
Avec S:,, on on obtient une valeur approchée de — a au moins 1071° prés
500 2

TP4. En autonomie une suite d’intégrales

Conjectures : |, est l'aire située sous la courbe sur [0 ; 1].

D’aprés les 3 courbes tracées, (I,,) semble décroissanre et minorée par 0. Elle semble converger vers 0.

Démonstration : pour tout réel x dans [0; 1] et n dans N*, 0 < x" e™, donc f, est positive sur [0; 1], |, est donc l'aire de
la partie du plan située sous la courbe sur [0; 1].

Sur[0;1,0<x"T<x"<1donc0<x""eX<x"e* Comme0=<10=< j;x”+‘e‘x dx < _[;x"e"‘ dx,

soit0 =<1,,, <, Lasuite (I,) est donc décroissante et minorée par 0.

Elle convergedonc0<x<1&-1<-x<0,x— e estcroissante sur Rdonce' <e*=<1.

1
llenrésulte0 < x"e*<x"doncO0 <1, < '[Ox” dx.

1 1 l - 1 1
Commej x"dx = [—x”“} =——onendéduit 0 < |, < ——. Lorsque n tend vers + co, —— tend vers 0.
0 n+1 o n+1 n+1 n+1

Il en résulte, d'apres le théoreme des gendarmes, que |, tend vers 0.
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TP5. Etude d’une suite a I'aide d'intégrales

A. Analyser un raisonnement

Le raisonnement est faux. D’une part a I'aide d’une calculatrice ou d’un tableur on peut conjecturer que la suite (u,,)
converge mais vers une limite voisine de 0,69. En effet, a 1072 prés usg = 0,71 Uygq = 0,70 ; Uggg = 0,69 ; Uy ggo = 0,69

1 1

Uy 000 = 0,69 d'autre part pour tout n dans N*, u, = (n + 1)2— = > donc u, ne peut pas converger vers 0.
n

B. Etude de la suite (u,))

1. a. x— | est décroissante sur 10; + oo, et n est dans N¥, il en résulte que, pourn<x<n+1,

X

1 1 1 +11 +11 1
—$7<7etonendedwt —d \Jn d \J. fdx 50|t—$_|.n fd S
n+1 x n n

< . L . . 1
C'est-a-dire que l'aire du rectangle de base (n + 1) - n = 1 et de hauteur ——, situé sous la courbe (H) d’équation y = —
n+ X

sur l'intervalle [n; n + 1], est inférieure a I'aire de la partie du plan située sous la courbe (H) sur [n; n + 1], et I'aire du

1T ., 1 - s .
rectangle de base 1 et de hauteur —, situé au-dessus de la courbe (H) sur [n; n + 1] — est supérieure a l'aire de la partie
n X

du plan située sous la courbe (H) sur[n;n+ 1].

1
b, Jn+ ld =[NP =In(n+ 1) - In(n).Par1.a.,nousobtenons%§|n(n+1)—|n(n)Sld'OU
n n

1 1 n 1
0<—-In(n+1)+In(n)soit—+ In(—) =0et- = In(n) - In(n + 1) ce qui entraine
n n n+1 n+1

1 1 1 1 1
— - = —+In(n) - In(n + 1), c'est-a-dire =—+In N .
n n+1 n n(in+1 n n+1

, C'est-a-dire 0 < f(n) <

Il en résulteOsl+In[L)s .
n n+1 n(n+1) n(n+1)

2. a. Par 1., pourtout ndans N*, 0 < f(n) < % doncpourns=k<=2n0=<f(k)<
n(n

+1) kk+1)"
2n 2n 1
llenrésulte 0< Y f(k) < ZW, soit0<f(n)+f(n+1)+f(n+2)+... +f(2n) <S,.
k=n =n

b. Pour tout réel x différent de 0 et de - 1, ! =l— ! X
x(x+17) x x+1
1 1 1

k(k+1) Tk ok+1

k=2n 1 1 k*2n-| k=2n 1 1 1
Dous, = - =) = :
" z(k k+1j g;,k g;kﬂ n o 2n+1

Il en résulte pour tout k dans N*

c. Zf(k) 2k+2(ln(k) In(k +1)).

k=n k=n

2n
Il en résulte Zf(k):un+ln(n)—ln(2n+1):un+ln[ n
f=n 2n+1

1 1 1
Par a. nous en déduisons 0 < u,, - In(z + —) <S§,, cest-a-dire In(z + —j <u,<S§,+ In(z + f),
n n

. 1 1 1 1
soitln|2+—|<u,<—- +In|2+—|
n n 2n+1 n

1 1
Lorsque n tend vers + o, — et
n 2n+1

1
ont pour limite 0 donc In[z +f) a pour limite In(2) et, par le théoreme des
n

gendarmes, la suite u,, a pour limite In(2).

Remarque :on peut aussi procéder de la facon suivante, en reprenant le résultat de 1.a. nous obtenons :
k=2n-1 2n-1 k= 2n 1

k+11 1 1 2n 1 1
—dx < —, soitu,-—<| —dx<u,-—.
k+1 gf k " n J;r X " 2n

k=n k—n

. 1 1 2n 1
Nous en dedwsonsJ. fdx +2— < uns—+J —
n  x n n



C'est-a-dire In(2n) - In(n) + Zi su, < 1 +In(n) - In(2n).
n n

In(2n) - In(n) = In(z—n) =1In(2), dou In(2) + i su, s 1 +1In(2).
n 2n n

1 1 . s . -
Lorsque n tend vers + co, — etz— ont pour limite 0, donc, par le théoréme des gendarmes, la suite (u,,) a pour limite In(2).
n 2n

Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

@ a. J._01—f(x)dx

c L:—f(x)dx + J.11'5f(x)dx

b. j_11—f(x)dx

d. [ oo+ [[foode + [ifoods
k=10 1 k 1 (oo 1 B
(2] AT (ﬁ) <[ food=[" ﬁf(ﬁ)

@Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F()=-2x2+5x+k b. F(x)=x3—§x2+k

c F(x)=%x4+x2+4x+k d. F(x)=%x3—3x2+x+k

@Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F(x)=—e¥ +k b.F(x)=-e*+k

1
2
c. F(x) =—%cos(3x) +k d. F(x):%sin(2x+3) +k

@Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F(x)=4In(x) + k b. F(x):—%+k

¢ Fx)=-2Inx+4)+k d. F(x):XiJrk

+1
@Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F)=In(x2+3)+k b. F(x)=In(e+5) + k

c Fo=e’ +k d. F() =%<2x+4)6+k

ENTRAINEMENT

7 | 1. a. Laire située sous la courbe sur l'intervalle
[1;3].Elle est égale a2 u.a.

b. Laire située sous la courbe sur l'intervalle [- 3; - 1].
Elle est égale a 8 u.a.

c. Laire située sous la courbe sur l'intervalle [3 ; 5].
Elle est égale a 6 u.a.

d. Laire située sous la courbe sur l'intervalle [-3; 3].
Elle estégalea 12 +2 =14 u.a.

e. Laire située sous la courbe sur l'intervalle [1 ; 5].

Elle estégalea2 +6=8u.a.

f. Laire située sous la courbe sur l'intervalle [0 ; 5].

Elle estégalea1,5+2+6=9,5u.a.

2. Laire située sous la courbe sur lintervalle [-3; 5]
s'obtient en ajoutant les résultats obtenus en 1.c. et
1.d., ce qui donne 20 u.a., comme l'unité d‘aire est de
0,64 cm?, l'aire en cm? est égale a12,8 cm2.

1. L'unité d'aire étant de 2 carreaux:

a. l'aire est de 12 carreaux, donc de 6 u.a.

b. Par symétrie de a., l'aire est de 6 u.a.

c. En ajoutant les résultats de a. et b., nous obtenons
12 u.a.

2. Par symétrie par rapport a la droite d'équation x = 1
nous obtenons 24 cm? x 2 = 48 cm2.

. ) T
@ Laire sous la courbe sur l'intervalle [0 ; —] est com-
prise entre l'aire du triangle rectangle de cotés de

. T . .
I'angle droit de IongueursE et 1 etl'aire du triangle rec-

s ot LT
tangle isocéle de c6té de I'angle droit >
2
T b
Donc— s=sls—.
4 8

10 | Vrai ou faux

Faux. La parabole est symétrique par rapport a la droite
d'équation x = 2. Si on prend sur la parabole le point A
de coordonnées (1 ; 3), l'aire du triangle rectangle situé
sous la parabole et d’hypoténuse OA est égalea 1,5 u.a.
Si ensuite on considére le point B de coordonnées (2 ; 3)
situé sous la parabole, I'aire du rectangle de base 1 sur
I'axe des abscisses, a gauche de la droite d'équation
x =2, dont un cété d'extrémité B est un segment de la
droite d'équation x = 2, est égale a 3 u.a,, donc l'aire
sous la parabole sur l'intervalle [0; 4] est supérieure a
2x(3+1,5) =9 ua.

@ Voir corrigé en fin de manuel.
0 2
(12]a. [ reyde = [ ryde =3
2 2
b. sz(t)dt =2 xjo f(t)dt=6

10 2
c. L f(t)dt=2><'|:2f(t)dt =12

Chapitre 8. Intégration
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2 2 . 2

@a. O$J.1 f(x)dX$J1 2dx d’ouOSJ1 f(x)dx <2

b. j251dx sj;f(x)dxsj;zdx d'oussjjf(x)dxss
3 3 . 3

C. OSL f(x)dx$J.1 2dx d'ou0§'[1 f(x)dx <4

14| 1. Avec GeoGebra nous obtenons | = 1,5708 avec
un arrondi a 5 décimales.
2. Une équation de la courbe représentative de f est
y=+/1-x2ce qui équivaut a:y2=1-x2 ety = 0. Donc
la courbe représentative de f est le demi-cercle
déquation x% +y2= 1 et y = 0. Clest-a-dire le demi-
cercle de centre O(0; 0) et de rayon 1 situé au-dessus de

. . T
I'axe des abscisses. Il en résulte que | = 5

@ Méthode des rectangles

1. festdérivable sur[0; 1] carx— x2, x— 1— x2 et x+—>e*
sont dérivables sur R, donc x — e™** est dérivable sur
[0; 1] par composition et x - x2e'** est dérivable sur
[0; 1] comme produit de deux fonctions dérivables, donc
fest dérivable sur [0; 1], d'ou fest continue sur [0; 1].
Pour tout réel x dans [0; 1], f'(x) = 2xe'** (1- x2), donc
f'(x) = 0sur[0; 1] et fcroissante sur [0; 1].

1 (K T, (k
2.-) f(fj <I< 7Zf(fj, s0it 0,39 < 1= 0,65
4iso \4 4.5 \4
T (k s .
—Zf —|=0,39a 107 pres par défaut et
45 \4
T (k PP T
—Y f|—|=0,65a 1072 prés par excés. Lamplitude
45 \4

T (k) 1S (k) 1 1
est égale 3 4/(2;{(4) —45{(4) = (f(1)-f(0)) = @

n—1 n
3. a. lZf(K)sllef(K)
n= \n nZ \n
b. 0,495 <1< 0,536
1
¢« —<10%=n=10*
n

Pourn=10% 0,5149892998 < | < 0,5150891695.

Méthode des rectangles

1. f est dérivable sur 10 ; 4] comme produit de deux
fonctions dérivables sur]0; 4], et aussi dérivable a droite

FO0-O) _

en 0 car, pourx >0, ——— x et lim v/x =0.
X x—0

Il en résulte que f'(0) = 0 et donc pour tout x dans [0 ; 4]

3
on peut écrire f'(x) = E\/; Donc f'(x) = 0 sur [0; 4] et

fest croissante sur [0 ; 4].

-
!
X

S

[NCJ S
W F-mmmmmmat

|
o 4
2. lestl'aire de la partie du plan située sous la courbe et

au-dessus de I'axe des abscisses sur [0 ; 4].

a, est la somme des aires des quatre rectangles de
bases égales a 1 situées sur l'axe des abscisses et de
hauteurs respectives 0, f(1), f(2) et f(3), ces quatre
rectangles sont situés sous la courbe.

b, est la somme des aires des quatre rectangles de
bases 1 situées sur I'axe des abscisses et de hauteurs
respectives f(1), f(2), f(3) et f(4), ces quatre rectangles
situés au-dessus de la courbe.

3
3. q, =%Z f(k%] =f(0) + f(1) + f(2) + f(3)
k=0

donc a, = 9,02 a 1072 prés par défaut.

De méme b, = f(1) + £(2) + F(3) + F(4).

Donc b, = 17,03 4 1072 prés par excés.

D'ou 9,02 <1=<17,03.

4. a,00= 12,64 a2 107 prés par défaut et by = 12,97 &
1072 prés par exces.

D'ou 12,64 <1=<1297.

17 | Voir corrigé en fin de manuel.

1- yA

X+1g-----mmmmmm -5

y=t+1

X

t

F(x) est I'aire du trapéze de bases 1 et x + 1 et de hauteur
X situé sous le segment de droite d'équation y =1t + 1
pour0<t=x.
1+(X+1)X_X2+2X

2 2
3. F/(x)=x + 1, F est la primitive de f sur [0; + o[ qui
sannule en 0.

2. F(x) =




1 a GX=6x-4=g(x)
b. G’(x) = 4sin(x) cos?(x) — 2sin3(x)
= 4sin(x) - 6sin3(x) = g (x)

¢ G'(x)= : 4 =g

, X
d. G'(x) :7,73)(2 o =g(x)
2. Dans chaque réponse k désigne une constante réelle.
a. FoO)=2x3-4x+k b. F(x) = 2sin?(x) cos(x) + k
. FOO=In(x2+4)+k d. FX)=~3x2+1+k
3.a. HX)=2x3-4x+1
b. H(x) = 2sin%(x) cos(x) + 1
¢ H)=Inp+4)+1-In4)
d. H(X) =v3x2 +1

(20 F/00 =In(x) + 1= 1 =In(x) = f(x)

@a. F'(x)=(ax+a+ b)eX; a=3 et b=- 3 suffit.
b. F'(x) = (2ax + b)e™ — (ax% + bx + c)e™*
=(-ax?+ (2a-b)x+b-c)e™*;
a=1,b=2=csuffit.
1

c. F'(x)=2axIn(x) + x(a + 2b) ; a—2 b:—%sufﬁt.

(221, F/(0) = F(x) et £(x) >0 sur [0; + o[, donc F est
strictement croissante sur [0 ; + oo[.

2
2, F(2):_|.1 e~** dx, en utilisant GeoGebra on trouve
F(2) = 0,13526 avec un arrondi a 5 décimales. F(2) est

I'aire de la partie du plan située sous la courbe et entre
les deux drites d'équation x =1 et x=2.

@ a. et b. Voir corrigé en fin de manuel.
Dans c. et d., k désigne une constante réelle.

1

c. F(x)=—x4+§x3—x2+x+k
4 3
1, 2, 1,

d FX)=—x*+=x3+-x2+k
4 3 2

c. et d. Voir corrigé en fin de manuel.
Dans a. et b., k désigne une constante réelle.

a. ix3'—%x2—l+k b. F(x)=x2-In(x) + k
X

3

25 | Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F)=2Jx+5+k
C FOO=20x2+x+4 +k

d. F(x)=44/x2—%x+6+k

On peut prendre le logiciel GeoGebra avec la
saisie f(x) = Dérivée [F(x)], la constante k étant inutile.

b. FxX)=v2x+3 +k

@Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

X2

a. F(x)= —+x+|n(x)—l+k
1

F)=0=k=——

M=0= 5

b. F(x) = 3In(x+2)+k F(1)=0& k=-3In(3)
¢ FX)= T+kF(1) 0o k=2

+kF(1) =0 k=—-

d. F0= 3(x2 s 24

a. et d. Voir corrigé en fin de manuel.
Dans chaque réponse k désigne une constante réelle.

b. F(x)=-e*+k C. F(x)=—e3*3 1k

Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F)=In(e+2)+k b. F(x)=%(ex+3)3+k
c F(x):%(e‘zx+3)‘3+k d. Foo=2veX +1+k

Dans chaque réponse k désigne une constante
réelle.

a. F(x)= fsm(2x)+k b. F(x):—%cos(3x+4)+k

1—cos(2x)

c. FOO=InGsin(x)+2)+k d. sin?(x)= 5

d'ou F(x) = fx— %sm(Zx) +k

@ Voir corrigé en fin de manuel.

1
7
(32]a.5 b.[—i}= T8 et 2e-75
ax*ly " 1024

d. 2x —o- 4
X+2 X+2
e 2x
d'ou dx =[2x — 4In(x + 2]¢
L X+2 ( !

=2e-4In(e +2)+4In(3)-2

@ Voir corrigé en fin de manuel.

a. t — sin(t)cos(t) est une fonction impaire donc
L

J_zﬁsin(t)cos(t)dt =0.
2

| e

X 2
——_— X+ 2 - ——.
Vx+2 Vx+2

3
Sur]0; +eo[, x> x~/x a pour dérivée x> E\/;

Donc on peut prendre sur [1; 2] comme primitive de
2
XX +2, X E(X+2)\/X+2,

Chapitre 8. Intégration 11



L (2 X |2 2
doou L ﬁdx —[g(x+2)\/x+2 —4\/x+21
=_§+2J§

2 3x

Si on avait demandé J 7dx, cela aurait donné
TV2x+4

[3V2x+4 12 =612 - 36.

2 2 1 2 2
c 'f xeX* dx ={fe" } =—(e*-e)
1 2 i 2
1 x -1 7 -
d [ —° dx:[ ! } e-1
-T(eX +1)2 eX +1 e+1

@a [~In(e~ X+4)]In2 ( j
(2] -

—1 2
[ [Zx + 5In(3x + 5)}1 =- gln(2) -4

3

¢ |- rrsrrioh <

. J-elnx [nZ(X)T ;

b. {3<zx+3)m] 55 -3
[(2)(2 3)\/22—}3 15J_ 55

6

. 'fe xInx _'[ dx—[ln(ln(x)) 128

=In(1+ In(2)).

37 | La fonction fest continue sur [- 3 ; 4].

a. f3f(t) dt = _[_13(2t —N)dt + L4t dt

=[e2 -1 +[1r2T——45
= 5t =4
b szax(1 t)dt=j11dt+j2tdt=25
“Jo ’ 0 1 !

€ X2-4x+3=(x-1)(x-3)

4 1
donc Jo [x2 —4x +3|dx = Io(xz —4x+3)dx

# [ =02 = ax e 3der [0 - ax+ 3 de =4

Avec la linéarité

1. 100 +J00 =joxcos2(t)dt +foxsin2(t)dt

= _[(:((cosz(t) +sin2(t)) dt =x

12

1) - J(x) = IOX cos?(t)dt - J.OX sin(t)dt
- on(cosz(t)— sin2(t)) dt = jox(cos(zt)dt
= Bsin(Zt)T = lsin(2x)

2. 2l(x)=x+— 5|n(2x) doul(x) = fx+ lsm(Zx)

2)(x)=x- lS|n(2x) d'ou J(x) = fx - %Sln(ZX)
Voir corrigé en fin de manuel.

40 | Famille d’intégrales
1. A l'aide du graphique, on conjecture que la suite
d'intégrales (1,) ezst décroissante.
1 1
2. |,=- [fe‘”x} =—(e21-1)
n o N
x — €X est croissante sur R comme pour tout x de
[0; 2] - (n + 1) x < - nx nous obtenons e~ ("*1X < g=x
2 2
puis Io e (MDX gy < _[0 e ™ dx, soit ., <1, ce que le

graphique permet de conjecturer. Lorsque n tend vers

1 1
+o0,e72N= —,- tend vers 0 et —tend vers 0, donc,, tend
n
vers 0.

(41 a. Positif  b. Négatif c. Négatif
d. Positif e. Positif f. Négatif

Fonction définie par une intégrale

l.a. F)=0 b. F)=0 ¢ FO<0

2. Festcroissante sur[- 5 ; -3], décroissante sur [- 3 ; 1]
et croissante sur [1; 2].

43 1. a. Sur[0; 1], 2 < tdonc - t2 = — t et comme
X +— eX est croissante sur R on en déduit que pour tout
réel tdans[0; 1], et* = et
b. Comme 0 < Tet et < e~t*, nous en déduisons par la

1 1
s —t < _t2
propriété 4 que Joe dt Ioe dt
1

letdr=—et] =1-+
joe dt =[-e7t],=1 -

1 1
Doncsur[0;1],1-— $J e~ dt
e 0
2 2
2. Sur[1;2], 2= tdonc_[ et dt sj e tdt

Commee™ =0et1=<2, O<J e’ dt <[-e f]fsoit
1 1
o<[etdt<—-—.
,[ e o2

Voir corrigé en fin de manuel.

45 | 1. a. festdérivable sur [0; 1] comme quotient de
(x-1)

deux fonctions dérivables. f'(x) =———.
eX(2 - x)?



Donc f’(x) < 0 sur [0; 1] et fest décroissante sur [0; 1].
b. Para.festdécroissante sur[0; 1],doncpour0<x=<1,

F(1) < f(x) < F(0) soit - < F(x) < %
e
2. a. G'(x)=ae™ - (ax + b)eX=(-ax+a-b)e™.
Il suffit donc de prendrea=-1etb=-3.
Il en résulte G(x) = - (x + 3)e™.
4
Ilen résulte J =[—(x + 3)e‘x]:) =3-—
e
x2 x2
b. Par 1.b. — < x2f(x) < = comme 0 < 1 nous en
e
déduisonsj X—dx = KS_[ X—dx, d’ot‘Ji = KSl
0e 02 3e 6

-X
€ dx =4l
2—-x

[ J+K=I;4

+K 4 1 1

d. I:J—avecJ=3—fet—§K$f

e 3e 6

d’ou:é—Ls sB—l,soitO,M <|=<043
4 12e 24 e

0,41+0,43

| soit 1~ 0,423 1072 pres.

1
1. Pour toutndans N*, u, . —u,=——

n+1

doncu,,, = u,. Lasuite (u,) est croissante.

n+1
1
2. a. f:x+—— est décroissante sur]0; + o[,
X
donc pour tout kdans N*, sik<x< k+ 1
1 1
alors — < f(x) < —.
k+1 k
b. Comme k< k+ 1, par a.,

k+1 1 k+1 k+11
jk Pt sjk f(x)dx < jk o

N 1 k+1 1
d'ol mSJ.k f(X)dXSE'

c. Pourtout kdans N*sur [k; k+ 1], I'aire de la partie du

. . 1
plan sous la courbe déquation y = — et au-dessus de
X

I'axe des abscisses est comprise entre 'aire du rectangle

de base k +1 - k=1 et de hauteur L et celle du

A 1
rectangle de méme base et de hauteur X

3. De 2.b ondéduitiL<ifk+1f(x)dx<il
' o k1 Sk ok

n n
1 1
—— =u,,,-1, )~ =u,etparlarelation de Chasles
k1 ok

n

> o0 dx =[x dx, dou
Pt k 1

Upp = 1< Lnﬂf(x)dx <u,

+1 +11
4. Ln f(x)dx =J‘1n ;dx =In(n+1).

Il en résulte par 3., pour tout n dans N*, u, = In(n + 1).
Comme In(n + 1) tend vers + o, lorsque n tend vers + oo,
il en résulte que (u,,) tend vers + oo,

47 | A.Sif<gsur[0;1]alorsg-f=0sur[0; 1], donc

d’apres la propriété sur le signe d'une intégrale, comme
1

0=1, Jo(g— f)(x)dx = 0, dou, d'aprés la linéarité de

I'intégration, J:g(x) dx - J:f(x)dx =0, soit

J(:f(x)dx < J;g(x)dx

1. D’apreés le graphique, la suite (l,,) semble positive et
décroissante.

2. a. Sur[0; 1], pour toutndans N*, 0 < x" < 1
(démonstration par récurrence), donc pour tout n dans
N*etxdans[0;1,1<1+x"<2.

In étant croissante sur ]0 ; + <[, on en déduit

In(1) < In(1 +x") < In(2).

D'ou, pour tout n dans N* et x dans [0 ; 1],

0 <In(1+x") <In(2), eten appliquant A.,

1 1
0=< Joln(1+ xM)dx < Joln(Z)dx soit pour tout n dans

N*,0=<1,=<In(2).

b. Pourtoutxdans [0; 1] et n dans N*, 0 < x™1 < x"
dou0=<In(1+x™") <In(1+x") etparA,0<1, ,<I,.
c. D’aprés b, la suite (I,,) est décroissante et minorée
par 0, donc elle converge.

3. g est dérivable sur [0; 1] comme somme de deux

fonctions dérivables sur [0; 1] : x— In(1 + x) et x+— —x
X

1
etg/(x)=——-1=- .
X+1 X+1

Comme x = 0, on en déduit g’(x) < Osur[0; 1] etg
décroissante sur [0; 1].

b. g décroissante sur [0; 1] donc, pour tout x dans
[0;1,9(1)<g(x) <g(0).

g(0)=0,doncg(x) <O0sur[0; 1], d'ou, pour tout x dans
[0;11,0<In(1+x)<x.

Pour tout ndans N* et xdans [0;1],0 < x" <1
douIn(1 +x") < x".

¢. ParA.ondéduitdeb.0 < J(:In(1 +xM)dx < J.;x” ax,

1 1 T
d’ouj X" dx =[—x”+1} =
0 n+1 o n+1

. 1
Il en résulte pour toutndans N*, 0 < |, < —
n+

1
Lorsque n tend vers + oo, P tend vers 0, donc par le
n+

théoréme des « gendarmes » (l,,) converge vers 0.

@a. - f;f(x)dx

b. - J‘jf(x)dx + j;f(x)dx —J;f(x)dx

Chapitre 8. Intégration 13
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C. 'f;(f(x) —g(x))dx d. J.f(g(x) —f(x))dx

1
e. [ (g0)—FfO0)dx
f. [ (900 FOde + [ (F00 - g0y dx

49 | Voir corrigé en fin de manuel.

3 47
50 1. 11(x2—x3)dx= xX_xp_1
0 3 4] 12

1
1 2 3 1
2. j (x = x2)dx =| “xfx =X ==
0 3 3 3
Remarque : on peut aussi voir graphiquement que l'aire
1
entre les deux courbes sur [0; 1] est égale a 3 En effet,

la courbe d'‘équation y= Jx est la symétrique par
rapport a la droite déquation y= x de la courbe
déquation y = x2. Laire de la partie du plan sous la
courbe d’équation y = x2 sur [0 ; 1] et au-dessus de 'axe

. . 1 1 -
des abcisses est égale Joxz dx, soit 3 donc par symétrie

l'aire de la partie du plan au-dessus de la courbe
d'équation y = Jx sur [0; 1] et en dessous de la droite

. . L L1
d'équation y = 1 est aussi égale a 3
Il en résulte que l'aire de la partie du plan comprise

1 .
entre les deux courbes sur [0; 1] est 3 de l'aire du carré
de coté 1.

@ Si f est impaire alors J_zzf(x)dx =0.
. . 2 2
Si fest paire alors sz(x) dx = 2-[0 f(x)dx=6.

@ 1. I(a) est l'aire de la partie du plan située sous la
courbe et au-dessus de I'axe des abscisses sur [a; 1].

2. F(x) = (—g +§) ¥,

(@) =F(1) - F(a) =%3—(—§+%je3a.

1
3. a. f(x)e¥- §(3xe3"). Sion pose X = 3x, lorsque x tend

vers —oo, X tend vers —oo et lim eX =0= Ilim XeX,
X—>—co X——oo
donc lim f(x)=0.
X——co
Il en résulte que € admet pour asymptote la droite
d'équationy =0en —oo.
3
. e o .
b. lim I(a) = —. Laire de la partie du plan sous la
a——co 9
courbe et au-dessus de I'axe des abscisses sur ]- oo ; 1]
3
. . €
est égalea 5

@ a. et d. Corrigés en fin de manuel.
1

b. %Eﬁx dx = E(e - %j C. % Jonsin(x)dx :%

1. F(t)=5e— F(t) = 5e~t - (5e~t - 5te?)

=5te t=1(t).
1 10 N N
2. Jof(t)dt =F(1)-F0)=5-—=1,3220,01 pres;
e
ljzf(t) dt = w =2,5-75e2
270 2

2,5-7,5e2=1,4830,01 prés.

55| 1. a. v(t)=1,5t+2
2.y

b. x(t) = %rz +2t

2+17

3. a. x10=95

x(10)— x(0) _ 95

1 ¢10
b. —J v(t)dt = —=9,5, c'est le calcul
1070 10 10

de la vitesse moyenne en m - s~1 sur la distance de 95 m
parcourue en 10 s.

. w =0,75(a+b) + 2.

4, a

b. v(a ’ZL bj —0,75(a+b)+2.

Le coefficient directeur de la tangente a la parabole

. . . . a+b .
d'équation y = x(t) au point d'abscisse est égal au
coefficient directeur de la droite passant par les points

A(a; x(a)) et B(b; x(b)).

2
56 | 1. Faux:en effet Io (x2 =Tydx :§ mais x> x2 - 1
n'est pas positive pour tout réel x dans [0; 2].

1 1 11
2. Faux:en effet IOXZ dx =3=)3 dx.

57 | 1. On calcule une primitive de x — x2 + 2ax par
’ 3

R . . X
rapport a la variable x, ce qui donne x — ~— + ax? ou
3ax? + x3 3
encore x> ———.
Dans le résultat suivant, c’est le calcul d'une primitive
de a+> x2 + 2ax par rapport a la variable a ce qui donne
av> ax? + a’x.
2 2
1 In4(2
2. | =|}In2(x)} ")
2 [

J=|n(7X)szt=|n(7X)
x 71 X




Aire de la partie du plan située sous la courbe, au-
dessus de I'axe des abscisses et entre les droites d’équa-
tionx=aetx=0b.

F(1) - F(0)

La primitive de f qui s'annule en 1.

Soit f et g deux fonctions continues sur un inter-
valleleta, b, cdesréelsdel:

Tf(x)dx = ch(x)dx + jzf(x)dx

Remarque : c'est le résultat de la propriété 3 page 238
du manuel.

Négatif.

63 | fet g continues sur unintervalle | contenantaetb,
a < b et pour tout réel t dans |, (t) < g(t).

Remarque : C'est le résultat de la propriété 4 page 238
du manuel.

APPROFONDISSEMENT

1 eX 1 e+1
1. |-|: Oﬁdx :[ln(ex+1)]0:|n(7j;

1
I+I=_|‘H-e dx—ldoncl—l—lne+1.
0 1 OeX+1 0 2

e+1
2. Par1.,ly+1, =In(Tj etpourn=1,

1e(n+1)x 1 enx
In+1+ln=J‘ dx+_[ dx

0eX+1 0eX +1
1
=qunx e +1dX:|:lenx:|
0 eX +1 n 0
_en—1
P

3. a. Pour tout x dans [0; 1] et pour tout n dans N,
(n+ 1) x= nx; x— eXétant croissante sur R, il en résulte
que, pour tout x dans [0; 1], e"DX = ™ puis comme
0<T1,1,,,=1,

Donc la suite (I,) est croissante sur N.

b. Pour0s=sx<1,1se<edonc2<e+1<e+1.

1 1
Il en résulte —— <
e+1 eX +1

dans N et pour tout x dans [0; 1], €% >0, nous en
enx enx enx

déduisons s——=<—

e+1 eX+1 2

c. Par I'encadrement obtenu en b., en intégrant pour

1 e’-1 1 e”—1
n=1—- sl,=-
e+1 n 2 n
.en . 1 e"-1
d. lim —=+c.Donc lim — =
N—+oo N n>tee+1 n

1
< 5 Comme pour tout n

1 e"-1. . .
Commel,=——- ,ilenrésulte lim I, =+co.
e+l n N—+oo

_ | n_
Pourn>‘| L71< n <‘I ei‘l

e+1 ne” e’ 2 nel

1en-1 1(1 1 j

2 ne" 2\n nen)
1 1

lim —=0, lim e"=+4donc lim —=0.
Ne—+oo N Né—too ne—+oo €N

. .1 1
Il en résulte lim f( ):0. Pour toutn =1,
Né—+oo 2 ne”
nx

dx/O

1 =0,comme 0 =< 1nous obtenonsJ.
eX +

1 e"—1 1(el -1
d’oUOs—sEe . lim f(e n)=0,doncpar

el ne" ne+2\ ne

B . |
le théoréeme des gendarmes lim —-=0.

n—+e €
1.

YA

| %
X

2. PourtoutndeN*, u, ,-u,=f(n+1),
comme f(n+ 1) =e ™MD In(1 + e,
f(n+1)=0care™!>0donc1+e™">1,dou

1 N
In(1+e™)>0ete™D=——doue >0,
en+1

Donc (u,,) est une suite croissante sur N*,

et el +1-el 1 R
3.a. 1- = = ,d'ou
el +1 el +1 el +1

=[t—In(et + D]y =x~In(1 + &) +In(2).

X

0el+1

X

’

e
b. Pourx >0, f'(x) =-eXIn(1 + &) + e "
eX eXeX 0 1re

T+eX  1+eX 1+eX 1+eX
Donc f'(x)=-f(x) + !
1+ eX

—X

c. Parb.f(x)= #—f’(x) donc
1+ eX

j f/(t)dt, d'ou
Fx)=x- In(1 +e%) + In(2) - (f(x) - f(0)).
Soit F(x) =x—-1In(1 + &) —e™XIn(1 + &¥) + 2In(2).

4. a. D'apres la représentation graphique de f, f est
décroissante sur R, donc pour 1 < k < n et pour tout
réel ttel que k- 1 < t < k, f(k) < f(t) < f(k- 1) d'oq,
commek-1<k,

k _(k . _(k
jk_1f(k) dt < _[k_1f(t) dt, soit f(k) < Ik_1f(t)dt.

n
b. F(n)= jonf(t)dt= ZJ'kk_1f(t)dt et d'aprés ce qui
k=1

n n
k
précede Y f(k) < Y, J.k_1f(t)dt, d'otiu, < F(n).
k=1 k=1

Chapitre 8. Intégration 15
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5. F(n)=n-In(1+e" -e™In(1 +e") +2In(2)
=Ine") -In(1+e"-eIn(1+e") +2In(2)
- |n(ij _In(1+e") +2In(2).
e +1 e

0< €
e +1

en
<1donc|n( j<0;
e +1

n n
L]] _In+e™) <0,donc F(n) < 2In(2).

Ainsi In(

e+ e’
Il en résulte que pour tout ndans N*, u, < F(n) < 2In(2).
La suite (u,) étant majorée par 2In(2) et croissante
d’apres 2. est donc convergente.

1' In(1+ x) =In(1+x)—ln(1), donc
X X

. In(1+x
lim In@+x)
x—0 X

2, a. Tracés des courbes représentatives respectives
Gq, €y €3, 6y, €5, €, de fy, £, f5, fy, 5, fo avec 6, en
dessous de 6, pour k < p et de la courbe représentative
de x — eX qui est la courbe située au-dessus de toutes

les autres.

1
=In'()=-=1.
(1)=1

0 [

b. Quand n devient trés grand l'allure de la courbe
représentative de f, semble étre celle de la fonction
exponentielle x — eX.

1
c. D'aprésb,, |, tendrait vers | eXdx=e-1.

n X n+1
3. a. F,,(x):—(H—) ;
n+1 n

n 1 n+1 n

l.=F (1)-F,0)=——|1+— -

n=Fal1)=F1(0) n+1( nj n+1

n 1 N n

Doncl,=——|1+—||1+—=| -———

n+1 n n n+1

( 1)" n

=[1+—| - .

n n+1

1 n 1 In(1+l)

b. |n(1+fj |(1f)i
n 1

n

1 N
Lorsque n tend vers + oo, — tend vers 0, donc d'apreés 1.
n

In(1 + f) NG
% tend vers 1, d'ou (1 + f) tend vers e.
n

n

n . .
Comme —— tend vers 1, il en résulte que |, tend vers
e-1.

(82]1.

X

2. a. lim (x+2)=+et lim =4,
X—>+o0 x—+o X +3

donc lim f(x) =+ co.
X—>+o0

4eX

b. f(x)-(x+2)=- :

00 - (x+2)=- =

tout réel x. La courbe 6 est donc située en dessous de la
droite d.

c. lim eX=0donc lim f(x)—(x+2)=0.
X——c0 X—>—c0

. 4eX

lim
Xx—+oo X +
La droite d est asymptote a € en — co.

donc f(x) - (x +2) < 0 pour

3 =4,donc lim f(x)—(x+2)=-4.

X—>+o0

lim f(x)—(x+2)=-4,donc
X—>+oo

lim (f(x)—=(x +2)+ 4) =0, soit
X—>+oo

lim (f(x)—(x+2)+4)=0, cest-a-dire

X—>+oo

lim f(x)—(x—2)=0.

La droite d” d'équation y = x - 2 est asymptote a ‘¢ en + «
Remarqueid’ est I'image de d par la translation de
vecteur - 4j.

3. La fonction G définie sur R par G(x) = In(eX + 3) est
une primitive de g sur R.

4. a. Pour 1<0, A(l)=_[;((x+2)—f(x))dx
_ 0 4eX X:4J-0 eX

AeX+3 A eX+3
A(2) = 4In4 - 4In(e* + 3).

dx = 4(G(0) - G(1)), d'ou



b. lim e*=0donc lim A(X)=4In4-4In3.

A——co A——co
' 1. a. Tracés des courbes €,, 6, 65, 6,, €5 repré-
sentant respectivement x — [In(x)]" pour n=1,n= 2,
n=3,n=4,n=5sur([1;el

b. u, estl'aire de la partie du plan située sous la courbe
représentative de x — [In(x)]" et au-dessus de I'axe des
abscises sur [1; e]. D'apres le graphique, on peut
conjecturer que (u,,) est décroissante.

2. U, -u,= jfln"(x)(ln(x) ~1)dx.

Sur[1;e],0=<In(x) < 1,doncIn(x)(In(x)—1) < 0.

Comme 1 < g, il en résulte Leln”(x)(ln(x) —1Ndx <0et

doncu,,; < u,.Lasuite (u,) est donc décroissante.

n+1
3. Sur[1;e],0=<In(x) <1donc0=<In"(x)<1etcomme
1 < e, on en déduit par intégration 0 < u, <e-1.la
suite (u,,) étant décroissante et minorée par 0, elle est
donc convergente. Comme elle est minorée par 0, sa
limite est positive ou nulle.

4. a. Pour tout réel xdans [1; €],

F700 =In"10x) + (n + 1) In"(x).

DU [R5 () dx = Upyy + (0 + D,

llenrésulteu, +(n+Nu,=F,(e)-F,(1)=e.
b. D'aprésa., u,,;=e—-(n+ Nu,.
¢. Silasuite (u,) a une limite/ > 0 alors

o Ce qui est en

lim (n+Tu, =+ puis lim Uy ==
n—+

n—+oo
contradiction avec u, = 0 pour toutn = 1.
La limite / de (u,) ne peut donc pas étre strictement
positive, donc/ < 0.
d. Pour tout n = 1, 0 < u, donc la limite / de (u,)) est
telleque /=0, comme /=< 0d'aprésc.,il en résulte /= 0.
. —In(x)

.1 Pour tout x > 0, f'(x) = x\/;
Donc pour 0 < x < e2, f(x) >0, pour x >e2, f(x) <0 et
f'(e2) = 0. Il en résulte que f est croissante sur ]0 ; e2] et
décroissante sur [e2; + oo[.
2. a. 8 >e2 dong, pour k = 8, f est décroissante sur
[k; k +1]. Il en résulte que, pour tout réel x dans
[k;k+1],f(k+1) < f(x) <f(k),etcommek<k+1,

k+1 k+1 k+1
jk f(k+T)dx < jk f(x)dx < jk f(k)dx,

cest-a-diref(k+1) < Ikk+1f(x) dx < f(k).

Pour tout x = 8, f(x) = 0, donc la courbe représentative
de fest au-dessus de I'axe des abscisses sur [8 ; + oo[.
Pour k = 8, l'aire de la partie du plan située sous la
courbe et au-dessus de I'axe des abscisses, sur [k; k+ 11,
est comprise entre laire du rectangle de base
(k+ 1)-k=1etde hauteur f(k+ 1) et celle du rectangle
de méme base et de hauteur f(k).

b. On déduit dea. que
Zf(k +1) < zj "F(x)dx < Zf(k),
clest-a-dire u,,; — f(8) < Js f(x)dx <u,
, 1 , . [n+l n+l_ X
3. 9/x) = 5 f(x) d'ou J.s f(x)dx = Is 2g’(x)dx, il en
résulte J:Hf(x) dx=2(g(n+1)-g(8))
=2Jn+1(n(n + 1) - 2) - 4/2(In(8) - 2).

lim Vn+1=+oet lim In(n+1) =+, donc
n—-+oco n—+oeo

n+1
lim j F(X)dx =+ oo,
n—+oo

commej f(x)dx < u,, nous obtenons lim u, =+ o
Nn—+oo

1 .
1. a. x— — est décroissante sur ]0 ; + o[ donc
X

pour toutentierk=1,sik<x<k+ 1, alors
1 1 1

k+1 x k'

b. Commek=<k+1 parintégration on déduitdea.que
Jkﬂ— Jk 1 d f fdx d'ou

ko k+1

_ sj‘kﬂld \l.

k+1 “Jk x k

Comme J.kkﬂ% dx = [In(x)],':+1 =Intk+ 1) - In(k).

nous obtenons 1 <Ink+1)-Intk) < l
k+1 k

c. Pour tout entier k = 1 sur l'intervalle [k; k + 1], I'aire
de la partie du plan située sous la courbe et au-dessus
de l'axe des abscisses est comprise entre l'aire du

1
rectangle de base k + 1 — k=1 et de hauteur P etle
1
rectangle de méme base et de hauteur X
2.5,-1=0=

estvrai pourn=1.

1
In(1) etS, -7 =0, donc I'encadrement

Pour tout entiern = 2 et pour tout entier k = 1, comme

1 J-k+1 1

il

1 n-1 k+11 n-1 1 .

— < z_[ —dx <Y —.Dou
+1 Ok x ok

dx < E on en déduit

%)
|
"

1
|fxs - —, cest-a-dir
N 1xd Sh clest-a-dire
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1
S,-1<In(n)<S,-—,
n
1
ilenrésulte In(n)+1=5,=In(n) +—.
n

. N .
3. lim In(n) =+eet lim —=0,donc lim S, =+-co.
n—+oo n—+oo N n—+oo

4. a.
S(n) et In(n)

10 000 000
9000 000
8000 000
7000 000
6 000 000
5000 000
4000 000 —
3000 000
20000004 -~ --- -
1000000 F-------ccccommmmmmmaeaoooooC
0

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

n

Série 1

La série 1 représente S, et la série 2 représente In(n).

série2 |

Les suites (S,,) et (In(n)) ont la méme allure pour n grand
et la différence S,, - In(n) tend a se stabiliser.

b. u .1 -u, =S, - In(n+1))-(S, - In(n))

1
=n+1—(ln(n+1)—ln(n)).

Or d'apres 1.b., on a pour toutn =1,

1
o <In(n+1)-In(n),doncu, ;- u,<0.

La suite (u,) est donc décroisante sur N*,

N 1
¢. Pourtoutn=1,daprés2,—<S5,-In(n) < 1.
n

Donc, pour tout n = 1, la suite (u,,) est décroissante et
minorée par 0, donc elle converge et comme,

pour tout n dans N*, 0 < u, < 1, la limite y de (u,,) est
telleque0<y=<1.

1
5.a. lim u,=y et lim —=0donc lim v,=7v

n—-+co n—+e N n—+oco

b. Pour tout entiern=1,

1 1
V1 =V = (un-ﬂ - m] - (un - EJ

1 1
=(Upypq —Uy) +————
(Unsg = o) n on+1

=L—(In(n+1)—ln(n))+l—L
n+1 n n+l
1

=——(In(n+ 1) = In(n)),
n
or d’apres 1.b. pour tout entiern =1,

1
o (In(n + 1) = In(n)) = 0, donc (v,)) est croissante.

¢. (v,) est croissante sur N* et a pour limite y donc,
pour tout n dans N*, v, < 7.

(u,) est décroissante sur N* et a pour limite y donc,
pour tout n dans N*, u, = 7. Il en résulte, pour tout n
dans N*, v, <y <u,.
U,-V,= % donc I'amplitude de l'encadrement est égal
a—.

n

d. Pour n = 10% l'amplitude de l'encadrement est
inférieure 3 1074, On obtient 0,57718 < y < 0,57725.

@ 1. a. Pour tout réel x, e > 0ete™> 0 donc
T+e*>1,douln(1+e*)>0eteXIn(1+e*)>0.
Donc h(x) > 0 pour tout x dans [0 ; + ool.

b. H'(x) = h(x) donc H est stictement croissante sur
[0; + L.

2. a. Pourtoutréelt=0,

—et 1
=h(t) - ,
+et ® 1+et

h(=e'ln(1+e™) +ef ]

ce qui revient a h(t) = h’(t) + .
1+ et

t
b. h(t) = h'(t) + —— = () + ——.
1+et 1+ et

X x(, et
Dot jo h(t)dt = Jo (h 0+ ef)dt
=[h(t) +In(1+ e")];
=h(x) +In(1 + e¥) - 2In(2).
Il'en résulte H(x) = eXIn(1 + ™) + In(1 + &¥) - 2In(2).

3. Pour tout réel x dans [0 ; + oo[,
In(1+e™*) In(1+e )

X =X\ —
efIn(1+e™) = ] p ;
ox
. . In(1+h ,
lim eX=0 et Ilmgzlnﬂ):Ldonc
X—>+oo h—0 h
lim h(x)=1.
X—>+oo
4, a. lim eX=+odonc lim In(1+eX)=+oo,
X—+oo X—>+oo

comme d’aprés 3. lim h(x)=1et
X—>+oo

H(x) = h(x) + In(1 + &) - 2In(2), il en résulte

lim H(x) = + .
X—>+oo

b. Pour tout réel x =0,
H(x) - x=h(x) - 2In(2) + In(1 + €X) —In(e);

1
In(1 +eX)—In(eX)=In(1+—X), lim eX=+oo,
e

X—>+o0
. 1 . 1
donc lim [1+—|=1et lim In|1+—|=0.
X—>+o0 eX X—>+oo eX
Comme lim h(x)=1,il enrésulte
X—>+o0
lim H(x)—x=1-2In(2).

X—>+o0
On en déduit que la droite d'équationy =x+ 1 - 2In(2)
est asymptote a la courbe représentative de H en + oo,



A. Une formule générale

1. uvest dérivable surl et (uv)’=u’v+uv’ d'ou
u’'v=(uv) -uv’.
2, Pour tous réels g, b dans |,
b b b
j u’(x)v(x)dx =J (uv)(x)dx —_[ u(x)v’(x)dx
a a a

b_ [P ,
= ()5 = [ uCov'(x) dx
= [WOVOOT - [ uCxv () dx
B. Applications

1. a. En posant u(x) =e*et v(x) =x,

ije" dx = [xex](a) —Jje" dx =2e3+1.

b. En posant u(x) = - cos(x) et v(x) = x,
T m

J.ng sin(x)dx =[— xcos(x)]g - J.OE—cos(x) dx =1.
c. En posant u(x) = x et v(x) = In(x),

J.:In(x)dx = [xIn(x)I; - Lex X %dx =1.

d. En posant u(x) =eXet v(x) =2x -5,

J-:(Zx - 5)eX dx=[(2x - 5)ex]i1 - J.jZeX dx

=2 3e2
e
2. a. Enposantu(x)=-eXetv(x)=1-x,

1 . :
h= -[0(1 — x)e ¥ dx =[x = De~]; - Joe—x dx =
b. L:(] —x)"™e~Xdx =[-(1- X)””e*x]l)

- J:— (n + 1)(1 - X)"(— e—X) dx

1
=1-(n+ 1)'[0(1—x)”e’x dx.
1

1
D'ou 1— x)"le=X dx
(n+1)!jo( )
1
1 n+l '[(1—x)"e‘xdx
(n+N! (n+MntJo
1
S —lfm—x)”efxdx
(n+1! ntdo
s o
C'est-a-dire |n+-| —m— |n.
1 1T 1 1 1T 1
b ly=—-lj=———;ly=——l,=———.
2721 T2 '3 2 e 3

La fonction f étant continue et non constante sur
I'intervalle [a; b], elle ne peut étre nulle sur [a; b]. Elle
n'est ni strictement négative, ni strictement positive sur
[a; b] car sinon les primitives de F sur [a; b] sont soit
strictement croissantes, soit strictement décroissantes
et nous n‘aurions pas F(a) = F(b) puisque a < b. Donc
comme elle continue, elle s'annule au moins une fois
sur [a; b] et I'affirmation 4 « Die Funktion f besitzt im
intervall | mindestens eine Nullstelle » est donc vraie.

1. Par la méthode des trapézes avec n= 8, on
obtient sur [0; 2] I'approximation suivante de | :

0,25 [M +£(0,25) + f(0,5) + f(0,75) + f(1)

+f(1,25)+f(1,5) + f(1,75)} avec f(x) =v1+ x2.
Donc | = 2,96.

k k+1
2. Sur chaque intervalle [ZT] pour k entier et

0<k=<7, le segment dextrémités les points de

, k k k+1 k+1 o
coordonnées | —;f|—|| et | — ; f|—— || est situé
4" \4 4 4

au-dessus de la courbe représentative de f, donc l'aire

de chaque trapéze de bases f(%) et f(%j est

supérieure a l'aire de la partie du plan située sous la
courbe et au-dessus de I'axe des abscisses. La somme
des aires des huit trapezes est donc supérieure a l.

Nous obtenons donc une approximation de | par excés.

3. Pour obtenir une meilleure approximation de |, il
suffit de subdiviser [0;2] en n sous-intervalles avec
n>8.

1. Si t+— x(t) est de période T, il en est de méme

pour t — x%(t), alors pour tout intervalle [a; a + T] de

1 ¢a+T 5 _l T 5
longueur T, ?L X (t)dt_rjo x4(t)dt,

donc X est indépendant de lintervalle [a; a +T] de
longueur T choisi.

Remarque : soit f une fonction continue sur R et de
période T. Pour tout réel a, posons

.

g(a)= J:H f(t)dt. Soit F une primitive de f sur R alors

g(@=F(a+T)-F(a)etg'(a)=f(a)-f(a)=0.

Il en résulte que g est une fonction constante sur R,
T

donc pour tout réel g, g(a) =g (0) = Jo f(t)dt.

2. a. Pourtoutréelt,

u(t+T)=Acos (o(t+T))=Acos(wt+ oT).
Comme oT =2, il en résulte que, pour tout réel t,
Acos(wt + oT) = Acos(wt + 21) = Acos(wt) = u(t).

2
Donc u est de période T= —n.
0]

b. Pour tout réel o, cos(20) = 2cos?(¢) - 1, donc

cos?(ct) = 1+ cc;s(Zot).
T, _ (T1+ cos2mt)
C. _[0 cos?(wt)dt —_[Oidt
t sin(zat)]T T, . A
=|—+—"=| =—douX=—.
[2 4 b 27T

d. - 1=<cos(wt) <1, donc la valeur maximale u(t) est

égale a A. La valeur créte de u est donc égale a A. De
méme si on avait u(t) = Asin(wt). D'ol le commentaire.

Chapitre 8. Intégration
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(91/1. Wz'foTRl,Znsinz(wt)dt

.

2. a. RIZT= | RiZ sin2(@t)dt, dou
1 ¢T

2 2 cin2

I1Z2= = -[o I, sin“(wt)dt.

. T
b. 'frsinz(wt)dt :[11‘—M] I
0 2 o

4w 2
2 1— 2ot
carT="" et sinZ(wt) = M.
[0} 2
Donc W:Rlzf—RlzT doul, = Zlm
m \/—

PROBLEMES

(2] 1. 0= 25,

10 ;1], f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur
[0;1]
2. a. fétant croissante sur [0; 1] pour tout entier k tel

f’(0) = 0 et, pour tout x dans

k k+1
queO<k<4etpourtoutree|xte|queg<x< s
f(k)<f(x)<f(k )Do

5 5
k+1 k+1

jff( J X <jk5 F(x) dx <jk5 f(k”)dx.
5

k+1
5 5

voes oo 1 (k 5
Cest-a-dire Ef(sj Jk f(x)dx <
L'aire de la partie du plan située sous la courbe

représentative de fet au-dessus de I'axe des abscisses sur

k k+1 . .
A ; e est comprise entre l'aire du rectangle de base

kel _k =% et de hauteur f(g) et l'aire du rectangle de

5

hauteur f(%j et de méme base.

b. De a. on en déduit

k+1
1 k=4 k=4 1524 (k4
EZf( j zjks Foxdx < f( . ]

k=0 k=0 ¢
‘est-a-dire: 1 <J1f(x)dx<f(5 -1
cesta-dire: - 54 < | 5 Gs= ).
¢ S;=6,8179a 107 prés par exces.
1

Il en résulte 1,0917 < jof(x)dx <1,1636.

3. a. Pourtout réel xdans [0; 1],
2 2 2
1-x+ X =(1 X“)+ x _ 1 '

1+ x 1+ x 1+ x

b. L:a —X)eXdx+ 1= j1(1 -X)

—J ex( x+—zx)dx

1 eX
= dx.
01+ x

c. x— (ax+ b)e*a pour dérivée sur R x+— (ax + a + b)eX,
il suffit donc de prendre a= -1 et b= 2. Il en résulte
que: x— (- x + 2)eX est une primitive de x — (1 - x)eX
sur[0; 1].

d. De b on en déduit

| = —dx f(1 x)eX dx

01+
Par c. j0(1 —x)eX dx=[2 - x)eX]y=e-2.

En utilisant I'encadrement obtenu en 2.c., on en déduit
0,37 <1=<045.

1. a. lim f(x) = — oo car lim In(x) = — o et
x—0 x—0
1
lim —=+4c; lim f(x)=0.
x—0" X X—>+oo
, , 1—In(x
b. Pour tout réel x > 0, f'(x) = %
X
c. f(e)=0;si0<x<e f'(x)>0;six>e f(x)<0.
Doncf est strictement croissante sur]0; e] et strictement
décroissante sur [e ; + ool.

2. a. limg(x)=+ecar Iim In2(x) =+
x—0

4[|n(&)] [Zln(\/—)J (InxJ (Inx)2
Jx Jx JIx x
In(X)

et lim
X—+o0

Comme lim +/x =+
X—>+oo

:0[
par composition lim g(x)=0.
X—>+oo

In(x)(2 —In(x))

b. Pour tout réel x>0, g’(x) =

+°°\0/7;12\ .

g(x)

3. a. f(x)=g(x) @M(TX)U

-Inx)) =0 x=Toux=e.
Donc € et €, ont deux points communs l'un de

. , 1
coordonnées (1;0) I'autre de coordonnées (e ; fj.
e

b. f(x)-g(x) >O<:>In(—x)

( )

(1-Inx)) >0 1<x<e;

fX)-g(x)<0e=——(1-In(x)) <0<=0<x<Toux>e.

Donc‘6;esten dessous de@,sur]0; 1[etsur]e; + ool et
€ est au-dessus de €, sur ]1; e[. Les courbes 6;et €

se coupent aux points A (1;0) et B(e ; l)
e

c A =J.1ef(x)dx - Leg(x)dx =[%|n2(x)1E —Eln3(x)];a



<Y

94 ( 1. a. f est dérivable sur [0; 1] car x — x% + 1 est
dérivable et strictement positive sur [0 ; 1].

- X
A+ x21+x2

f’(x) < 0 sur [0; 1]. fest donc décroissante sur [0; 1].

Pour tout x dans [0; 1], f'(x) = donc

b. K est 'aire de la partie du plan située sous la courbe
représentative de f et au-dessus de I'axe des abscisses
sur[0;1].

2. a. fétant décroissante sur [0; 1], pour tout entier k
telque 0< k < n -1 et pour tout réel x tel que

stsm, f(k+1j<f(x)<f[k) d'ou
n n n
+1 k+1

j f(k“)dx<jk" f(x)dx<jk" f(kjdx.
Cest-a-dire : ff( J J. n f( Ydx < (kj
k n \n)

k k+1
Sur lintervalle [— i] I'aire de la partie du plan
n n

située sous la courbe représentative de f et au-dessus

de l'axe des abscisses est comprise entre l'aire du

k+1k1

rectangle de base — -—=—etde hauteurf(@) et
n n

. . k
I'aire du rectangle de méme base et de hauteur f(fj.
n

b. De a. nous en déduisons

k=n-1 k=n—1 _k+1 k=n-1
2 7f(k+1) z J'kn f(x)dx < z lf(ﬁ}
k=0 N\ N k=0 " k=0 M \n

k n-1 k=n-1
SOIt* 2 f(k+1) <K=~ f(ﬁj
n n = \n

c. Fichier sur le site Math'x.

<Y

b. et c. Fichier sur le site Math'x.
Par la méthode des rectangles 0,878 < K < 0,885.
Par la méthode des trapézes K= 0,881.

X
1+ X
4. g=—V1EX2 1 gy
x+V1+x2 1+ x2

Donc g est une primitive de fsur [0; 1], d'ou
K=[g(x)l} =g(1) - g(0) = In(1 +/2) ~ 0,881.
Pour n= 50, la méthode des trapézes donne une

approximation a 1073 prés de K, meilleure que I'encadre-
ment obtenu par la méthode des rectangles.

Remarque : g(x) = argsh(x) sur [0; 1].

@ 1. D’aprés le graphique, on conjecture que f est

positive, décroissante, lim f(x) =+ et lim f(x)=0.
X—>—o0 X—>+oo

2. Pourtoutréel x, T <2+ cos(x) < 3donc 2+ cos(x) >0
sur R, X > 0 pour tout réel X donc e'* >0 sur R. Il en
résulte que f(x) > 0 sur R.

3. a. f’(x) =-e!X(sin(x) + cos(x) + 2)

o 3 sl )

2 X %(cos(x) + sin(x)) = cos(x) + sin(x).

c. De a. etb. on en déduit
f(x) = - J2e1~ (cos(x—anL 2). Comme V2 > 1 et

el > 0 pour tout réel x, f’(x) < 0 sur R. Il en résulte que
f est strictement décroissante sur R.

4, a. Pourtoutréel x, 1 < 2 + cos(x) < 3 donc
el X< f(x) <3e'™.

b. lim (1-x)= +o et lim eX= +o, donc par
X—>—oco X—>+oo

composition lim e'* = + c et par comparaison il en
X——co

résulte lim f(x) =
X——co
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lim (1—x)=-cet lim eX =0doncpar composition
X—>+o0 X——co

lim e* =0,comme 0 < f(x) < 3e', par le théoréme
X—>+o0

des gendarmes, lim f(x)=0.
X—>+o0

La droite des abscisses est asymptote a 6 en + oo,

5. D'apres le tableau de variations de f, f(x) varie de
facon strictement décroissante et continue de + e a 0.

3 €]0; + oo[ donc I'équation f(x) = 3 admet une solution
unique sur R. f(0,88) < 3 =< £(0,87), il en résulte
0,87 < o =< 0,88 ou o désigne la solution de I'¢quation
f(x)=3dans [0; + ool.

6. a. Pour tout réel x, f(x) = 2e'* + cos(x)e'*, d'ou

—[Tal ! -
A= 'fOZe tdt + -[o cos(t)e!t dt
=[-2¢+], + _[1cos(t)e1‘r dt
= ot o
=2e-2+ J;cos(t)e1‘f dt.
b. f'(t) = - sin(t)e' - cos(t)e't;
g’(t) = cos(t)e't - sin(t)e';
1 ’ 4
5(9 O - f () =£(0.
c. Il en résulte que %(g(t) - f(t)) est une primitive de
f:t— cos(t)e't. Donc
1
f1cos(t)e1‘r dt = [1(9(0 - f(t))}
0 2 o
= %(sin(n -cos(1) +e), dou

A= %(sin(]) -cos(1)+e)+2e-2

1 . 5
=3 (sin(1) - cos(1)) + 5 e-2.
d. A=4,9531072prés.

9% 1. a. lim 1-x=4cet lim eX =+co,
X—>—oo X—>+oo
Donc par composition lim e'X =+ e, d'ou
X——co
lim xe*=—-coet lim x2e™* =+ oo,
X—>—o0 X—>—o0
X .eX . X
b. xe'¥= e~ et lim —= +o donc lim —=0
eX X—>+o0 X X—r+o0 @

dou lim eLX=O, soit lim f(x)=0.

X—+oo € X—>+oo
2
X
e X
g(x):fi ,comme lim —=+o0
4 X X—>+o0 2
e2

X

. X -, . N
et lim — 0 par composition lim Lo,d’ou
X—+o0 @ X—otoo X
e2
2
X
. e
lim =2
x—oteo 4| X
e2

=0,soit lim g(x)=0.

X—>+oo

c. f et g sont dérivables sur R comme produits de
fonctions dérivables sur R & savoir x — x et x — e~
pour f, x — x2 et x— e'* pour g.
fx)=(1-x)e'*etg'(x) =x(2-x) e
f(1)=0,f(x)>0sur]-o; 1]et f'(x) < 0Osur]l;+ o[ fest
donc strictement croissante sur ]- e ; 1] et strictement
décroissante sur [1; + oo[.

gx)=0x=00ux=2.
g'(x)<0surl-o;0[U]2;+[ etg’(x)>0sur]0;?2[.

g est donc strictement décroissante sur ]- e ; 0], stricte-
ment croissante sur [0 ; 2], strictement décroissante sur
[2; 4+oof. Il en résulte les tableaux de variations
ci-dessous pour fet g.

X — oo 1 + o0
f'(x) + 0 -
1

f(X) . / \0
X — oo 2 + o
g’'(x) - + 0 -

+ oo 4
g(x) \O/E \ 0

2. Calcul d’intégrales
1
a. lp=[-e™] j=e-1.
b. x — x"1e1* a pour dérivée x — (n +1 - x)x"e'™
(a recouper avec la dérivée de g).

1
D'ou [x”“eFX]L = Jo(n +1-x)x"e* dx

=+, =1,
Soitl,,,=(n+1l,-1.
c. Parb. I =lj-1T=e-2etl,=2l;-1=2e-5.
3. Calcul d’une aire plane
Pour tout réel x, f(x) - g(x) = (1 - x)xe' ™
Doncf(x)-g(x)=0<=x=00ux=1.
Les courbes 6 et €’ représentant respectivement les
fonctions fet g ont donc deux points communs O(0 ; 0)
origine du repére et A(1; 1).
Comme pour tout réel x, e > 0, f(x) - g(x) est du signe
de x(1 - x). Donc sur ]-oo;1[ f(x) — g(x) < 0 et € est en
dessous de @’, sur ]0; 1[; f(x) - g(x) >0 et 6 est au-
dessus de @’, sur 11; + o[ ; f(x) — g(x) <0 et € est en
dessous de €.

1 1
b. A=j0f(x)dx —J.Og(x)dx =l -,=3-e

4, Etude de I'égalité de deux aires

a. Avec les résultats donnés par le logiciel, comme

par 3.a., ¢ est en dessous de €’ sur [1; al,

S(a)=(5-2e'9-2ge'"9- g%~ - (2 - ge’? - 19
=3_gel-d_gel-a_g2el-a



b. S(a)=A=3-el9-gel9-g2el9=3_¢

clest-a-dire e=(a2+a+ 1)xexe cequirevienta

1=(a?+a+1)e7 soit en multipliant par e? (e? étant

non nul pour tout réel a) les deux membres de I'égalité,

nous en déduisonse?=a?+a+ 1.

c. Considérons la fonction h définie sur [1 ; + o[ par
h(a)=e9-a2-a-1.

Méthode 1

h'(a)=e9-2a-1;h"(a)=e%-2.
Poura=1,e9=e'>2donch”(a)>0sur[1;+o[,
h” est donc strictement croissante sur [1; + o],

HU)=e-&hxm=eaG_2ll_4L}

ed ed
. a . 1 . .
comme lim —=0et lim — =0, il en résulte que
a—+o 9 a—+o 9

lim h’(a)= lim e% =+, il en résulte que h’(a) varie
a—+eo a—+eo

continiiment de fagon strictement croissante de e -3 a
+ o0, Comme e - 3 <0, il existe un unique réel or> 1 tel
que h'(c)) =0.

Par approximations successives on obtient

1,256 < ¢ < 1,257.

Sur[1;al,h’(0) <0et,surla;+ e[, h’(c) > 0.

h est donc strictement décroissante sur [1; o] et stricte-
ment croissante sur [a; + o[. h admet un minimum en
aeth()=-03.h(1)=e-3ete-3<0.

Donc h(a) < 0 sur [1; o] et ne s'annule pas sur [1; o].

2
mm:w@—a-a—1}
ed ed ed

Les résultats du cours donnent lim e9 =+ oo,

. a . —I a—>+oo
lim —=0et lim —=0.
d—>+o00 € a—s+eoed
a\2
2 1| 3
a . a X
T2 | jim Z=+wet lim —X:Odonc, par
ed 4| 9| g5+e X—+o0 @
e2
a
composition, lim 2 —0.1len résulte que la fonction
a—+e0 9
e2
a a 1 -
ar——————apourlimite 0 en + et que

ed ed ed

lim h(a) =+ eo.
a—>+o0

h varie donc continllment de fagon strictement
croissante de h(a) =—0,3 a + .

0 €] h(@) ; + o[, donc il existe un unique réel a dans
Joe; + o[ tel que h(a) = 0. Par approximations successives
1,793 <a<1,7%.

Comme pour a >1, S(a)= A & h(a)= 0, nous en
déduisons que S(a) = A pour un unique réel a tel que
1,793 <a<1,7%.

Méthode 2

On peut aussi représenter avec un logiciel (GeoGebra
par exemple) les courbes représentatives de x — eX et
x> x2 +x +1 sur [0; +oo[ et demander les points
d’intersection de ces deux courbes. Nous obtenons
deux points A(0 ; 1) et B(1,7933 ; 6,0091), en prenant
comme option : arrondi a 4 décimales.

Comme a > 1, seul B convientet a = 1,7933.

On peut aussi représenter graphiquement sur GeoGebra
la courbe représentative de h: x+— eX - x2 - x -1 sur
[0; +oo[ et demander les points d'intersection de la
courbe représentative de h et de l'axe des abscisses.
Nous obtenons O(0; 0) origine du repére et A(1,7933;0)
en prenant l'option : arrondi a 4 décimales.
Commea>1,a=1,7933.

Méthode 3

Avec un logiciel de calcul formel résoudre I'¢quation
h(a)=0poura>1.

97| A. 1. lim (x2=3x+17)= lim x2=+4c
X—+oo X—>+oo

et lim eX=+odonc lim f(x) =+ c.
X—>+o00 X—>+oo

fx) = (1 N izszex.
X X

X—>—c0

2
X
x = X
xzeX=4[2e2J lim = =-et lim XeX=0.

X
e . X =
Donc, par composition, lim EeZ =0.

llenrésulte lim x2eX=0,
X—>—co

. 3 1
comme lim |1-—+—|=1,
X—>—oo X X

nous en déduisons lim f(x)=0.
X——o0

2. a. f est dérivable sur R comme produit de deux
fonctions dérivables x> x2 - 3x + 1 et x— e*.

Pour tout réel x, f'(x) = (x2 - x - 2)e*.

f'(x) est du signe de x2 — x - 2 care¥ > 0 sur R.

x% - x~-2apourracines - 1 et 2.

Doncf'(x)=0&< x=-1Toux=2.

Sur]-oeo;=1[, f(x)>0.Sur]-1;2[, f'(x) < 0.
Sur]2;+oo[,f(x)>0.

Donc fest strictement croissante sur]-oo; - 1],

f est strictement décroissante sur [- 1; 2], f est stricte-
ment croissante sur [2 ; + oof.
D'ou le tableau de variations ci-dessous :

X ) -1 2 + o0
f'(x) - 0 +

+ 0
5 + oo
f(X) 0 /rg \ o /

Chapitre 8. Intégration
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3. a. A est l'aire de la partie du plan située sous la
courbe et au-dessus de I'axe des abscises sur [- 3 ; 0].

b. a=1,8=-5ety=6.

¢ I=[(x = 5x+6)eX]’, =6 -30e3~4,51.

B. 1. g est dérivable sur R comme composée de deux
fonctions dérivables sur R, x — x2 +ax + b suivie de
X+—>eX,

Pour tout réel x, g’(x) = (2x + a)eX* +ax+b,

Comme eX*+ax+b > 0 pour tout réel x,

g'@)=0@3+a=o,soita=—3.
5
g(sze_1@7—2+b=—§<:>b=
2 4

Conclusion : Pour tout réel x, g(x) = eX*=3x+1,

3. a. Pour tout réel x,
(B-x2-3B3-x)+1=(x2-6x+9)+3x-8=x2-3x+1
donc eB=x=3G=)+ = @x*=3x+1 c'ast-a-dire

h(3 - x) = h(x) pour tout réel x.

Pour tout réel x, les points A(3 - x ; h(3 - x)) et A’(x; h(x))

ont pour milieu |(3 - ; X, h3 - Xz) + h(X)).

Comme h(3 - x) = h(x), nous obtenons IG ; h(x)).
Donc A et A’, points de la courbe T, sont tels que le

milieu de [AA’] est situé sur la droite A d'équation x = 3
—(2x-3 ~(0

et AA’(0 j est orthogonal au vecteur j[Jqui est

un vecteur directeur de la droite A. A et A’ sont donc

symétriques par rapport a A. Lorsque x décrit R, A et A

décrivent I, la droite A est donc un axe de symétriedeI.

b. h(3,1)<5<h(3,2). Comme h =g, dans B ; +<>o[, hest

continue et strictement croissante, donc h(x) prend
toutes les valeurs de l'intervalle

3 3
h|=1; lim h(x)| =|e 4 ;+oo|.
|: (2) X—>+oo [ |: |:
_5
Comme 5 e{e 4 ;+oo[, I'équation h(x) = 5 a une solu-

. . 3
tion unique dans E;+<>o .

Comme h(3,1) < 5 < h(3,2), 3,2 est bien une solution
approchée a 107" de I'équation h(x) = 5.
c. llenrésulte|x, —1,7|< 0,5, soit 1,2 < x, < 2,2.

Or h est strictement décroissante sur [1,2; 1,5] et
strictement croisante sur [1,5; 2,2], donc sur [1,2; 2,2],
5 5

h(1,5) =e 4 avece 4 =0,28 a 102 prés par défaut est
un minimum. h(1,2) = 0,31 et h(2,2) = 0,47 3 1072 prés
par excés, il en résulte 0,28 < h(x,) < 0,47.

C. 1. v, est dérivable sur R comme la composée de
X —> u(x) dérivable sur R suivie de x — eX dérivable sur
R. Pour tout réel x, v/ (x) = u’(x)eu®.

Comme e¥® > 0, pour tout réel x, v;(x) et u’(x) sont de
méme signe. D'apres le tableau de variations de v, il en
résulte que v, est strictement décroissante sur ]- o ; d]
et strictement croisante sur [a; + o= [.

lim u(x)=+cet lim eX=+oco,
X——o0 X—+oo0

donc par composition lim e¥X) = + oo, soit
X—>—c0

lim vy(x) = +-eo.

X——oo0

lim u(x)=+ccet lim eX=+oco,
X—>+o0 X—+oo

donc par composition lim e¥(¥) = + oo, soit
X—>+o0

lim vy(x)=+oo.
X—>+o0

v, est dérivable sur R comme composée de x — e¥
dérivable sur R suivie de x — u(x) dérivable sur R.

Pour tout réel x, v5(x) = eX u’(e¥).

Comme e* >0, v5(x) est du signe de u’(eX) avec e*
décrivant l'intervalle ]0 ; + oo[.

lim vy(x)=u(0) et lim v,(x)=+-oo.
X—>— X—>+o0

Sur]-eo;In(a)], u’(eX) < 0 car u dérivable et décroissante
sur [0; al, donc v, est décroissante sur ]- oo ; In(a)].

Sur [In(a) ; + o[, u’(e¥) = 0 car u dérivable et croissante
sur [a; + o[, donc v, est croissante sur [In(a) ; + oo[.

2. v; est croissante sur [b; + oo car u et x+—> e¥

sont croissantes et positives sur [b; + ool.

Sur ]- =0 ; g, on ne peut pas conclure car u ne garde pas
un signe constant.

Sur [a; b], u est croissante et négative donc si
u(x,y) < u(xy)
a<x,<x,<balors
eX2 < eXi
u(x,) e*2 < u(x;) e*2, mais u(x;) €2 = u(x;)e* car
u(x;) =< 0, donc on ne peut pas conclure.



A. 1. f: t — (at +b)et est dérivable sur [0; 1]
comme produit de deux fonctions dérivables sur [0; 1]
t>at+bettel

f’(t) = ael + (at + b)e! = (at + a + b)e!

Pour que pour tout réel tde [0; 1], (at + a + b)el = (1 - t)e?,
il suffitquea=-Tetb=2.

Donc t+ (2 - t)et est une primitive de t+> (1 - t)el sur
[0;1].

Uy = j(:a —t)etdt =[2—t)etl) =e—2.

2 o Avec la premiére calculatrice, (u,) semble diverger
vers — oo,

e Avec la deuxiéme calculatrice, (u,) semble diverger
Vers + co,

B. 1.Sur[0; 1], 1 - t=0 et e! >0, donc quel que soit
I'entier natureln=1, (1 -t)"e'=0sur[0; 1].

Par la propriété 4 page 238, positivité de l'intégration,

commeO=<1, j(1 —t)"et dt =0, d'ou pour tout n dans
N*, u,=0. 0
2. a. t—e! est croissante sur R, donc pour tout
0<t<1lonal<el<e puiscomme (1-t)"=0, car
0 <t =<1, nous en déduisons (1 -t)"e! < (1 - t)"e.
b. Il en résulte comme 0< 1,

1 1
jom —t)yetdt < joea —t)n dt.

ej1(1 —tydt = e[—Lm - t)"“]1 =&
0 n+1 o n+1

e
DoncO<su,s<s—-:.
n+1

Soitu, = 0 pour tout n dans N*,

. e , N PO
3. lim —— =0, donc d’aprés le théoreme des gen-
n—+eo N +

darmes, lim u, =0.
N—+oo

C. 1.Pour tout réel tdans [0; 1]

g =-n+1)(1 -0+ (1-t)"*el, dou
(1-"+Tet=g'(t) + (n +1)(1 - )"t

Il en résulte

1 1 1
Ja-tyetdt={g'tydt+(n+1) [(1-t)yet dt
0 0 0
Doncu, ,;=9(1)-g(0)+(n+T)u,=(n+1)u,-1.
2. a.ev,=aet
u;+1(a+2-e)=(e-2)+a+2-e=aq, larelation de
récurrence est donc vraie pourn=1.
e SoitneN*siv,=u,+nl(a+2-e)
alorsv, ,=(+1)(u,+nl(a+2-¢e)-1
=(n+Nu,-1+(Nn+MNl(a+2-e)
=U, g t(+NDla+2-e).
D'aprés le principe de réccurence, on peut conclure que
pour tout entier naturel n non nul :
Vp=Uu,+ni(a+2-e).

b. lim u, =0 daprésB.3.

n—+oo

e Sia<e-2, lim nl(a+2-e)=—oo,dou
N—+oo

esia>e-2, lim nl(a+e—2)=+o,dou
Nn—+oo

lim v, =+0c;
n—+oo

e sia=e -2, pourtoutndans N* nl(a+2-e)=0dou

lim v, =0.
Nn—+oo

c. D'aprés b. Pour la premiére calculatrice, le calcul
approché de u, est inférieur a e - 2 et alors la suite (u,)
devient une suite (v,) dont le premier terme a est tel
quea<e-2.

Pour la deuxieme calculatrice, le calcul approché de uj,
est supérieurae - 2.

Pour tout réel x, f(x) = ax? + bx + c avec a < 0, car
dapres la courbe lim f(x)=—co.
X—>+oc0

f0)=1ec=1;

, a+b=0 =-1
f(1):0etf(1):2<:>{z+b+1:2<:>{b:2 .
Conclusion : pour tout réel x, f(x) = — x2 + 2x + 1.
fx)=0=x=1 -2 oux=1++2.

Donc l'aire de la partie colorée est égale a

3 42
(—x2+2x+1)dx={—);+x2+x] soit
0

V2
Js

54442

—

f est une fonction polynome définie sur R, donc f
est dérivable sur R et pour tout réel x,

f'(x) = 3x2 - 16x + 20.

10
f’(x)=0<:>x=20ux=?.

Donc A(2;16) et B(E ; @j N(E ; O).
327 3

Soit C(2 ; 0). Laire de la partie colorée est égale a la
somme de l'aire de la partie du plan située sous la
courbe et au-dessus de I'axe de I'abscisses sur [0; 2] et
de l'aire du triangle ACN rectangle en C.

2
Soit Jo (x3 —8x2 +20x)dx + 8(? - 2]

2 4 3 2
| (x3—8x2+20x)dx=[x——8i+10x2} _68
0 4 3 b 3

Il en résulte que aire(R) = 63—8 + ? = %

On approche la valeur moyenne de f en divisant
par 1000 la somme des aires des 5 trapezes T,, T,, T, Ty,
T5 de hauteur 200, et de bases 300 et 226 pourT;, 226 et
187 pourT,, 187 et 181 pour T;, 181 et 209 pour T,, 209
et 270 pour T.

Chapitre 8. Intégration
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Une estimation de la hauteur h a laquelle on nivelle le
terrain est alors h = 217,6.

52
102| V= L)znx“ dx — _[;nx4 dx = anx“ dx = [nx?}
1

=mz19,5.
5

£(0) = 0 et f(4) = 0 & F(x) = a(x? - 4x).
f’(2) = 0, donc la parabole a pour sommet le point S
(2;f(2)),Comme S est au-dessus de la droite d'équation

y—E f(2)>§etf(2)>5<:> 4a>5 <:>a<—i
3 3 3 3 12

, 5
Posons f,(x) = ax? - 4ax pour tout réel xet a < — 7%
Remarque:

5 s . 5 s
poura=-— Py la droite d'équation y = 3 est tangente a

o . 5,.,5
la parabole déquation y = - TX +§x en son sommet

de coordonnées (2 ; gj

5 . . 5 .
Poura< - Y I'équation f (x) = 3 a deux solutions lI'une

a+f
2

ocdans]O; 2[, I'autre B dans 12 ; 4[ avec =2carla

droite d'équation x = 2 est un axe de symétrie pour la
parabole d'équation y = f(x).

5
5 402 +22
£ = f@axz 4a —§=O@x=2+730u
a
5
402 +22
X=2-
a
Remarque:
5 5, 5a )
commed<--—, 0<4a°+— <4a‘et
12 3
5
402 +22
0<2+ 3 <2
a
5 5 5
\/4a2+—a \/4az+—a \/4az+—a 5
3 —_ 3 - 3 . 4+7

a -a \/0_2 3a

Doncot(a):2—4/4+3i etonabien0< o(a) < 2.
a

L'aire de la partie du plan colorée est égale a
B(a) 5
fm) (fa(x) - Ej dx.
Par raison de symétrie par rapport a la droite d'équation
B(a) 5
= f —=|dx=2 Xx)——|dx.
( (x) ) j [ (x) 3j

Donc J~/3( )(f (x)— gj dx =4 J.a(a)(fa(x) - g) dx =2.

Posons g (x) = f,(x) - g

5
Sia,<a;<- Y pour tout x dans [0 ; 2],

9a,(X) = gq, (X) = (ay

Sur]0; 2], x> - 4x < 0 donc, comme a, - d, > 0,
9o, (x) - 9a, (x)<0sur]0;2] et 9, 0)- 9a, (0)=0.

- ay) (X2- 4x).

a—aa)=2- 4 +i est dérivable sur:| oo —i[
3a 12
5 5
car la fonction a— 4 + — est dérivable sur |— oo ; ——
3a 12

et y est strictement positive.

o’'(a) = % donc a’(a) >0,
6a?, /4 +—
3a

a— a/(a) est donc strictement croisante sur

}_ 0o —%[ d'ou a(a,) < a(ay).

Comme gaw(x) < gaz(x) sur]O; 2] et a(a,) < a(a,) avec
0 <o(ay <ofay) <2 et gaz(x) = 0 sur [a(a,) ; 2] et
9o, (x) = Osur [ar(ay) ; 21.

_[2 (x)dx < '[2
oz(a1>g"1 a(aog“z

2
Donc la fonction a — J.a( )ga(x)dx est strictement
a

2
(x)dx = Ja(az)gaz(x)dx

F=al
décroissante sur |—oo; ——| .
12

Posons I(a) = Jj(a)ga(x) dx

3 5
x> Gy(x) = ax? - 2ax? - EX est une primitive de

x> g,(x) sur R.
I(a) = G4(2) - G, (ex(a))
-—7a -g (0(a))3 + 2a(a(a))? + %a(a).

. 5

aw aeta— o(a) sont continues sur }— oo ; —E[ donc
. 5 .

ar~l(a) est continue sur _M;_E , de méme que

a~2l(a).
a+— 2l(a) est donc une fonction continue et strictement

. ] 5 [

décroissante sur |—oo; ——| .
12

21(- 1) = 4,7 et 2I(- 0,5) =~ 0,4.

4 €[04 ; 4,7], donc par le théoreme des valeurs
intermédiaires et la stricte monotonie de a+— 2I(a), il
existe un unique réel a dans

5
}—m;—a[ tel que 2l(a)=4avec-1<a<-0,5.

En utilisant un logiciel de calcul formel (par exemple
GeoGebra) par approximations successives nous
obtenons:

21(-0,923) =4,00015 et 2I(- 0,922) = 3,99045. Donc a tel
que - 0,923 < a < -0,922 est une valeur approchée a



1073 prés de la solution dej
pour tout réel x,

(fa(x) - g) dx =4 et,
f,(x) = ax? - 4ax est une valeur approchée de f(x).
m <f'(x)<Meta<bdonc

b b b .
J. m dx SJ f’(x)dx SJ M dx c'est-a-dire

a a a
m(b - a) < f(b) - f(a) < M(b - a).

1. Pour tout réel x dans [a; b], - f(x) <
f(x) <|f(x)| donc|f(x)| = f(x) = -|f(x)|.

2. Il en résulte que, pour a < b,
b b b .
J. If (x)|dx BJ f(x)dx Bj — |f(x)| dx soit
a a a

F(x)] et

b b b
—J [f(x)| dx S_[ f(x)dx SJ [f(x)| dx.
a a a
b
Commelf(x)|=0eta<b, _[a If(x)|dx = 0.
Sachant que pour tout réel X et tout réel A= 0,
|X| <A< - A< X< A nous en déduisons

‘ j:’f(x)dx‘ < j:\f(x)\ d.

1. J X dx = 0 et x+— x n'est pas la fonction nulle.

2. a. F'= f donc F’ est positive sur [a; b] et F est

croissante sur [a; b].

b. Para. pourtoutréel xdans[a;b], F(a) < F(x) < F(b).
b

Comme Ja f(t)dt =0 & F(b) = F(a), il en résulte que,

pour tout réel x dans [a; b], F(a) < F(x) < F(a), C'est-a-

dire, pour tout réel x de [a; b], F(x) = F(a).

F est donc constante sur [a; b].

¢. Fconstantesur[a; b]. Donc0=F"=fsurla;b].

Accompagnement personnalisé

@ Calculer une intégrale

SE

B= |:i(2X2 4)4] = - 45 (forme utilisée u’u").
o2

C= [ } — (forme utilisée u’u™).
12(2x3 +12], 27

=[In(x2 + 4)]0 =1In(5) - In(4) =In(1,25)

Lou
(forme utilisée —).
u

In(In(2) (forme utilisée %).
=[3v2x+ 4]11 = 3(J6 -2) (forme utilisée —

o
G= B(ex + 1)3]; =

1
g(e +1)3 —g (forme utilisée u’u").

E =[In(In(x)]; = In(In(5) -

= [1(In(x))2}1 S (forme utilisée u’u").
2 12

e
kLY

| = [lsinz(x)}2 -1 (forme utilisée u’u™).
2 b 2
2
J= [Ze&l =2eV2_2e (forme utilisée u’eY).

@ Majorer, minorer, encadrer une intégrale

A. Graphiquement

a. lestl'aire de la partie du plan située sous la courbe et
au-dessus de I'axe des abscisses sur [2; 7].

b. Laire du rectangle est égale a 15 supérieure a |, l'aire
du polygone en pointillés situé sous la courbe est
inférieure a I. L'aire de ce polygone est la somme de
l'aire d’un triangle rectangle de c6tés de I'angle droit
égaux a 2 et 3 et de l'aire d'un trapéze de hauteur 3 et
de bases 3 et 1.

L'aire du polygone situé sous la courbe est donc égale a
34+46=9.Donc9=<I|=<15.

B. A l'aide du signe d’une intégrale ou du théoréme de
comparaison

a. Sifestcroisante sur[a; b] alors, pour tout réel x tel que
a<x< b, f(a) < f(x) < f(b).Parlapropriété 4, commea
< b et fest continue sur [a; b], nous en déduisons

b b b
[“faydx <[ fx)dx < [ f(b)dx

a a a

Clest-a-dire (b — a)f(a) < J < (b - a)f(b). Comme f est
positive (b — a)f(a) est l'aire du rectangle de base b - a
et de hauteur f(a) et (b - a)f(b) est I'aire du rectangle de
base b — a et de hauteur f(b).

J étant l'aire de la partie du plan située sous la courbe et
au-dessus de I'axe des abscisses sur [a ; b].

Donc J est comprise entre l'aire des deux rectangles.

b. Sifest continue, décroissante sur [a; b],

f(b) < f(x) < f(a) pour tout réel x de [a; b], alors
(b-a)f(b) <J =< (b-a)f(a).

2. a. Pourtoutxtelque0<x=<1,0=<x"=< 1 car pour
n entier naturel non nul x — x" est croissante sur
[0; + oo[. Comme €* > 0 pour tout réel x, il en résulte en
mutipliant les 3 membres par e que 0 < eXx"? < eX.

D'ou0 <K, < _[;ex dx avec I;ex dx =[e"]1) =e-1.

Conclusion: 0 <K, <e-1.

b. x — eX est strictement croissante sur R donc, pour
0sxs1,ed<se <el cest-a-dire 1 < e¥<e Comme
x" = 0 sur [0; 1], nous en déduisons x" < ex" < e x",
dou0=<=eXx"<ex".

¢. Parb. nous obtenons 0 <K, < J:ex” dx .

1 1 1 e
J ex" dx =e_[ x" dx =e[—x””:| =
0 0 n+1 o n+1
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e
llenrésulte0 <K, < ——.
n+1

. 1 L
lim —— =0, donc par le théoreme des « gendarmes »
n—+eo N+ 1

lim K, = 0. Ce deuxiéeme encadrement suffit pour en
n—+oo

déduire que la suite (K,) a une limite et permet de la
calculer. Ce n'est pas le cas du premier encadrement.

3. Sur[0; 1], pour tout n entier naturel non nul

0 < x"1 < x". Comme pour tout réel x, Vx2 +1 >0,
nous en déduisons, 0 < x™1/x2 + 1< x"/x2 +1.

Par la propriété 4, comme 0 < 1 nous obtenons

0 SJ(:)("H\/XZ +1dx $J;x”Vx2 +1dx.

Clest-a-dire0 <L,,; <L,. Donc lasuite (L,,) est décrois-
sante et minorée par 0 donc elle converge.
Remarque :comme sur [0;1],0 < XWx2+1< x"\/f,

1
ilenrésulte0 <L, < Jo\/Ex” dx.

1
f;ﬁx” dx = {ﬁx””} = £ lim £ =0, donc
n+1 o

N+1 nosteon+1
par le théoréme des « gendarmes » lim L, =0.
n—>+oco
@ Approfondir: calculer un volume a l'aide du
calcul intégral

A. Une sphere

1. En appliquant le théoréme de Pythagore dans le
triangle rectangle ayant pour cotés de I'angle droit r(z)
et z et pour hypoténuse R, nous en déduisons que
r2?%=R2-2z%

2. Par la formule donnant le volume d'un cylindre de
hauteur Az et de base de rayon r(z) nous obtenons que
ce volume est égal r (2)2 Az, soit m(R2 - z2) Az.

3. z+— R? - 72 est une fonction paire sur [- R; R], donc
R R
J_Rn(Rz -z2%)dz = 2‘[0 n(R? - z2)dz

R
2
==nR3

3

IORR(Rz -2z%)dz= [n(Rzz - ?]

0

2 4
Donc V= 2(§nR3)= gnR3 et on retrouve la formule

donnant le volume d’une sphére de rayon R.

B. Un cone de révolution

1. Enapliquant le théoréeme de Thalés dans les triangles
rectangles de c6tés de I'angle droit R et h pour 'un, r ()

r(z)y h-z
et h — z pour I'autre nous obtenons LG = e d'ou

R
r(z)=—(h-2).
@ h( )
2. Par la formule donnant le volume d'un cylindre, un

cylindre de hauteur Az et de base de rayon r(z) a pour
vqume 71:r(z)2 Az

Soit —(h 2)2 Az

jhnR (h—2)2 dz _—j (h—2)2 dz

3

.[o (h-2)*dz =[—%(h—2)3}0=%.

2(p3 2
Donc V= ER(,;] = mRh et on retrouve la formule

h? 3
donnant le volume d'un céne de révolution de
hauteur h dont le cercle de base a pour rayon R.

C. Volume d'un autre solide de révolution

2 3
V=J3TC 2 dx = _am =8—n.
1 X xh 3




Pour reprendre contact

@ Avec les angles orientés

a.—E b.—E c.—E d.E
2 4 3 6
@ Avec le trigonométrie
1. (4,0My) = —g (2m) (4,0M2) = 7 (2m) (4,0Ms) = —% 2m) (4,0Ms) = g 2m)
2. a. La demi-droite JOA), avec A(1;1).
b. La droite (OB), privée du point O, avec B(— % ?)
@ Avec les angles associés
a. Faux:cos(—a) = cosa
b. Vrai
c. Faux:cos(mt+0)=—cosa
d. Vrai
@ Avec les équations trigonométriques
a. S=1{0} b.S:{—E} c.sz{—z—“;z—”} d.s={3;3—”}
2 3 3 4 4

@ Avec un ensemble de points

2 4
a. Ladroite d'équation réduite y = gx + 3

b. L'union des droites d'équationy = x ety = —x + 1.
c. Lecercle de centre O et de rayon 1.
d. Le cercle de centre Q(2;4) et de rayon 242.

@ Avec les cercles du plan

l.a. x-D+(y+2*=4

b. x2+y?—x+y-6=0

2. On peut factoriser : (x — 2%+ (y - )? = 4. (E) est bien une équation de cercle.

3\ 21
3. (F) s'écrit aussi :(x - 5) +(y+ 32 =— R (F) n'est pas une équation de cercle

Chapitre 9. Les nombres complexes



Activités 1. Vers des nombres imaginaires
A.a. 23 +24%x2=56
b. p =3 etg =14.Le bindbme vaut J50 +7 et 'apotome vaut J50 -7.

La racine vaut %/\/5 +7— %/\/5 -7.

Ala calculatrice :
SI156 +7 - B8 -7

On vérifie que 2 est bien solution exacte de l'équation x3 +3x =14 car23 + 3x2 =14,
c. Demémep=—-6etqg=6.

Le bindme vaut 1+ 3 et 'apotome vaut 1— 3. La racine vaut Ya-3-2.

Ala calculatrice :

E-iz
2.8473221A

On controle graphiquement ce résultat :

WI=H" (a0 —6n
YE=g

- B_,/-/fIiECT

B. a. On conjecture que 4 est solution de (E).
Vérification : 473 =64 et 15X 4 + 4 = 64.

b. L'équation s'écrit x3 — 15x = 4.

-15

4
?:—5et5=2;(—5)3+22=—125+4=—121.

On ne peut pas prendre la racine carrée de - 121.

C.2.Q+)*=4+4i-1=3+4i;2+)> =G +4)Q2+)=2+11.

En poursuivant les calculs de Bombelli, et en adoptant ses abus d‘écriture, on obtient le binéme 11i + 2 et I'apotome
11i-2donc laracine/2 +11i —311i—2.

Oncalcule (-2 +i)3=-2+11i.

D'ou laracine 2 +i—- (- 2 +i) =4, racine bien réelle et racine exacte de I'équation (E).

4=3, Y3210 Y=

Activités 2, Représentation graphique des nombres complexes

1. £
B
A, -
t 5 & —t+—t
Lo
H
2. M(z2) e (Ox) ©Im(2)=0; M(z) € (Oy) & Re(2)=0

Activités 3. Module, argument et forme trigonométrique
1. OM = 2 et(u,0M) = g 2m).

2. b. Pour construire S, on construit S, puis la demi-droite [0S'). S est le point de cette demi-droite tel que OS=2:ila
une abscisse et une ordonnée doubles de celles de S (théoréme de Thalés).

3.1
C zg = §+ Ei d'ou, d'aprés 2., zg = 2zg = /3 +i.



RG] el 3o
3.z y=—+i— ;25 =2|——+—i|;zc =5|—+<i|;
2 2 2 2 2 2

Zp = 5[—14\5] 1Zp = 4[J§—;i]etzF = 4[—\/§+1i],

2 2 2 2 2
4. a.r=+a?+b? b. z;, = cos 6 +isin@ € zp =rzp =Va? +b?(cos 6 +isin0)
d. a=rcosf ; b=rsin@
5.0N=+5;  6=-634°

TP1. Propriétés algébriques
1. Oui.
2. a. Par exemple pour la multiplication, en posantz=a+ibetz’=a’ +ib’(a, b, a’, b’ e R),
on obtient zz’ = (aa’ - bb") + i(ab” + a’b) qui est bien de la forme A +iB, avec A, Be R.
4 . . )
b. Le quotient — d'un nombre complexe par un nombre complexe non nul est égal au produit de z et de l'inverse de
z

z’.0On amontré a la question 2.a. que C était stable par produit et passage a l'inverse, il I'est donc aussi pour la division
(par un nombre n € E; non nul).

3. a. E, etE, sont stables pour I'addition et la multiplication, tout comme C (mémes calculs en remplagant i par \/E).
b. E, et E, ne sont stables ni pour le passage a l'inverse ni pour la division. En effet, pour E;, si I'on choisit z = 1+1,
; = # = (121 : :2) = % - %i et% ¢ Z.Pour E,, diviser par 0 n'a pas de sens, ce qui explique le résultat.

Par contre, E, — {0} est stable pour le passage a l'inverse et pour la division.

Passage a l'inverse : soient a et b deux nombres réels non tous les deux nuls.

1 1 1
Sia—b\/—zO,anrsa:bﬁet7=—=0+—\/§.
a+by2 2632 4b

1 a-b\2 a b
a+by2  (a+bV2)a-b\2) a?-2b2 a2 - 2b2
Dans les deux cas, on obtient bien la forme requise.

Division : méme méthode.

Sinon,

TP2. D’ou viennent les régles de cardan ?
1. On utilise le développement de (u + vi=w+ v)z(u +v).

2. Siu etv vérifient le systéme, alors x3 + 24x = (u3 +v3) + 3uvx + 24x d'aprés 1.
Puis en remplacant u3 + v3 par 56 et uv par - 8, on obtient bien 56 dans le membre de droite.

WBivd=56 (U+V=56 =56-8 =56-U =56-U
3. L=t 3 L=y L= (=1
uv=-— wP=—-8 |wv=-8 " |UG6-U)=-8  |-U2+56U+83=0

4. On trouve les racines du trinéme - U2 + 56U + 83. On en déduit les couples (U,V) : (—8,64) et (64,— 8) puis les

couples (u,v) : (- 2,4) et (4,—2), et enfin une solution de (E;) : x = 2.

Pour aller plus loin : pour résoudre x3 + px = q(E), on pose x = u + v.Pour que x soit solution de (E), la condition suffisante
B+vi=g =q-U

sur (u, v) est cette fois p - Cette condition équivaut a p)3 ,enayant posé U =u3etV =v3au

uv=-= —U2+qU+(§

3
préalable. En trouvant les racines du trindéme — U2 + qU + (g) et en revenant aux variables (u, v) puis a x, on retrouve le

résultat annoncé.

TP3.Un ensemble de Julia
1. a est un nombre aléatoire choisi compris dans l'intervalle [0; 4].
2. a. Lavariable contenant les z,, est z. Le premier terme de (z,)) esta.

b. On sort de la boucle « Tant que... FinTantque » lorsque le module de z,, est strictement supérieur a 2 ou bien que n
atteint la valeur 100.

c. Dans le cas présent, on considere que la suite (z,,) n'est pas bornée lorsque le module d’'un de ses termes dépasse 2.

Chapitre 9. Les nombres complexes 3



3. TRAITEMENT ET SORTIES :

Pour k variant de 1 a 20 000 Faire
Choisir aléatoirement deux nombres
nbaléal et nbaléa2 entre 0 et 4
Affecter nbaléal — 2 + i(nbaléa2 — 2)aa
AffecterOanetaaz
Tant que |z| < 2etn <100 Faire

Incrémenter n de 1
Affecterz2—1az
FinTantque
Sin =100 alors
Tracer le point d'affixe a
FinSi
FinPour

TP4. Une propriété des polygones réguliers

A.1. Voici ce que l'on saisit sur GeoGebra :

- pour le triangle : A(1; 0), B(1;2?n), C(1;43i)_
« pour le pentagone : A(1; 0), B(];z?n), C(1;4?n), D(1;6?n), E(1;85l)_

. etc.

2. Le produit considéré valant environ 3 pour le triangle, 4 pour le carré, 5 pour le rectangle, on conjecture que pour un
polygone régulier a n c6tés inscrits dans le cercle trigonométrique, ce produit vaut n.

B. 1. La diagonale du carré inscrit valant V2, 0nabien:v2 x2x+2 = 4.

1 W3 1 W3
L3

2. ZA=1;ZB=_E

1Zc =
2 'CT o 2

. . 2 2
aBxAC<| 1 N3 1 W3 (5) NEE N
2 2 2 2 2 2
S O U W SO ' SR B
IR T T T T ET 2 2 T 2
b. AB = AE = 1,AC = AE = /3 et AD = 2. Le produit vaut donc : AB2 x AE2 x AD = 6.
2in A &in 8in
4.a. zz=e5 ,zc=e5 ,zp=e>5 etz =e 5.
4 2 -
b. cos(—nj: 2cos? [—n)—1: 5 3.
5 5 2
4T s
¢. Dans AOB, AB% = AO? + OB? + 2 x AO x OB x cos(——) =/5-1en utilisant b.
2
2
De méme, AC? = @ Au final, AB x AC x AD x AE = AB2 x AC? = (JE- 1) [*/E; 3] =25 +6.
1— 5
Pour aller plus loin:@° =Tdonc1+w + w2 +w3 +w* = 1760 = 0. Légalité proposée se montre en développant les

An _2m\? o 2m 2in
deux membres eten prenantz:w,ondéduitqueO:[e 5 +e 5] +(e 5 +e 5 J+1.En utilisant laformule d’Euler,

on déduit : 4cos? (?n) + 2COS(?TC) + 1= 0. On finit par déduire la valeur de cos(?n) en trouvant les racines du trinéme.

TP5. Un lieu géométrique utile en physique

2
PourteR,, h(t) = ——.
+h® 1+it
1. M(0) a pour affixe h(0) = 2 ; M(0, 1) a pour affixe h(0, 1) = % - %i ;



i _B_5;. « _8_4,.
M(O0, 2) a pour affixe h(0, 2) = 13 13| ; M(0, S)apouraszlxih(O,S) s 5|,
M(1) a pour affixe h(1) = 1—1i; M(2) a pour affixe h(2) = T Ei;
) _1 5.
M(5) a pour affixe h(5) = 3 13|.
1 -
|
& @ M)
) 1 M(0,1)3
5) M(0,2)
M(0,5)
194 M(
M(1)

Voir fichier joint sur le site Math’x.
2. L'ensemble N décrit par M(t) lorsque t décrit [0; + o[ semble étre le demi-cercle de centre le point | d'affixe 1 et de
rayon 1.

2 21-it) 2 2t .
3. Pourt =0, h(t) = = = - i
T+it  1+t2  1+t2 1+¢2
2 2t -2 2t =2t 4% + a2 /(Hﬂjz
IM(t) = - i—1= - il doncIM(t) = = =1
® 1+t2 1+t2 ‘ 1+t2 1+t2 ® (1+12)2 1+1t2

M(t) lorsque t décrit [0 ; + o[ appartient donc au cercle de centre | et de rayon 1.

4. a. x(t) désigne la partie réelle de h(t).
SoitP(a;b) point du demi-cercle 0 <=a<2;(@a- P +b2=1;b< 0).

2
Existe-t-il un réelt = 0 tel que x(t) = >=a?
O = _ 4t _ 1+t
(1+e22
t 0 —+ oo

2
x(t) T 0

[l existe donc un réel t,e [0;+ o[ telque x(t) =a,0 <a < 2.
2t,
1+

or,b2=1-(a-1*etb<0doncb=—-1-(a-1?;

2 4t2 2t
b=—\1-(x(tg) -2 =— [1- B RN S
(X(to)=T) (1+t3 ) +t2)2 1+t2

Lensemble N est donc le demi-cercle de centre le point | d'affixe 1 et de rayon 1.

b. Il reste a vérifier que b = —

TP6. Lieu des sommets d’un carré

1. a. Voir fichier joint sur le site Math'x. :
b. Le point S semble fixe, le point R évoluant quant a lui sur le segment [EF], G(—E;f), F(f;—f).

11 2 2
C. 5(,; f).
2 2

2. La droite (AB) ayant pour équation y = 1— x, le point M a pour ordonnée 1— x. L'affixe de P est donc x, 'affixe de Q
est (1-x)i,x €[0;1].

3. a. E(ll)
2 2
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N 1 1 .
I b
b, P —%E _ : x 22 :idoncﬁzm:1d’oUEP:EQet(E_d,EP):argi:E(Zn).

EQP est donc un triangle rectangle isocéle en E (direct) donc S =E.
c. |l apour affixe %x + FTXL | est le milieu de [SR] donc z = 27, — z5 = (x - %) + (% - x)i. R appartient donc a la droite

d'équation y = — x. Puisque x € [0; 1], R appartient au segment [FG] précédemment décrit.

.

TP7.Une inversion

1. Voir fichier joint sur le site Math'x.

2, Les points O, M et M” paraissent alignés.

3. a. Lelieu E décrit par M” semble étre le cercle de centre H d'affixe 5 et de rayon 5.

b. Créer un point B sur le cercle T puis taper M = B dans la barre de saisie pour placer M en B.

Le lieu F décrit par M” semble étre la droite A.
T ., 20 20z 20 20 — .
4, Le vecteur OM’ a pour affixe 2’ = —=——=kz aveck=—= W € R donc OM’ = kOM. Ces deux vecteurs étant
z zz 27 |z
colinéaires, O, M et M’ sont alignés.
5. a. z'+2’=§+(§)=§+§=£(2+3.
zz

V4 z z z

b. On pose z = x + yi. Soit H le point d'affixe 5.
20 ] |20-5x+5yif
Xx—yi X —yi
Ainsi, six=2,|z’ — 5] = 25 donc HM’ = 5. Le lieu E décrit par M’ est le cercle de centre H daffixe 5 et de rayon 5.
Le point M’ est le point d'intersection de la droite (OM) et du cercle T".

400~ 200x  25(x? +y2) _ 400 ~200x

donc|z’ - 57 = =
b+ yil? x*+y? b+ yi?

|z’ =57 = -5 +25.

c. SiMappartientaT’, x2 —10x + y2 = 0 donc x2 + y2 = 10x.
Evaluons (a, m) = arg(z’ — 2), K étant le point d'affixe 2.

512
7/ —2= 20 _ 2= M = 20—yi doncarg(z’-2) = g (7r) donc le lieu F décrit par M’ est la droite A.

2 =R
z 2| ||

Pour aller plus loin
1. Le Produit OM x OM’ semble valoir 20.

OMx OM’ = |zl|z’| = || = |*%2

= 20% donc OM x OM’ = 20 car|z| =|Z|.
z




20 _
2. 2= 27=20 |z =20.
V4

L'ensemble des points M invariants est 'ensemble des points M tels que OM = 245 ;il s'agit du cercle de centre O et de
rayon 245.

TP8. En autonomie
1.

A: cercle de centre J' d'affixe — 4 et de rayon 4.

B : demi-droite d'origine J’ contenant les points d'affixes réelles x, x < —4.

C: parabole de sommet le point d'affixe — 4 — 2i.

2.0na:z’ =z2-4zdoncz' +4=(z—-2)%et|z’ +4|=|z -2

MeT e IM=2s|z-2|=2<|2/+4|=4.

Le point M” appartient donc au cercle de centre J' et de rayon 4.

3. Conjecture B:soity € R.

Med, ©z=2+yieo 7z =4+4yi-y?-8-4yie 2/ =-4-y2 AinsiZ e Retz' < —4.
L'ensemble cherché est la demi-droite d'origine J’ contenant les points d'affixes réelles x, x < — 4.
Conjecture C:soit x € R.

Med, ©z=x+xie 2 =x2+2x%—x2 —4x - 4xi & 2’ = —4x+(2x? — 4x) —i.

1
Enposantz’ = x’+y’iona:x’=—4xety’ =2x2—4x= gx’z +x’.

1
Ainsi M” appartient a la parabole d'équation y’ = gx’z + x” de sommet le point d'affixe — 4 — 2i.
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Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

@zA =2+2,zg=—1-i,zc =4detzp =-2i.

@‘ZA‘ =22 et arg(z,) :g @mn)

in
5z, = 22e4

(6 /1.2 :2;arg(z)=—§ Qn);
|z| =2 etarg(z) = g 2n)

2. z2°=-32+0i
n n
@a. 4e2 b. 5ei" . \2es
_im in
d.e 3 e. 2e6
it 4im

E:2e7§ et—z=2e 5

(9 [Re(z) =4 etim(z) =1

zl+z2 :g—;i

(11fa. 17 b.% c.15-8i d.—é

(12]a. 5={V5;- 5} b. 5= {iv/5;~ 5}

c. S={1+2i;1-2i}

ENTRAINEMENT

a. Re(zy) =2 etIm(zy) =1
b. Re(zg) =3 et Im(zg) =1

1
¢ Re(zg)=-1etIm(zo) = 5

d. Re(zp) =—-1 et Im(zp) = -1

a. Re@=-1etim(@ =1

b. Re(2) =0 et Im(2) = %

2 1
. Re(®) = 3 Im(z) = -3
d. Re(2) = —% etIm(z) = %

(15[ 2y =2+i; zg=2-4i; ze=2i; z5=-3-i;
Zp=-2; zg=-i; zg=5+i; zy=2-i

(16/a. a=3etb=3
(17 [ Voir corrigé en fin de manuel.
a.—g+3i
(19fa. 1421 b.2+i c.—%—%i d.2-i
(20/a. 5412 b.-2i 5

d. —3-4i e 2 f. E+§i
9 3

b.a:2etb:l
2

b. 33 +3i

(21/a.1-7i b.-2+8 -10-2 d.20+10i

22 | Voir fichier sur le site Math'x.

(331, 4 =1+i

2. a. On pourrait qualifier (u,,) de suite géométrique de
raison 1+i.

uy =(1+0? =2i

b. u, =uyxgq"=01+)"

3. 0=+ = (1+1?) = @)* =16
4 4 i
2fas=0-5)  bos={

(25(a. S ={i;1+20)} b.S:{(—%+3i;%+i)}

1. Il n'est pas évident d'en trouver. Le couple
X = 2 et y, = 1fonctionne par exemple.

2. a. 52 = 25 tests nécessaires dans le pire des cas.

b. Re(P(2)) = a(x? — y2)+ bx + c etIm(P(2)) = 2axy + by
c. et 3. a.Voir fichier sur le site Math'x.

b.

***plgorithme lancé***
Le nombre complexe suivant est une racine pseudo-évidente : 2+(-1
Le nombre complexe suivant est une racine pseudo-évidente : 24(1

1

U
*i

27[1. AQ+) BGB) C-1  D(2+2)
AB(-2+2)  AC(-3-i)

2. 755 =23-25 =3i-Q+)=-2+2i
zA—C:zC—zA:—1—(2+i):—3—i



1. A05-2) B(2-2) CA+i)) DE15+i)
2. AC(0,5 + 30) BD(0,5 + 3i)

3. Les affixes étant égales, les vecteurs sont égaux et
ACDB est un parallélogramme.

29 | Voir corrigé en fin de manuel.

1. A,B, C semblent alignés.

13, .
2. Zﬁ=5+ﬁl eter=7+2|.

7 2
3. s # 3 Les points A, B, C ne sont pas alignés.

10
@zﬁ =6—i=—2z.: Les points sont donc alignés.
(32/ (-3 +3i)
@a —+ =i b.f—ll —+i| d. ———i

2 2 26 26 5 5
Voir corrigé en fin de manuel.
a2 3 bl % w-a oa-li
5 5 5 5

37 | Voir fichiers sur le site Math'x
1 _ a—ib __a i b
z (a+ib)a—ib) a2+b2 a2+b?
z _(a+ib)@ —ib) aa’+bb"  .a’b-ab’
Z @ +ib)a@ —ib) a?+b? a?+b?’

b.

(38/a. 2-4i b. —3+2i C. 2+2i

d. 1+ 4i e.1+1i f. —i—ii
272 1313

(39/8(v3-) (-3 +i) D(-v3 -1

(40[a. 2+7-2i b.—i—1-3z

(#1a.5={0} b.S={a0-),acR

c.S:{—2+§i} d.S={12} eS=R f S=0

(42[s={1-i;2+2i)}
@ « 1" propriété_:

z+7 =@-ib+@-ib)=@+a)-ib+b)=z+2
« 2¢ propriété : par récurrence.

Initialisation (n = 0) : 1= 1est vraie.

Hérédité :

.. —n . —n+1 -n - -
siz"=2z estvrai,alors z =z xz=2z"xz=z"
par hypothése de récurrence et compatibilité de la
conjugaison avec le produit.

(441, P(2)=23—322+4z-12=23-32+42-12
3 - - _
=z -3z +4z-12=P(2)
en utilisant la compatibilité de la conjugaison avec les
opérations usuelles (linéarité et passage a la puissance).
2. b. On utilise 1:

—— o o
P(2i) = {P(zi) _ P 2i) donc P(-2i) = 0.
Pour aller plus loin :

n n __ n n
P@) =Y a2k =Y az" = Y azk = Y azk=P@).
k=0 k=0 k=0

k=0 = =

On a utilisé la compatibilité de la conjugaison avec les
opérations usuelles et a, = a,, obtenu car a, est réel.
Puis on refait le raisonnement de 2. b.

1. a.eth.

A(-2)  B@2-3i c(%j D(-14)  E(1+3)

2. a. x =2x%2-2y?2+3y y’ = 4xy —3x

b.MeOx) =y =0 x(4y-3)=0< x=0o0u
y = % L'ensemble concerné est la réunion de I'axe des
ordonnées et de la droite D d'équation y = %

c. Par exemple, on vérifie que pour les points B et E’
déja tracés, B et E sont bien dans I'ensemble de b.

Voir corrigé en fin de manuel.
En posantz = a+ib, x, y réels,

Z=Qa-3b-4)+i(3a+2b-1).
1. Ziréel e Im(Z) =0 a= %
2. a. Z;imaginaire pur

2 4 2) 4
4:)Re(Z):Omb:fa+f@z:a(1+fij+fi

3 3 3 3
oua est réel.
b. Lensemble cherché est la droite d‘équation réduite

=2,,2
y=3x"3

1. Re(z’)=—-6ab-4a+1

etlm(z’) = 3a% —3b2 — b + 4.
1 2
2. a. z’ imaginaire pur< b = a3
a
L'ensemble cherché est une hyperbole.

b. z’réel = 3a2-3b2-b+4=0

2
< 3a? —3(b+l) -
6 12

Chapitre 9. Les nombres complexes
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1_ a 7= ((3X+1)+§iy)((x—2)jiy) dou
(x=2)+iy)(x - 2)—1iy)

X,=3x2+3y22—5x—2 ety = -7y '
x=2°"+y? (x-2%+y2

b. Z réel @ Y =0 < y = 0. Lensemble E est donc I'axe

des abscisses privé du point d’abscisse — 2.

2.a.Z=ZoX+i¥=X-iY &Y =0o Zréel

3z+1 3z+1

z-2 z-2

&3227-62+2-2=322-62+2-2&z2=7 7 réel.

A est réel, B et C sont imaginaires purs.

@Voir corrigé en fin de manuel.

b. Pourz#2,7=7 <

52 | Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1. a. M’semble décrire une parabole de sommet O.
b. M’ semble décrire une demi-droite incluse dans I'axe
des ordonnées.

2. Enposantz =a+ib (a, b réels),

7z’ =(a-2ab)+i(a2 — b2 +b).

<Sizestréel, b=0et 2 =a+ia? et Im2) = Re(2)>.
Lensemble obtenu est la courbe de la fonction x — x2.
- Si z est imaginaire pur, a=0 et z’ =i(-b%2 +b). En
étudiant la fonction b — —b2 + b, on observe que M’
décrit la demi-droite incluse dans I'axe (O;v) dont les

points ont des ordonnées inférieures ou égales a —.

1. a. M’ semble décrire une parabole.
b. M’ semble décrire une demi-droite incluse dans I'axe

des abscisses.

2. Enposantz = a+ib (a, b réels),

7' =(a? - b%+2b+2)+iab - 2a).

-Sizestréel, 2/ =(a’+2)- 22ia. Lensemble obtenu est

la parabole d'équation x = ¥ +2.

- Si z est imaginaire pur,a=0 et 2’ =—b2 +2b+2. En
étudiant la fonction b — — b2 + 2b + 2, on observe que
M’ décrit I'ensemble des points de I'axe (O;v) d’ordon-
nées inférieures ou égales a 3.

@ Im(@) .

o] h Re(z)

lal = V2 et arg(a) = % @m)

lbl = V2 et arg(b) = —3711 @m)

|c|=4 et arg(c)=0 2m
|d|=3 etarg(d) =n 2m)

le| =2 et arg(e) :g 2m)
If| =3 et arg(f) = —g 2m

l9/=32 et arg(g) = g @mn)

D Im(z) A

<

o Re@

@ a. Cercle de centre O et de rayon 2.

b. Cercle de centre O et de rayon 3.

c. Disque de centre O et de rayon 3.

d. Couronne comprise entre les disques de centre O et
de rayons 1 et 22 (la frontiere avec le disque le plus
petit est exclue, I'autre est incluse).

58 | a. Demi-droite ouverte 10I) avec | d'affixe 1.
b. Demi-droite ouverte JOI") avec I d'affixe — 1.
c. Demi-droite ouverte ]OJ) avec J d'affixe i.

d. Droite (OJ) privée du point O.

@ a. Demi-droite ouverte JOA) avec A d'affixe 1+ 1.
b. Demi-droite ouverte JOA’) avec A’ d'affixe 1—i.

i3

1
c. Droite (OB) privée du point O avec B d'affixe 5 + -
d. Droite (OA) privée du point O avec A d'affixe 1+1.

a. zZ= \/g(cosﬁﬂsinﬁ) = E+£
6 6 2 2
3t .. 3n .
b. z= Zﬁ(c057+ |5|n7) =-2i2
C. z= 2(cos3—n+ isin3—n) =-J2+i2
4 4

2w\ . . 21 .

d. z= Zﬁ(cos(—?j+ |sm(—?)] =—3-3i
b4

a. |zZ]=2 et argz = 3 2m)
b. Izl = 2+/3 et argz = —g @mn)

¢ lzZI=7V2 etargz = —g @2mn)



a. |z =§ etargz = —g @m)

b. |zZ|=4 etargz = —g 2m

c. lzZ1=2V6 etargz = g @mn)

a. z=—1+i3

b. z=—§—£
2 2

1.a.x/ﬁ b. /5 c.5

2, arg(4-i)= arctan(— %) =—0,24 rad (2m)

~—14,04° (360°)
arg(1—2i) = arctan(—2) = 1,11 rad (2n) = — 63,43° (360°)

arg(—3+4i)= arctan(— g) =~2,21rad(2m)=—53,13°(360°)

66| 1. z, =2[;+h£§j:zA=2 et argz=§ 2m

Zg = 2[_\/§+;ij :‘ZB‘ =2etargz= S?TC (9]

2
2, Im(z)
A
B
: : o| - -
3. OA= \ZAL=£B\ = OBet tn nom
(O—A, OB) = (u, OB) - (u, a‘\) = 3 = 5 (2m), donc le

triangle OAB est isocéle rectangle en O.
4Tt . . 4m 1 AT T
a. 3| cos—+isin— | b. —| cos| —— |+isin| ——
3 3 2 2 2

AT b
d. cos| a—— |+isin| a——
( 2) ( 2)

c. cos(— o) +isin(— o)

- 34 W
I” ‘b'
’ ~
s ~
P ~
’ 2+ 3 Y
ll *
3 LY
! ‘ E
i
F;{ 1 x
] “
L)
I ]
[} 0 o .
- . . v v 4
S 2 -1 0 1 2 3,
1 I
L
'y b
% 11 X
L3 /
\ ’
A} !
A Y !
\\ ‘2' 'I
bl ’,
~ -
~ ”
~ -
S B B .~
'K—_,_‘__-:!__- ___,X

2. Siz =a+ bi apour module r et argument 6 alors
a — bi a pour module r et argument -0 ;

—a+ bi a pour module retargumentt—6 ;

—a— bi apour module retargumentt+6 ;

b + ai a pour module r et argument T o ;

b —ai a pour module r et argument 6 — g;
—b + ai a pour module r et argument g +0;
—b — ai a pour module r et argument —g -0.

L'égalité des modules implique que les huit points
appartiennent au cercle de centre O et de rayon

Va? +b2.

1.a=cos<p+isin<p donc1+a=1+cose +ising.
2 2

cos<p:2[cos(§] —1 donc 2[cos§] =1+ cosp et

sinp =2 sin%cos%

Donc1+a= 2cos£ cos£+isin9 .
2 2 2

2. 2COS% > 0 doncle modulede1+a est2cos% etun
argumentde 1+ a est %
3. a. A

1 Ala) B(1+a)

-1 0 1 2 3
-1

b. La demi-droite [OB) est la bissectrice de I'angle
(u; OA).

1. Posonsz=a+bietz’ =a’+b'i.

z+Zz'=a+a +(b+b)idonc

lz+ 2P =@+a)* +b+b).

z-2z'=a-a +(b-b"idonc

lz—2z'P =@-a)+@b-b).

lz+ 2 +|z— 2’ =2a% +2a’2 +2b2 + 2b"2
etdonclzP +|zZP =a? + b2 + a2 + b’2.
Onadonc:|z+ 2z’ +|z— 2z’ = 2|z + 2|z’
2. P(z+2)

M (Z)

Chapitre 9. Les nombres complexes



a. OP et MM’ ont pour affixez+z etz - z'.
b. OP2 + MM’2 = 2(OM?2 + OM"2),

@a. [-1+i[ =2 etarg(-1+i)= 3775 (2m) donc
(1+1?|= 2 et arg(=1+1)?) = 37“ - —g (2m).

b. [1-i|=+2 etarg1-i) = —g (2m) donc

\(1 - i)s‘ =42 etarg(1-9°)= %f” = %’t n).

C. \1+i\/§‘= 2 et arg(1+ix/§)=§ (2m);
2+2i|=2v2 etarg2+2i)= g (2m) donc

+i3] 2 2

+iW3) n n =
2+2| 22 2 © arg(erzi]:3_4:12(2n)'
@a. ‘\/§+i‘=2;\i\=1donc \/';’iﬂ =2
b.1—ix/§:1+i\/§=2donc::£:1
c. (1—i\/§)4‘=‘1—ix/§‘4=24:16;
. 4
(1+i)3:1+i3:2\/§donc(1_'_\/)§3)=4x/5
+1
@a. \Z—Zi\:Z\/E; x/g—i‘:Zdonc \2/5__2; =2
b.|(2- 2| =[2-2if =16V2;
‘(\/5— i)2 =|V3- i\z = 4donc|(2-2i*(V3 - i)2 =642
c (\/g—i)4‘=‘\/§—i‘4=24=16;
2

‘(2—2i)3‘ - ‘2—2i\3 =16+/2 donc («/5—.‘)3 -5
2-2)°| 2

(74]1z1=|22| & |21 =122 < |20~ |z) = 0 donc

|z| = |z2| © |z| = 0 ouz| = 1.
L'ensemble cherché est donc la réunion du cercle de
centre O et de rayon 1 et du point O.

PN _r_r
@a. arg((1-1)z2) = 5 (2m) < arg(2) 25 2m)

S arg(2) = % (2m) donc

z= 2[cos%+isin3—nj= —2+21

4

b. arg(éj = g (2n)  arg(2) + g = g (2m)

< arg(2) = % (2m) donc

”):QJFQL

T ..
Z = 3| cos—+isin—
( 4 4 2 2

o

a. arg(z) =§ @Qn) < argz) = —g @Qmn)

Lensemble cherché est la demi-droite JOA).

-~ i o™
V4 N
/ X
e |
| o i
/
N /
~
44— RA

b. arg(z2) = —% Qm o arg(z) = —g @n.

L'ensemble cherché est la demi-droite ]JOB).

c arg(%) = Z?n 2n) & arg(z) = —Z?TE (2m).

L'ensemble cherché est la demi-droite ]JOC).

-n
3
Lensemble cherché est la demi-droite ]JOD).

d. arg(1+1)2) =

(2n) & arg(2) = —%E 2m).

@ arg(] + |\/§) = g (2m)
a. (1+i3)" réel (:)ngzkn (keZ)e n=3k

Les entiers naturels n cherchés sont multiples de 3.

b. (1 + i\/§)n imaginaire pur & ng = §+ km



<:>n=3k+%(keZ).

-2

Aucun entier naturel ne peut étre solution.
e

(78], 121=| 5= "2 =
“! ERE

arg(z’) = arg(-2) — arg(z) = m — arg(2) (2m)

2. a. 7 eR] o arg(z) =0 (21) © arg(2) = © (27).
L'ensemble cherché est la demi-droite (O ; - 4).

b. z/ e R* & arg(z") = 0 (1) & arg(2) = 0 (m).
L'ensemble cherché est I'axe (O ; u).

c. Z/eiR e argz) = g (2n) < arg(2) = g ().

L'ensemble cherché est I'axe (O ; V).
3.a.0OM=<2s|z|l=2o|Z]|=2.
L'ensemble cherché est le plan complexe privé du disque
de centre O et de rayon 2.
|z <2 |z’|=2
b- MeJOAl < arg(2) = kil m < arg(z’) = 3n (2m)
4 4
L'ensemble cherché est la demi-droite d'origine B d'affixe
-2+i2 représentée ci-dessous.

2]
B~

-2

N

m A[eig] ;B[Zeisénj ;C[x/fei_:]; D[Zei_zn] ;

[;eigj; F(2e™).

m

—T

LT
(804 =14e™;3i=3¢2;5=5¢0;-8i=8e 2 ;
=21 T
—1—i§:el 3 ;1-i=+2e 4.

5]

a ~
N

|

T

3 sn
C (E e'%) 14
L]
A (2e'M)
+ + +
-2 -1 0 1
B eid)
2 2
14
° 3n
D(2e77)
_24

. T
(82]2+2i=2v2e's ;-3+3i= 2436 ;
I

V2 &
=—e4,
2

2ei§
K3
\/§e4
2
(83/1. -V3-3i=23¢ '3
2.-3+3i=23e 3 ;43+3i=23e3
LT
et\/§—3i:2x/§efl3.

Voir corrigé en fin de manuel.

20
1+i

. T T

0+— i(0——

1. ie'® =e|( +2J—3ei9 =3¢l (041 _Jjeif =2¢"" 2
2,

1

T T
8[z=2e4 e7=\2e2
Voir corrigé en fin de manuel.

11
88 | a. Vrai b. Faux(—T;j c. Vrai d. Vrai
1 3
J:—7+|—:e3.
2 2
iz—T53 3
1.j3:[e 3] =(e?m) =B =1.
J'3
+j+p=——=
-J
2 J2=—1—J=—l—i£=
2 2
1 1
1+j+j?P=0e-+1+j=0--j2=0
J J
T B
Ainsi—=j=j°.
J
3. AB=2-j|=+3 A
|A=\j—1\=\@ \l (1)
B=|j2-1=+3 /
’
AIB est équilatéral. B(AN+ ~

Chapitre 9. Les nombres complexes
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1. a. Lorsque M 3]

décrit le cercle de
diameétre [AB], M" semble
appartenir au segment 51
[AB].

b. Lorsque M décrit la
médiatrice de [AB], M’ M
semble appartenir a lui-
méme a la médiatrice de B M \A
[AB]. -1 0 i

2.a. MeTeOM=1<|z|=1.

Il existe donc un réel @ tel que z = ei?,
1, . : 1
b. 2= E(e'e +e7i0)= 3% 2cosf = cosb.

z’ est donc en réel appartenant a[-1;1 donc M’ est un
point du segment [AB].

3.7 = 1(yl+1j li(y—l),ye[R{*.
i/ 2 y

y — oo 0 =+ oo

/+°o /+m

f:y|—>y+l
y

M’ appartient donc a la médiatrice de [AB].

1. Soit z solution de I'équation (E): z* = — 4.
2" =z4=-4
74 =—4.

;onaz¥=—-4 donc z4 =—4 dou

T
2. a. 20=1+i=x/§e|4.

4
.
b. [x/fel4] =2%em = 4x(-1)=-4 donc z5 =1+i

est solution de (E).

3. Les quatre solutions de (E) sontdonc z, = 1+,
—zp=—1-i,Zy =1-i et—Z7; = —1+i.

. T
.1 z1—1—|—x/_e4 ;22=@= 2e'6

2

doncz —e12

2

. i:(x/f+\/g)+i(\/§—\/€)
z, 4

3. Paridentification, on obtient :

cos(_%}@; ( n):\/i—\/g

’

12

(n) J2+46 (n) J6 -2
cos ——; sin| —|=——.

12 4 12 4

.—TC

.1 z; = \/_(1+|)—2e4 zz—\/— =e'6 donc
z |5—TE 2
A =2e2,
)

2 Z (\/g—\/z)+l(\/€+\/5)
) z, - 4
3. Paridentification, on obtient :

05(%) = @;sin(?—gj = @

.1 ei2d = cos2a +isin2a.

2. e!9 = cosa +isina donc
(i)’ = cos?a + 2isinacosa — sin?a.
3. 29 = (ei9)” donc cos2a = cos?a— sin?a et
sin2a = 2sinacosa.

95 [ 1. ei3! = cos3t +isin3t ;
(')’ = cos3t + 3isint cos2t — 3sin2t cost — isin3t.
Donc cos3t = cos3t — 3sin?tcost et
sin3t = 3sintcos?t — sin3t.
2. Alaide de I'égalité cos?t + sin?t =1, ona:
cos3t = 4cos3t — 3cost et sin3t = 3sint — 4 sin3t.

Voir corrigé en fin de manuel.

resoudre_dans_C(2'2=-9.z)

[-3%, 34 ]

resoudre_dans_C(z*2=-1z)

[ER

resoudre_dans_C(z*2-2z+4.7)

[(/ayis1, (Vapist |

resoudre_dans_C(z'2=2-1.2)

ltl).nm(v’a)}, (Lym(1 -In(3) |
2 2

resoudre_dans_C(z*2+4z=5z)

[5. 1]

[resoudre_dans_C{-22"2+2z2-1=0,2)

|
a(22—22+2):0.
2

99 | a. Deux solutions :E - li et —+ li.
5 5 5 5
b. Quatre solutions : v/2 ; -2 ; J3i et —+/3i.
c. Deux solutions: (3 +2i;3—2i);(3-2i;3+2i).

100/ 1. n=1estsolutionde (E):z3 +2z2-2=0.
2. 23+22-2=(2z-N(z?+2z+2).
3. Trois solutions:1,1+i et 1—i.

m,u]
2 2

A = —4sin?(2a) (strictement négatif) ;
deux solutions complexes conjuguées :
=—1+e29 et z, =—1+e712,

.1 A =—4sin?0. Solutions : z; = el? et z, = 717,
2. B et C sont les points :
images des solutions pour ¢

9=-2=
37
D et E sont les points images

. b
des solutions pour 6 = —.

3. Le cercle de centre O et
derayon 1.




1. aetb.z=2idonc|z|]=2etarg(2) = g 2m).
2. |z|= % etarg(z) = (AB, R)

3. Le triangle ABC est un triangle rectangle direct en A,
tel que AC = 2AB.

(104/1. OA= 0B= 1 et AB=|z,|

OAB est un triangle équilatéral.
2. Les vecteurs AB et DC ont la

3

L
2 2

=1 donc

méme affixe —?—%i donc

ABCD est un parallélogramme.
Puisque AC =BD =2, ABCD est
un rectangle.

Voir corrigé en fin de manuel.

D'aprés les calculs effectués par le logiciel, le
. e 1
cercle a pour centre le point K d'affixe — 5

Linstruction abs (z- —z¢) indique le module du
3
complexe z- — zx doncKC = —.
‘ 2 3
Puisque le rayon du cercle est égal a KA = > on peut

affirmer que C appartient au cercle de diametre [AB].

Rz 1.

Z A=2+3%sqri(3) | z B=-(sqri(3¥3)"1 . 2 C=-4-3""sqri(3) . z_D =-2+"(sqri{3)3}

(2431(¥3), t-t%n-l. 4-3in/3), mu;”_ﬁi )

simpllfy(affixe(poini(z_B)-point(z_A)))

-10%#{v3}-6
3

simplify{affize{point{z_C})-poini{z_D)))

(-10%1)={3}-6
3

AB = DC donc ABCD est un parallélogramme.
2.

simplify((z_D-z_B)I(z_C-z_A))

(i)u(v/3)
9

2D 728 o5t donc un imaginaire pur, donc ABCD est un
Zc =2
losange puisque les diagonales [AC] et [BD] sont

perpendiculaires.

a. Cercle de centre le point A d'affixe 3, de rayon 4.
b. Cercle de centre le point B d'affixe — 1 + 2i, de rayon 5.

c. Médiatrice du segment [CD] ou C est le point
d'affixe 1 et D le point d'affixe 1 - 2i.

d. Médiatrice du segment [OE] ou O est le point
d'affixe O et E le point d'affixe 2 + i.

a. Soit M’ le point d'affixe z. M et M” sont symé-
triques par rapport a I'axe des réels.

Soit | le point d'affixe 1 et A le point d'affixe 1 - 3i.
Mi=1-z=MI=1-Z]

|z -1+3il=1-zl |z -1+ 3i|=[1-Z|.

Les points M” appartiennent donc a la médiatrice du

3
segment [Al] c'est-a-dire a la droite d'équation y = -3

Les points M cherchés appartiennent donc a la droite
d'équation y = 5

b. |iz| =[1- z| & |z| = [1- z|. Lensemble cherché est la
médiatrice du segment [Ol].

c. Posonsz = x + yi.
|z+4-2i=2-i-z| & 12x -2y +15=0.

15
L'ensemble cherché estladroite d'équationy = 6x + —.

d. iz — 2| = i(z + 2i)| = lillz + 2i| = |z + 2il.
L'ensemble cherché est la médiatrice du segment [OD]
ol D est le point d'affixe - 2i.

a. Demi-droite [AB), privée de A d'affixe 2i.
B est le point ayant pour affixe 2.

14+
b. Demi-droite [CD), privée de C d'affixe 1 + 2i.

2

D est le point ayant pour affixe 1,5 + i[z -5t

(4,CD) = —g 2mn).

c. Demi-cercle de diamétre [JJ7],
privé de J et )’ et contenant le point
E d'affixe - 1. J et J sont les points -
d'affixes i et —i. -1

Chapitre 9. Les nombres complexes
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d. Droite (FJ) privée du segment [FJ], F point d'affixe
2+

24
J F
\ -
1
t t t t
-1 o 1 2 3

2. 25 =3+3i
Ze—zyp .

ZC "B —jdonc
Zp— 2

BC = BA et (BA,BC) = g 2n).

ABC est un triangle rectangle isocéle en B.

3. ABCD carré <> BD = BA +BC & zp =3-5i.
4. | estle centre du carré ABCD.

a. IA=4doncA, B,Cet D appartiennentaTl.
b. |z-3+i=4 © MlI=4.

I est le cercle de centre | et de rayon 4.

@ Soit A et B les points d'affixes 3i et 1+1.
a. Z’€iR o arg(z) = g (m) = @,A—) = g () donc
—\ T
z' €iR < (MB, MA)— (m).
(M8, MA)= ()
L'ensemble cherché est le cercle de diamétre [AB] privé
deB.
b. 2 eR’ @arg@)=1Q2n < (B_l\7l, m) =7 (2m)
= (A_AE m) =7 (2m).
L'ensemble cherché est le segment [AB] privé de A et B.

@ Soit A et B les points d'affixes 1+ 2i et i.
a. |Z|=1ez-(1+2i)|=|z-i < AM =BM.
L'ensemble cherché est la médiatrice de [AB].
b. 2’ e R} < arg(z)=0 2n)

& (BM,AM) = 0 (2m) < (MB, MA) = 0 ().

L'ensemble cherché est la droite (AB) privée de [AB].
LT 51 T

a. zp=2e 2;z5=2€e 6 ;2. =2e6.

b. et c. A, B et C appartiennent donc au cercle I" de

centre O et de rayon 2.

zg—zp 1 3. i

2. =—+—i=e3
zZc—zp 2 2
3. Z8 " ZA|_ 1donc AB=AC.
Zc—2Zp
arg(ﬂ) = I (2m) donc (AC, AB) = = (2m).
Zc_zp) 3 3

ABC est donc un triangle équilatéral.

(M5(1. P = z- 2222 -62+9)

P(z):0@2:20u2:§—§i0u2:§+§i.
2 2 2 2

2. AB et DC ont pour affixe —3i donc ABCD est un
parallélogramme.

2c”%5 _j donc BC=BA et (BA,BC) =§ (2m) donc

Zpn— 28
ABCD est un carré.

factoriser_sur_C(2"2*3-10"2"2+2172-18)

Im(Z -2)w{{1-1)wz -3)w{{ 1-I)}wz+3")

resoudre_dans_C(2°2*3-10"2'2+21"2-18=0,2)

2, 3+31 331
2 2
Z_A=312+312% [z B=32-3/2% [ 2 C:=-2 A Z D=I'T A
(2,3 3 3,
- 1-1 14 14
zB-zA;ZC-2D
(=34, -3 )

(zC -L_B-]J'tz_A-Z_B-)

, ~x=Dly+dH+xy -—-4x+4y+16

@1. a. x

(x =47 +y2 (x -4 +y2
ety,_}’(}’+4)+x(x—4)_x2+y2—4x+4y
=47 +y? x— 4% +y2

b.MeEszZeRey =0

S xX2+y2—4x+4y=0(x-2*+(y+2°=8.
L'ensemble E est donc le cercle de centre | d'affixe 2 — 2i
et de rayon 232 privé du point A d'affixe 4.



4i . -
B imaginaire pur.

- i(z + 4i) cRo zZ+
z—-4 zZ-

Soit A le point d'affixe 4 et B le point d'affixe — 4i.

z+4i . L

P imaginaire pur

2.z

Z-z\_T o _ T
@arg(iz_zJ 5 (n)@W,MB) > ().

L'ensemble E est donc le cercle de diamétre [AB], privé
de A, donc de centre | d'affixe 2 — 2i et de rayon 2.

Soit A et B les points d'affixes i et 1.

a. Vrai (droite (AB) privée de A)
b. Faux (médiatrice de [AB])

c. Faux (cercle)

d. Faux (droite (AB) privée de A)
e. Vrai (droite (AB) privée de A)

Condition nécessaire et suffisante.

1T _ _
—sroz=1olb=1o|z=1.
z

120/ Condition nécessaire.
zsolution de I'équation z2 —z+3 =10

NE) LRVAE]

@z:l+i— ouz:f—ll.Ainsi,Re(Z)=l-
22 2 2 2

121| Condition suffisante uniquement.
En effet, si z est réel, z2 — z est un réel (évident).

1 _
SiRe(z) = — 7Z2 — zestun réel.

@ a. ABa pour affixe zz — z, (égalité incorrecte)
b. AB =2 —i| (distance et module)

< |zg| =10

d. (Kﬁ KE) = arg(ﬁ] =arg(i) = r (2m) (angle et
Zg — Zp 2

argument).

APPROFONDISSEMENT

153| Dans l'exercice, on note z = x +iy (x, y réels)

a. Vrai:aprés calcul,Im@) <Re((1+D2) oy < %x
— 1

b. Vrai:aprés calcul,Im@2) <Im((1+i)z) & y < 2

¢. Vrai:

lz-5|<N-3-4i|lex-5*+y2<(x-3°+(y-4°
1
S y<—x
=3

d. Faux:

lz+4-3i|<|z+5] & x+4?+(y-3)? < x2+(y+5°

1
oy=—x
Y 2

e. Vrai:

|z-14+2i|<|z+1-2] & (x -1 +(y +2)?

$(x+1)2+(y—2)2<:>ys%x

154) 1. s:{z;—ﬁ—if;—ﬁ+iﬁ}

2. a.

Im(z)

b. |z4|=|z5| donc OA=O0B. Le triangle OAB étant
isocéle en O, la médiane [Ol) est aussi la bissectrice de
AOB (et la médiatrice de [AB]).

c. Dans le triangle OAB, O = argzg = 37“ m).

Par la somme des angles d’un triangle,

~ ~ 1 ~

A=B=_(r-0)= .

d. COSE=ﬂ.OrZ| _Zat% =[1— \/EJJF V2
8 OA 2

donc Al =z — z,| = V2 ++/2.

2+2
==

2

2

Au final, cosg =

157| 1. a. Voir fichier sur le site Math'x.
b. Il semble que O, M et S soient alignés.
2. Soitz=e? (6 €[0;2n[).
Alorsﬂ:l+1+z L )
z z ei?
=(e' +e79)+1=2cos0 +1€R.

Z— —

Ainsi, =2 R : les vecteurs OM et OS sont donc
Zoni

colinéaires, la conjecture est démontrée.

1. Voir fichier sur le site Math'x: il semble que
(MP) L (NQ) et que MP = NQ.

2. a. est le nombre complexe de module

M .
i—M =1et d'argument (M—A,MB) = g (2m) : c'est donc le

nombrei.
On en déduit que m = b= I,a.
—i
b. De méme, on déduit que n= C_I,b, p= d—|.c et
a—id 1-i 1-i

1-i
c. Ensimplifiant par1—1i,
p-m _(d-i0-(b-ia) ([d-b+ila-0o _
n-q (c-ib-(@-id) (-a+id-b)

Chapitre 9. Les nombres complexes
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Les conjectures sont démontrées.

(159 1. 2, = (x+y - +ilx—y) et z,=(y+D+i(x+D

sont les affixes respectives de M, de M,

0O, M;, M, sont alignés < OM, et OM, sont colinéaires
SX+y-dXx+D-x-yy+2)=0.
o x2+y?-x+3y-2=0.

2 2
2. 2AM? :13@2[(x—;) +(y—§) j=13

& 2x2+2y?2 —3x-3y=7.

13
L'ensemble E est le cercle de centre A et de rayon , /?

3
1. |zo| =1 ;arg(zy) = " (2m).

2. a. \\ A

. 29

P TRM

Oe a0

: ARG :

1 o 1 2

14 N \M’O

b. AM, a pour affixe z,.
AM; a pour affixe z3 —1=—i+1.

5

RN 2 ——
AMO = TAME)

Les points A, M, et M sont donc alignés.

. L, gy — Z
3. A, M, M alignés < arg(M) =0 ()
Zm —2Zp
2
v —Zp z4+1
M A péel
Zm — 2Za

= réel (22 +1)Z réel

& (X2 +2xyi— y2 + )(x — yi) réel
exly+yl-y=0oy(x?+y?-1)=0

& x2+y? =1puisque y # 0.

(161] 1. vrai

2. Faux (droite (OA))
3. Vrai
4, Vrai

1
5. Faux (MM’ = EOM3)
6. Vrai

1. Uy =i Uy = =T Uy =T, Uy =ietu,, =1

2. On procede par disjonction de cas: pour k e,
Ugge =T Ugpyy =iy Uggeyy = —T€t UL 3 =~
3. a. On utilise la formule donnant la somme des

premiers termes d’une suite géométrique (réelle).
1— raisonnombre de termes

S, = premier terme X -
1—raison

-I_in+1 -I_in+1
soitS,,:1><( T )z s
—i —i

b. En utilisant le conjugué du dénominateur, on trouve
=i DA+ T+i—imt —in+2

S, = =

2 2

On procéde a nouveau par disjonction de cas: pour

k GN,S4k = O’S4k+1 = i’S4k+2 =—1+iet54k+3 =-1

1. Z, =31—;ietz2 =5_2i.

29
202 +2b% +a
Q2a-b+1%+(a+2b)?
-a2-b2+b

Qa-b+1*+(@+2b°
b. c. Voir fichier sur le site Math'x.
3.a.2=03-0,%i;z,=0,17241379 - 0,068965517i ;
23 = 0,39999999 — 0,19999999i et
z, =0,2-0,09999998i.

LI I I

—=2+i
Zy Zy 2 I Z3 7

2. a. Re(f(2) =

etim(f(2) =

. 1 1 .
c. On peut conjecturer que —— — — = 2 +i pour tout
neN. Zp+ Zn
4. a. On peut d'abord vérifier I'existence de u, pour
tout n €N en montrant, par récurrence, que z, n'est
jamais nul.
Puis, pourn e N,
1 1T 1+z,Q+) 1 z,Q+D)

_unzi_
Zpy Z z z

u 2+

n n n zn

(u,) est donc une suite arithmétique de raison 2 +1.
b. Par analogie avec les suites réelles, on écrit :

1
U, =Ug+n2+i)soit—=1+nQ@2+1)
Zn

etz =

n - pour tout n € N.

2n+ 1+ ni

A. 1. W-O—M:O@xx’+yy’:0<:>Re(z'Z):O

carRe(z'z) = xx"+ yy’.

2. O, M, M’ alignés < arg(z—) =0(n) & 2 el 27
. — z z

réel < Im(z’z) = 0.

B. 1. Re(z’Z) =0 & Re((z2-12)=0

Re(z2 =Nz =x3+xy?2 —x = x(x2 + y2 - ).

Lensemble recherché est la réunion de l'axe des

imaginaires et du cercle de centre O et de rayon 1.



2. a. (i— 1](ﬁ) - 1)£ﬁ) -k _21‘2 et

2 212 2 _ 1P
1 _ -1 -1
72_1‘ :_Zz‘zzzzz‘ __lz 22‘ d'ot Iégalité.

22—1)]=0

»

Im(-z2)=0

b. O, M, P alignés < Im((i2 - 1)(
z

0, M, P alignés < Im[— 72 iz -1
z

2
1

O, M’, P alignés & ‘— -1
72

2

o,M’,Pangnés@‘%‘1 =0oulm(=x?+2xyi+y?)=0
z

O,M’,Palignés<:>i2—1=00u xy =0
z

O, M, Palignés< z=1ouz=-1oux=00uy =0.
L'ensemble cherché est donc la réunion de I'axe des
réels et de I'axe des imaginaires privé de O.

(165 A. 1. Z'réel & y' =0 -2y =0 > y = 0.

E est donc I'axe des abscisses privé de A.

2. 7 imaginaire pur< x’ =0

o x2+y2 2x=0Kx-DV+y2=1.

G est le cercle de centre | d'affixe 1 et de rayon 1, privé
de A.

B. 1. |7 =‘

z | _OM
z- 2‘ T AM’
|z'|=1< OM = AM.

| est donc la médiatrice de [OA].

2. arg(2)) = arg(ﬁj = (m, W) (2m)

3. Zréelnonnul< arg(z) =0 (M) < (W@ =0 (m).
F est donc la droite (OA), c’est-a-dire I'axe des abscisses,
privé de A et O.

E est donc I'axe des abscisses privé de A.

4. 7 imaginaire pur non nul

= arg(z) = g n) < (NT—\, W) = g (m).

H est le cercle de diameétre [OA], privé de O et A.
G est le cercle de diamétre [OA], privé de A.

C. 1. Z réel réel

7 —

z ( z ) z z
L= = p=9 = —
z-2 z—-2 z—-2 z-2

Z'réels zz-2z2=27-27 < z=7.

E est donc I'axe des abscisses privé de A.

z
z—-2

2. M’ € G & Z imaginaire pur & (izj =—

Z z _ _
== =- S z7-2Z2=-22+2z
z-2 z-2

© 2727 =2(z+2) & 2|z = 4Re(2).
2|z = 4Re(2) = x2 +y2 -2x =0.

G est le cercle de centre | d'affixe 1 et de rayon 1, privé
de A

1. Soit e réel. En utilisant les formules de duplication,
o
a = a o o
—2isin—e2 = —i(Zsinfcosf +2sin2 =
2 2 2 2

=—i(sina+ (1- cosa) = 1—el®,

2. a. x étant différent de 2kr, a est différent de 1.
n n

C, +is, = Ze"’x = Za” est la somme des termes
k=0 k=0
consécutifs de la suite géométrique de raison a et de
premier terme 1.
1= g+

1-a

Par conséquent, C, +iS,, =

b. En utilisant I'égalité de la question 1. pour le
numérateur et le dénominateur,

i(n+10x
—2isin(n+1)xe 2 sin(n+1)x inx
C,+is, = — = 2 _e>
~2isinze2 sin,
2
Sin(n+ 1) x
doncC, =Re(C, +iS,) = 72cos(n—xj
X 2
sin—
2
(n+1)x

sin

73(5”’\(%)
X 2
2

etS, =Im(C, +iS,) =
N

. b nx T . (nx T
c. Six=—, cos(—) =cos—=0, sm(—j =sin—=1
n 2 2 2

2
(n+ 1)(5) o ]
et, de plus, sin——"/ = sin(f + —) = Ccos—.
2 2 2

2n

T
Ccos—
DoncC,=0etS, = 7215”
sin—
2n
En reprenant les expressions initiales de C,, et S, on

retrouve les deux égalités voulues.

1. el? = cos@ +isin@ ;e 1? = cos@ —isind.

Par addition, 2cos6 = el? + e~1? donc
1, . .
cosf = E(e'e +e719),

Par soustraction, 2i sin@ = e/ — e~19 donc

1, .
in@ = —(elf — e-19),
sin 2i(e e i9)
2.
o536 = %((eief +3(e?)’ (e710) +3(ei%)(e9)* +(e71%)’)
donccos3 0 = %(ei” +3el9 +3e710 + ei—30),
Ainsi, cos3 6 = %(cosSO +3cosb).

Chapitre 9. Les nombres complexes 19
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3. De méme,

sin39=— é((eief - 3(e‘9)2 (e 10)+ 3(ei9)(e_i9)2 _(e_,-g)3)
doncsin3@ = —é(em’ ~3elf +3e710 — ei-39),
Ainsi, sin30 = — %(sin30 —3sin0).
4.co5%0 = %((eie)“ 1 4(e9)’ (e-10) + 6(e10)? (e10Y?
+4(e70)’ () +(e70)")

1, . ) ; )
donc cos* 0 = E(e"Hg +4e20 + 6+ 46120 4 ¢i-40),

Ainsi, cos3 6 = %(cos49 +4¢0s20 +3).

1

BC =1 et d'argument (CA, ai) =
AC

est le nombre complexe de module

g (2m) : c'est donc le

. . ... Zg—Z . . .
nombre i. De l'égalité =B—=C =i, on tire la relation
z [
A~ Zc
voulue.
2.

3. Pourn =0, le programme appelle le segment [AB].
Pour n =1, le programme appelle la procédure dragon
pour les points A et C d'une part, B et C d’autre part.
Chacun des appels permet le tracé des segments [AC] et
[CB] (puisque n est décrémenté a 0).

Pour n = 2, de méme, le programme trace les segments

[AD], [DC], [CE] et [EB].

PROBLEMES
3in in
(169/ 1. zy = V2e 4 ; z1=§e_4;
in 3in
Zy = £e4 ; Z3 =€e7

2. a.z,|= £ - pour tout n deN.

b. argz, ,=argz, + (2m) donc, comme (argz,,) est une

. . . b
suite arithmétique de raison PY

argz, = _3n + nz 2m)
pour tout n deN. 4

EL
2 i[——+nf)
C z, =£e 4 2/pourtoutn deN.
n+1
Gar( 2
z,= ———i—|donc:
n+1{ 2 2

esin=4k:x,=y,=———;

n+1
-sin:4k+1:xn:—yn:#,
-sin:4k+2:xn:yn:$;
-sin=4k+3:xn=—y"—_ﬁ

4, 5. 6. Voir fichier sur le site Math'x.

170/ 1. a. arg(i,) = arg(z X l}) = arg(z) + arg(l/)
z z z
0

1 1
' — | = 4 — | = 1=
arg(z X z’) arg(z’) + arg(z,) arg(1)
donc arg(%) =—arg(z’)
donc arg(i,) = arg(z) — arg(z’) (27).

b. arg[z —4 J— arg(z; — z;) —arg(z, — z;) d'apres la
274

question précédente.
arg(z3 - Z‘] = (&, MM;) — (0, MM,
=4

= (MM, 0) + (u, M;Ms3) = (MM, M{M3) @m).

2. C_a:_H—!:—idonc €-a =|-il=1
b-a -1-i b-a
soit AC = AB.

c—a T
iy _N===(02nd
arg( j arg(-i) 5 (2m) donc

(KE, KE) = —g (2m). ABC est donc un triangle rectangle

isocéle indirect en A.
3. Soit E le point d'affixe 2 + 3i.

(2m) & (ME, MO) = g 2m).

L'ensemble cherché est donc le demi-cercle de diamétre
[OE], privé de O et E représenté ci-dessous.

arg(z’) :g

44

@ I.1. Posonsz= x + yi.
Z=—Z S X+)yi=—x+yie2x=0
& x =0 & z=yi < zimaginaire pur.



2, z=Z S Xx+yi=
réel.

X—yie2yi=0y=0z=x2

3. 27 = (x + y)(x — yi) = X2 — (y)* = x2 —i2y2 = x2 + y2.

Puisque|z| = /x2 + y2, on abien: zz =|z*.

I.1. OA=[3+i=+10;0B=|-1+3i=+10;

oC= ‘— V5 + \/gl‘ =/10 donc O est le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC.

2. Ha pour affixe (2 — JE) +i(4 + JE)_

lll. 1. O est le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC si et seulement si OA = OB = OC.

OA=0B=0C < |a|=b]|
& aa=bb=cc
2.a.g:bc—bc:E—E:EE—BZ:bE—Bc
doncw = —-w. estunimaginaire pur.
b. b+ ) (b-c)=bb-bc+cb—cc=bc—bc

=l & laf =1bF* = |cf

carbb = ccdoncw = (b+c)(b-c).
b+c_(b+oxb-c) _b+a(b-¢c)_
b-c (b—c)b-c) b cf? b—cP

. [b—c* étant un réel strictement positif et @ un

) L b+c ) .
imaginaire pur, b e est un imaginaire pur.
-c

3. (@,m)zarg(a+z+c—a)= g(b+c

i) @
donc la droite (AH) est une hauteur du trlangle ABC,
tout comme la droite (BH). H est donc l'orthocentre du
triangle ABC.

@ Cette équation du second degré, a coefficients réels,
a pour discriminant A = 36(cos20 —1) = —(6sin0)2 <0
et ce, quelle que soit la valeur de 6 dans|[0; 2.

Les solutions sont de la forme z = 3(cos6 tising).

Par exemple, z, =
Par conséquent, les deux points M;(z;) et M,(z,),
symétriques par rapport a lI'axe des réels, décrivent le
cercle de centre O et de rayon 3.

3e719 et z, = Z; = 3el9.

(z+N)(z —1)
lz -7

2Re(z) z+1
5 donc——
|z=1| z-1

@S||z|—1 Z—H

est un réel.

@ 1. On se place dans le repere complexe (A : AB, m)
Alors o+ B + v = (AB, AE) + (AB, BE) + (AB, CE)

= argzg +argzg: +argzg 2m).
En utilisant les propriétés de I'argument,
oa+f+y=arg[B+H2+)1+i] Qm.
Ainsi, o+ +y = arg 10i = g m).
2. En procédant de méme, on obtient cette fois :

o+ B+ =arg[8 +)5+)Q2+i)] = arg(65 + 65) = g(zn).
Posons z = el? avec 8 € ]0;2n|.

. . elf +1 . )
A partirdeZ= -7 on factorise au numérateur et au
e —

i0
dénominateur pare 2 :
i0 i i0 0
_e2(e2 +e2) ZCOSE
6 6 io 0
e2(e2 —e2) 2isin—
0
cos—
Au final, Z = —i 92 est donc un nombre imaginaire

sin—
pur. 2

En posantz = x +iy et z’ = x"+iy’ (x, y réels non
tous nuls et x’,y” réels non tous nuls), la condition
sécrit aussi: (x+x)2 +(y+y)2 =(x—x) +(y—y)?
soit 2xx” +2yy’ = —2xx" - 2yy’, ce qui revient finale-
ment xx” + yy” = 0.On retrouve bien I'expression analy-
tique d'un produit scalaire nul et donc l'orthogonalité
des droites (OM) et (OM’). Laffirmation est vraie.

Un premier cas ou les trois points sont alignés est
celui ol deux au moins des points sont confondus :
ez=722=z=00uz=1
e 2= <72(1-2)=0 z=0ouz=1ouz=-1
-2)=0=z(1-2)(1
1 i3 1 i3
ouz=louz=—-—+—O0OUZ=————.
2 2 2 2
Supposons maintenant que les trois points sont deux a
deux distincts donc que z est différent des valeurs
trouvées ci-dessus.

o 7= z(1 -z472)=02=0

4_ 72

Alors les points sont alignés si et seulement si
est réel.
4_ 52
74—z
=z(z+N)=2z2+zcarz#0etz #1.
z

Or
72 -
22+zeRe22+2=22+Z2 < (z2-Z)(z+2+1)=0

& z=ZouRe(2)=——
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En rassemblant les différents cas :
Les nombres complexes tels que les points d'affixe z, 2
etz*sontalignés sontlesréels et les nombres complexes

1
de partie réelle 5

Remarquons déja que Z

Notons Z= iz:j

n'existe quesiz#0etz # 1.
Si z=0 ou 1, les trois points sont confondus (donc
alignés).
Sinon, M;(z), M, (z%) et M, (z*) sont alignés & MM, et
M;M, sont colinéaires< Z=keR < Im Z=0.
31
OrzZ= % et en factorisant par z—1 (1 est racine
z(z—
évidente), 23 - 1=z -N(1+z+2z%)etZ=1+z+ 22
Ainsi, en posant z = a +ib (a, b réels),
ImZ=0<Im(l+z+2?)=0< b+2ab=0
< b(+2a)=0.
Les points sont donc alignés lorsque z € R ou lorsque z

est de la forme —%+ ib(beR).

1+ cosf +isin@ 1+ ei®
Posons Z’=—————— Alors Z' = —.
1—cosO +isinf 1—e 0

On remarque que Z’ est bien défini lorsque 6 # 0 (2m).
En reprenant le calcul fait a l'exercice 178, on trouve

6
COS—
72

.0
sin—
2

Ainsi, Z’'" est réel < i" l'est < n est pair.

En faisant une combinaison linéaire des deux

lignes, le systeme est équivalent a I'¢quation suivante :
i(sinx +siny) + cosx + cosy =isina+ cosa +1

o e el =gl 41,

«Cas 1 oua=m (2m) : le membre de droite est nul et
x=n—-y (2m).

«Cas2oua# 1 (2m : I'équation équivaut a

i(x+y)( ix=y) i(x—y)) ig( ia _ig)
e 2 e 2 +e 2 /J=e2l\e2+e 2
ix+y) ia
X — - a
&e 2 cos( y):e2cosf.
2 2

En prenant le module de cette relation, on trouve
7]
cos =
2
En prenant un argument de cette relation, on trouve
X+ a X — .
5 Y 5 () (car arg(cos(Ty)) =0 ou 7 (2m) dou

x+y=a@mn.

cosg‘ doux—-y=+a Q2mn.

«1®fsous-cas :x—y=a (2m)alorsx=a (2m)ety =0 2m).
+2%sous-cas:x—y=—a (2m)alorsx=0 (2n)ety =a (2n)

Accompagnement personnalisé

@ Choisir la bonne forme
1 \/§ iz—“

T
lz=——+i"=e3; z,=v3-i=2e 6;
2 2

3n

V2 N2 —i— .

z3:—(+ij—e s 2z, =-3=3e";
2 2

5m T
33 3. _ % -i
25=—?+—i=3e'6 ; zg=2-2i=22e 4;

T

T .

. - . —I=
z;=1-+V3i=2e 3; zg=-2i=2e 2.
2. Pour calculer zg + zg, z5 + Zg, 1+ 2, + z{, on utilise la
forme algébrique.

z .
Pour calculer z,zg, 23, 25, 2—2, 7,2,25] on utilise la forme

exponentielle. 5

@ Etudier une configuration
Etape 1

a. im(z) 4

b. D semble avoir une affixe de — 2.

Etape 2

a. 75 =—3+ietzﬁ =zp—(0-0)
b. De z,5 = z5, on déduit zp = —2.
Etape 3

1. a. |z5 - zy| =10 = AB. De méme, AC=+10 et
BC=+/20.

b. De AB=AC=+/10 et AB2 + AC2 =BC2, on déduit
que ABC est rectangle isocele en A.

2. a. AB(-3;1) et AC(-1;—-3).
b. AB-AC=(3)x(-0)+1x(-3)=0 et

AB = /(=32 +12 =/10 = AC.

Zg—2 AB
3. a. =B _"A est le nombre complexe de module —
Zc—2Zp AC
et d'argument (R, HB).
b, 2B "%A _ _3+I. =—i. En identifiant module et
Zc—zp —1-3i

argument, on trouve 2—2 =Tet (K, ﬁ) = —g (2m).

@ Gérer un QCM sur les nombres complexes
Question 1

1. Les quatre réponses proposées ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire, au signe pres.



Par conséquent, elles ont méme module.
10 8 _.
2. |z|= 3 etz= 37 2i (réponse d.)

Question 2

La réponse est: y = — x (réponse b.)

Question 3
1.zréeleoImM(2) =0 z2=7Z < argz =0 (m).

La derniére condition semble la plus appropriée.

n i\ i
2. a. (2+2i\/§) =|4e3 | =4"e 3 donc

arg(Z + 2ix/§)n = n?n (2m).

b. On doit résoudre I'équation nm_ k.
La solution est n = 3k (réponse c.).
Question 4

1. En posant A(—2)etB(2i),arg(i22,) = (M—B m) 2m).
z-2i

2. a. Légalité proposée fait penser a un cercle. On
élimine donc les réponses a. et ¢. La bonne réponse est d.
Question 5

Pour répondre a la question, on peut essayer de tester
chaque réponse (trop long) ou bien transformer I'équa-
tion proposée, qui devient une équation du second
degré. La bonne réponse est b.

Chapitre 9. Les nombres complexes
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Pour reprendre contact

@ Avec des positions relatives

1. a. sécantes b. paralleles c. non coplanaires
d. paralléles e. sécantes f. paralléles

2. a. paralléles b. sécants c. paralleles

d. sécants e. sécants f. sécants

3. a. sécants suivant (AD) b. paralléles
c. sécants suivant (O0’) avec O centre de ABCD et O’ centre de EFGH d. sécants suivant (BD)

e. sécants suivant (II") avec | centre de ADHE et |’ centre de BCGH f. paralleles

@ Avec le cube
a. faux b. faux c. vrai d. faux
@ Avec les vecteurs du plan
1. a. MN= MA+ AN = — 2 AC + > AB
4 4
NP =N+ AB + B =~ AB + ~AC
b. MN = —3NP donc M, N et P sont alignés.

2. a. A(0;0);B(1;0);C(o;1);M(o;§);N(§;o)etp(l;l)carﬁ=?B+1(TC—FB)=lﬁ3+1A—c
2) 4 2'2 2 2 2

b. W(i,—i) etm(—l;l).
4 2 4 2

c. 3 X 1 (—E) X (—l) = 0 donc M, N et P sont alignés.
472 2 4
Activité 1

- 11— —
A.1.IB=GK= 5 GCdonc IBKG est un parallélogramme doncBK = IG.

2. a. (1)) est paralléle a (EF) donc (1)) paralléle a (HG) et donc (1)) et (HG) sont coplanaires. On en déduit que (1G) et (JH)
sont dans le plan (IGH). De plus, (IG) et (JH) sont les droites d'intersection des plans paralléles (BFG) et (AEH) avec le
plan (IGH) donc elles sont paralléles.

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de l'espace 1



b. (JH) et (IG) sont paralléles et (1J) et (HG) sont paralléles donc dans le plan (IGH), le quadrilatére non croisé IJHG est
un parallélogramme et donc |G = GH.
3. a. (BK) est parallele a (1G) d’apres 1. et (IG) est parallele a (JH) d'aprés 2. donc (BK) est paralléle a (JH).

b. (JB) et (HK) sont les droites d'intersection des plans paralléles (ABF) et (DCG) avec le plan (BKH) donc elles sont
paralléles. Comme de plus (BK) et (JH) sont paralléles, BJHK est un parallélogramme et BK = JH.

4, AB=DC = HG = EF ; IE =BJ =KH.
B. 2.et3 E F

L -4

Y P O Y

4. AB+ AD + AE = AB + BC + CG = AG donc X = G.
Activité 2

2.a.Lesdroites (CD) et (CH) sontincluses dans le plan (CDH) et (AE) est paralléle a ce plan (CDH) (car (AE) est strictement
paralléle a (CG) et A ¢ (CDH)) donc (AE), (CD) et (CH) ne sont pas coplanaires.

¢. M=F,N=A,P=EetA, B, E Fsontdansle plan (ABF).
3. AE=BF et B, F, Cet G sont coplanaires donc AE, BC et BG sont coplanaires.
4. Oui par exemple AE,AB et AD.

Non car trois points sont toujours coplanaires.
Activité 3

A. 1.a. ABCD est un rectangle.

b. AC = AB + AD = 4Al + 6AJ.

2. CG = AE = 3AK.

3. AG = AC + CG = 4Al + 6A] + 3AK.

a. ﬁ:mﬁ@:mm%ﬁ:mﬁmsm
AR = AD -+ DH + HR = AD + AE + -G = 2A1+ 6A + 3AK.

H:A?+ET=%§|+E=0K|+2AT+3R



B. 1. a. A, B, C, D ne sont pas coplanaires donc la droite (AD) coupe le plan (ABC) et donc la paralléle a (AD) passant
par M coupe aussi le plan (ABC) en un point M".

b. M” € (ABC) donc il existe des réels x et y tels que AM’ = xAB + yA—D.

(MM’) est paralléle a (AD) donc les vecteurs M’M et AD sont colinéaires et il existe un réel z tel que M’M = zAD.

c. AN = AWV + M'Mi = xAB + yAC + 7AD.

2. a. Sl existe deux triplets (x ; y; z) et (x; y’; z’) tels que AM = xAB + yTC +2zAD et AM = x’AB + y’?C +2’AD alors
XAB + yﬁ +2AD = x’AB + y’ﬁ +2’AD soit (x — x’)ﬁ =y’ - y)rC +(z' - z)ﬁ.

b. Six # x” alors AB = % AC = %KS et donc B appartiendrait au plan (ACD) ce qui en contradiction avec A, B,
C, D non coplanaires d'ou x = x”.

De méme y = y’ et z = Z’. Il existe donc un unique triplet (x; y ; z) tel que AM = xAB + yAC + zAD.

Activité 4
1. Chaque systéme posséde 3 équations et deux inconnues.
2+3t=1-t t'=3-t t'=5
2, S = .
1-t=-2+t’ 2t=—-4 t=-2
3. 2-2x(—2)=1+5 : la derniére équation de (S) est vérifiée donc le systeme (S) admet un seul couple solution

(- 2;5).

14+ 3 X (= 2) # — 1+ 3 x 5:la derniére équation de (5") n’est pas vérifiée donc le systeme (S") nadmet pas de solution.

TP1. Sections planes d’un cube
A. Voir sur le site Math'x.

B. 1. a. K et J sont des points communs aux plans non confondus (EHG) et (IJK) donc ces deux plans se coupent
suivant la droite (JK). La trace du plan (1JK) sur la face EFGH est donc le segment [JK].

b.

A B

2. a. Lintersection des plans (ADH) et (DKF) est la droite (DK).

b. Les plans (ADH) et (BCG) sont paralleles. (DKF) coupe (ADH) suivant la droite (DK) donc (DKF) coupe aussi le plan
(BCG) suivant une droite parallele a (DK).
F est un point commun a ces deux plans, donc l'intersection des plans (DKF) et (BCG) est la parallele a (DK) passant par F.

C. H G

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de I'espace 3



La paralléle a (DK) passant par F coupe [BC] en N. Le plan (DKF) coupe (EFG) suivant la droite (KF) et (ABC) suivant la
droite (DN). Or les plans (EFG) et (ABC) sont paralleles donc (KF) et (DN) sont paralléles.
(KD)//(NF) et (KF)//(DN) donc le quadrilatére KDNF section du cube par le plan (DKF) est un parallélogramme.

3. a. Lintersection de (BlJ) et (DHC) est (1J).
(1)) et (CD) sont sécantes en N (dans (DHC)). On en déduit que l'intersection de (BlJ) et (ABC) est (BN).

b. (EFG)//(ABC) donc l'intersection de (EFG) et (BlJ) est la paralléle a (BN) passant par J. Propriété 4 page 308.
c.

4. a. b.
H J G H J G
: K i A
E : E_ 0 r
Ie i ' 3
i c / P LA SR W [
A B A B
C d.
G H G
[ K :
E_~ 0 -
F
_Jc LA S (e
B

TP2. Un lieu géométrique dans l'espace

A. 1. 2. 3. Voir sur le site Math'x.

4. a.'ensemble des points M tels que AM = tAB lorsque t décrit R est la droite (AB) et 'ensemble des points N tels que
CN = tCD lorsque t décrit R est la droite (CD).

b. Conjecture : il semble que le lieu de K, lorsque t décrit R, soit la droite (1J).
B.1.a. IM+IN=IA+AM+IC+CN = tAB+tCD =t(ﬁ+@),carﬁ+ﬁ=6puisque|est|e milieu de [AC].
b. IM +IN = IK + KM + IK + KN = 2IK carKM + KN = 0 puisque K est le milieu de [MN].

AB+CD=Al+1J+JB+Cl+1J+JD=2)carAl+Cl=0etJB+JD=0 puisque | et J sont les milieux respectifs de [AC] et
[BD].

2.0nadoncIM+IN = t(AT3+6): t(2|j) =2tl) etIM + IN = 2K d'ots 2IK = 2t1] soit IK = tlJ.
Et donc le lieu décrit par K lorsque t décrit R est la droite (1J).



TP3. Etudier des positions de droites et de plans

X =1+4t
A.eLigne 1:le point A(3;1;1,5) appartient-il a la droite d; de représentation paramétrique<y =2—-2t,teR ?
Réponse : A € d,, en prenantt = % z=1+t
x=1+2t
e Ligne 2:le pointB(— 5; 9 ;—5) appartient-il a la droite d, de représentation paramétrique<y =3-2t,t eR?
Réponse:B ¢ d, z=1+4t
x=1+t X=2-u

e Ligne 3 :les droites d; et d, déquations paramétriques respectives\y =4 -t ,teRet<y=-3-5u,ueR
sont-elles sécantes ? z=—-2+42t z=5+3u

1+t=2-u
Réponse :le systeme 14—t = — 3-5u estéquivalenta {t =2 donc dy etd,sont sécantesenK(3;2;2).

—242t=5+3u u=-1

x=2-3t x=5+u
e Ligne 4: les droites d; et dg d’équations paramétriques respectives< y =1+ 2t ,t e Ret{y = 4 —u, u € R sont-elles
sécantes ? z=3-5¢t z=10
Réponse : d; et d; ne sont pas sécantes.
X =2+2t x=-3u

e Ligne 5 :les droites d, et dgdéquations paramétriques respectives{y =3+ 4t,t eRetqy=—1-6u,u R
sont-elles sécantes ? z=1-6t z=7+9u

2+2t=-3u 1
Réponse : le systéeme 13 + 4t = 1— 6u est équivalentau = 5(— 2t — 2) :il a donc une infinité de solutions et on peut en

1-6t=7+9u

déduire que les droites sont confondues.
B. 1. a. Les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires donc (A ; AB, AD, KE) est un repére de l'espace.

A(0;0;0);B(1;0;0);C(1;1;0);D(0;1;0);E(0;0;1);F(1;0;1);G(1;1;1);H(O ;1 ;1);IG ;0 ;Oj;J(1 i %j
2. Les points B, H et sont dans le plan (ABH) qui contient G et J n’est pas dans ce plan donc les points B, H, | et J ne sont
pas coplanaires et les droites (BH) et (1J) ne sont pas coplanaires donc pas sécantes.

3. Les vecteurs non colinéaires Fl et FJ dirigent le plan (FlJ) et L est un point de (FIJ) donc il existe deux réels h et k tels
que FL = hFl + kFJ.

x—1 :—lh X = 1—ﬁ
B o B : 2 2
b. FL(x—1;y; z—1);FI(— 5 ;0 ;—1jetFJ(O; 1;_EJ on en déduitqueiy =k soitqy =k
z—1:—h—lk z:1—h—£
. x=1-t 2 2
c. BH(=1;1; )donc(BH):<y =t ,teR.
z=t
1—ﬁ=1—t
2
Les coordonnées de L doivent vérifier les deux derniers systémes donc 1k =t
ATaide du logiciel de calcul formel Xcasfr, on obtient : 1—h— k —t
illI'ESDLIEEJ'EH 1-h2=1-t k=t 1-h-k2=t],[h Kk t])
4 2 =2
I 7 7
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5 2 2
soit4k = = donc L(f; = f).
7 7 7

,_’
I
NIN NN NS

4. a. (FL) et (1J) sont dans le plan (FIJ) et ne sont pas paralléles donc elles sont sécantes.

1

2 2 5 x=1-2t 1 1 x:5+t
FL(—f ;= ;—f)donc (FL):xy=2t ,teR IJ(f B ;f) donc (1J): ,telR
7 2" 2 y=2t
z=1-5t
z=t
1 ’
1 - 2t = E +t

Les coordonnées du point P doivent vérifier les deux systémes donc ot = ot/
A I'aide du logiciel Xcasfr on obtient : 1—5t=¢'
Ig]r'E'SEHJ dre(|1-2"=1/2+u 2"t=2"u 1-57T=u],[t u])

DU

E 6
soitt =t' = 1 donc P(g ;l ,1)

6 336
b. ﬁ’(lll) et IaJ(l i1 l) doncIP = lﬁ.
6 36 2 2 3
Exercices
SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE ENTRAINEMENT
@ a. paralleles b. non coplanaires 10(1. a. non b. non . non
c. sécantes d. sécantes 2. a.(AB) b. sécantes

2 | a.(BF) b. (GH)
c. la paralléle a (AB) passant par | d. (DH)
(3 [a.1;0;0) b.(ln;o)
2
c.(=1;0;1 d.(1;1;1)

@a-(o;0;0);(1;%;0);(0;1;1);(1;—1;1)

b-(1;0;1);(—%;1;0);(—1;0;—1);(0;1;—2)

(5/a G+ HC=AB b AB+ AD+ CG=IG

(6 [a. (GCD)  b. (EFH) c. (ABG)

(7 [AB(-5;3 ;4);|(—1;5;—1).
22

Oui, car elles ont des vecteurs directeurs

colinéaires.

9 | a. Ouipourt=0

b. Non, caron obtientt = —1ett =1.

c. L:pointd’intersection de (IK) et (AB).

3. (JK) et (BC) sont sécantes en M donc (JK) et (ABC)
sont sécants en M et (lJ) et (AC) sont sécantes en N
donc (1)) et (ABC) sont sécants en N.

4, L'intersection de (ABQC) et (1JK) est la droite (LM) qui
contient N.

@Dans le plan (EAC) les droites (AC) et (El) sont
sécantes en J qui est le point d'intersection de (ABC) et

(EN).




1. B appartient a (BAl) et (BCD).

2. a. (Al) et (CD) sont coplanaires (dans (ACD)) et non
paralléles.

b. (Al) et (CD) sontsécantesenJ:J e (Al)doncJ e (BAI)
etJ e (CD) doncJ e (BCD).

c. (BAI) et (BCD) ne sont pas confondus car A € (BAI) et
A ¢ (BCD) et ils ont deux points communs B et J donc
(BAI) et (BCD) sont sécants suivant la droite (BJ).

(13 [ H e (BCE) etH € (AFH).
(AF) et (EB) sont sécantes en M car coplanaires et non
paralléles. M € (BC) donc M € (BCE) et M € (AF) donc

M e (AFH). Les plans (BCE) et (AFH) ne sont pas
confondus donc ils sont sécants suivant (HM).

/H G
E X
M
S B C
A ! B
(14]1.(0F)
H / G
E : B
-
DYl C
A B
2. (FM)
________ H C M
E L F
: [P
DT e
A B

15 | 1. a. (AD) et (EC) sont non coplanaires.
b. (AB) et (CD) sont sécantes.

2. E est un point commun a (EAB) et (ECD). Soit M le
point d’intersection de (AB) et (CD). M est un deuxiéme
point commun a (EAB) et (ECD). Comme ces plans ne
sont pas confondus leur intersection est la droite (EM).
3. (EBC) et (EAD) contiennent deux droites paralléles
(BC) et (AD). Comme ils ne sont ni confondus ni
paralleles (carils ont Een commun), d’aprés le théoréme
du toit, leur intersection est la parallele a (AD) passant
par E.

I e [AB] doncl € (ABJ)donc | est un point commun
a (ABJ) et (CDI).

J €[CD] donc J € (CDI) donc J est un point commun a
(CDI) et (ABJ). Comme (ABJ) et (CDI) ne sont pas
confondus, ils sont sécants suivant la droite (1J).

17f a. Le trapéze AHJP.
H G
E b J
K F
4 : P
y D /S S ¢
//l —/,—' D
A I B

b. Soit )’ le milieu de [FJ]; la section est le trapéze APJ'Q.
G

juny

Q

ORc------e--d-
N

18 | a. Soit !’ le milieu de [BC].
La section est 'hexagone régulier IKQMLI'.
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b. Soit Q" le milieu de [AD]. La section est I'hexagone
régulier IPJMNQ'.

H M G
E ' J
N L
K L P
D C
Q.-
,‘\
A | B
H M
L N G
E -ls
' F
4R o |/ C
e I
A
J B X

(MS) et (DC) se coupenten|; (MS)// (RJ); (1)) et (BC) se
coupent en K; (ML) // (JK).
La section est I'hexagone MSKJRL.

| est le milieu de [BC]. Soit J le milieu de [AC] etK le
milieu de [BD], alors (1)) est paralléle a (AB) et (IK) est
paralléle a (CD). (IJK) est le plan passant par | et paral-
lele aux droites (AB) et (CD).

J est un point commun aux plans non confondus (1JK)
et (ACD).

(IK) droite de (1JK) et (CD) droite de (ACD) sont paralleles
dong, d'aprés le théoreme du toit, (1JK) coupe (ACD)
suivant la droite A passant par J et paralléle a (CD)
(et(1))). Comme J est le milieu de [AC], A coupe [AD] en
L milieu de [AD] et A = (JL).

L et K sont des points communs aux deux plans non
confondus (ADB) et (I1JK) donc (LK) est la droite
d’intersection de ces deux plans. Comme L est le milieu
de [AD] et K le milieu de [BD], (LK) est paralléle a (AB) et
donca (1)).

(LK) // (1)) et (JL) // (IK) : A
la section est
le parallélogramme IJLK.

C
@ Soit % le plan passant par R et paralléle au plan
(ACD).
R est un point commun aux plans (ABC) et . Comme
(ABC) et (ACD) sont sécants suivant la droite (AC),
(ABCQ) et ? sont sécants suivant la droite paralléle a (AC)
passant par R. Cette droite coupe (BC) en S: S € [BC] et
S appartienta 2.
De méme, R est un point commun aux plans (ABD) et .
Comme (ADB) et (ACD) sont sécants suivant la droite
(AD), (ADB) et ? sont sécants suivant la droite paralléle
a (AD) passant par R.
Cette droite coupe (BD) en T: T € [BD] et T appartient
aP.
La section est le triangle RST.

A
R
B -
S
(@

(22] .38 = DC = AG = EF

b. AE = DH = CG = BF

¢. BN=JG=AQ=LH

d. =LK =MN=QP

e. OI=KO=JB=Cl=LA=DL

@a.ﬁ:%ﬁ b.JB = IC
c. AB = 2DK d.GF = -2AL
a.ﬁ::TB+KE b.AG = AC + AE
¢.AH = AD + CG d.AQ=BJ+CG

@ a. et b. Voir en fin de manuel.
c. KQ d. BP e. OH f. QB



1.1 milieu de [AB] et J milieu de [BC] donc ) = %A?.
De méme LK = %KC doncl) = LK.

2. 0n en déduit que IJKL est un parallélogramme.

27 a:%m_rcﬁ::immﬁ

DC = AB—2AC donc D
DC =2CE donc C, D
et E sont alignés.

28| a.oui b.non c.oui d.non
29 [ AB+DC = AC + CB + DC = AC + DB

1. a. et b. Voir en fin de manuel.

c2i-Vv dw-v+2u

2. a. et b. Voir en fin de manuel.

¢.BD =V etAD =w d.AD = w et DC = 20 — v

31 f 1.a. A, B, CetE sont coplanaires.
b. ﬁ:ﬁ+ﬁ=—%ﬁ+%ﬁ=%ﬁ donc B, E et C

sont alignés.
2. A, B, Cet F sont coplanaires.

b. Les points B, F et C semblent alignés.

cﬁ:mﬁ:(ﬂ_gmlﬁ
a a

= —er + lﬁ = lB? donc B, F et C sont alignés.
a a a

@Voir corrigé en fin de manuel.

@1.&@ = TE doncCT = ﬁ.OrlespointsS, E letH
sont coplanaires (dans (HIS)) donc ﬁ, S et SH sont
coplanaires.

b. Sl et SH dirigent le plan (SIH). Comme C n"appartient
pas a (HIS) et CT, Sl et SH sont coplanaires, (CT) est
strictement paralléle au plan (HIS).

2. (BQ)//(IS) donc (BC) //(HIS). Le plan (BCT) contient
deux droites sécantes, (BC) et (CT) paralleles a (HIS)
donc (HIS) et (BCT) sont paralleles.

a. Soit | le milieu de [BC].

Te:ﬁ\+3mzlﬁ\+3(ﬁ+l<ﬁ+ﬁ:>)donc
3 2 3 2
— 1= 1= 1
JG=—-—-DA+ —-DB+ —DC.

6 3 3
razmaﬁz_%maéma

b. On en déduit JE = 3JG et donc les points J, E et G sont
alignés.

(35 1.2.AC = DA+ DC
b. AG = —DA + DC + DH
c. AN=-DA+DH
2.aﬁ=%ﬁ+ﬁi
b. 56=%5K+5ﬁ

1—

c. DN=—-DH
2

36[1. A, B, C, D ne sont pas coplanaires donc
(D; DA, DC, DH) est un repere de l'espace.

2, QG;Oﬂ); N(O;O;%): AC(-1;1;0); AG(-1;1;1);

ﬁ:(o ;%;1);@(1;1;—1)

1 1 1 T 11
37 | a.l(1;—;0) b.Q(—;1;— O(=;—;—
a(Z) (2 2)((222)
38/
k
C

—.

@Voir corrigé en fin de manuel.

(40 [ 2. AB(-1;7;-4)

(1[G +V(-2;6;4);20 -3V (16;7;-27)
(42 AQ2;7:4);B2;-1;3);C(-1;0;-3)

(43[1.-2i +30(3;6,9)

2.-20 + 3V = 3w donc 4, vV etw sont coplanaires.

4 1. E(—z ;2;2)et B?(—1 ;1;1) sont colinéaires donc
(AD)//(BC).
2. E(Zﬂ;—n et 6(—3;0;2) ne sont pas colinéaires

donc (AB) et (CD) ne sont pas paralléles. Comme elles
sont coplanaires (d'aprés 1.) elles sont sécantes.

KE(—6;1;—1) et KE(—12;2;—2) sont colinéaires

donc A, B et Csont alignés.

46 | Voir corrigé en fin de manuel.

1. @(4;—2;4) et R(O;—Z;D ne sont pas coli-
néaires donc A, B et C définissent un plan.

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de l'espace
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2.—AB-2AC(-4;6;-6) et DE(-2;3;— 3) donc
DE = %(—FB —2AC).
Donc (DE) est parallele a (ABQ).

48[ 1.AB(-1;0;5);AC(—2;—2;—2);DE(-4;-2;8)

-Xx—=2y=-4 x=2
2.a.ﬁ:xﬁ+yﬁf<:> -2y =-2 Sy =1
d’oti DE = 2AB + AC. 5x—2y=8 10-2=8

b. De plus AB et ACne sont pas colinéaires donc A, B et
C définissent un plan.
On en déduit que (DE) est paralléle a (ABC).

Méthode 1

1.55:%%@

3
- = = = =
etDi=_(DA+DB) = - (DA+DA+AB) = ~AD + _AB

:mi(l(mrmj:_émlrs
2 3 3

donc DE = §5| donc D, E et | sont alignés.
De méme, DK :%ﬁ:+%@ et ﬁ:ﬁ:+%ﬁa donc

3DF = 4DK donc D, F et K sont alignés.

2. a. (IE) et (FK) sont donc sécantes en D.

b. Donc les points |, E, F et K sont coplanaires.
Méthode 2

1. a. i i C, D ne sont pas coplanaires donc
(B;BC,BD, BA) est un repére de l'espace.

b. A(0;0;1);B(0;0;0);C(1;0;0);D(0;1;0);

1 1 11
1(0;0;=);J(0;—=;0);K(=;—;0);
( 2) ( 5 ) (2 )

2

— 1 1 2

AJ|0;—;—1|doncE©;—;=);F(=;0;0).
2 33 3

1
C. R(l;l;—lj;ﬁ(z;o;—1jetﬁ5(0;l;—lj.
2 4 2 3 2 3 6

2 1 3
—a=— a=—
3 2 4
IK = alF + bE & lb=l 1= b=i
4 4
1 1 1 3 1 1
—a-—b=— 2
2 6 2 8 8 2

3
Sa=b= 7 Donc |, E, F et K sont coplanaires.

x=1+t
(50[ly=—2+5t,teR.
z=3-4t
X=-2+t
@ y=5-t ,teR.
z=4-2t

52 1.u(3;1;-2)

2. A(2;-1;1)etB(5;0;-1).
2+3t=-1 t=-1

3.{—-1+t=-2<t=—1doncP ¢d.
1-2t=-5 t=3

xX=t
53] 1.d:qy=1+t,teR

zZ=2+t

x=1-t
d:<y=2+2t,teR.

z=3+t

6=t t=6
2.9y—8=1+t t=-—9doncMed.

—2=2+t (t=-4
6=1-t t=-5
—8=2+2t &t=-5doncMed".
—2=3+t t=-5

3. d et d’ ne sont pas paralléles car U et v ne sont pas
colinéaires.
On remarque que B ed ou on résout le systeme :

t=1-t'
T+t=2+2t' & {t,:1 donc les droites d et d” sont
2+t=3+t

sécantesen B(1;2;3).

x=1+t
1.a.d1: y=2-t ,teR.
z=-1+2t
X=2+t
dy:qy=-2t ,teR
z=4+5t
b.A(1;2;-1)pourt =0etB(2;1;1)pourt =1.
2. d, et d, ne sont pas paralléles car t(1;—1; 2) vecteur

directeur de d, et v(1;— 2;5) vecteur directeur de d, ne
sont pas colinéaires. 0 signifie « non ».

3.Ligne 4:d, et d, sont coplanaires.
Ligne 5:d, et d, sont sécantes en M(1;2;-1).
x=1+2t
Ligne6:d;:qy =7+t ,teR.
z=3+t
C(1;7;3)etD(3;8;4) sont des points de ds.
Ligne 7 : d, et d; ne sont pas paralléles.
Ligne 8:d, et d; ne sont pas coplanaires.
X =3+2t
Ligne9:d,:qy=1-2t ,teR.
z=1+4t
E(3;1;-1)etF(5;-1;3)sont des points de d,.
Ligne 10: d, et d, sont paralléles.

Ligne 11: A, B et E ne sont pas alignés et donc d, et d,
sont strictement paralléles.



@ o Position relative de d, et d, : voir en fin de manuel.
e Position relative de d, et d; :
U = — 2, donc t, et U5 sont colinéaires et les droites d,

et d; sont paralléles.

~1=-6t  [,_1
B(-1;1;0)e d;.41=6t =1 6.
0=-4t t=0

Le systeme n'a pas de solution donc B ¢ d;.

Les droites d; et d; sont donc strictement paralléles.

e Position relative de d, et d;:

U, et Uz ne sont pas colinéaires donc les droites d, et d
ne sont pas paralleles.

(impossible)

donc les droites d, et d3 ne sont pas sécantes.
Les droites d, et d; sont donc non coplanaires.

56/

1 |d1.=droite(]-1+37,1-3t. 271 b

|pnt{pntiline[paint{-1,1,0},point{2 -2,2]),0,°d1"])

2 |d2:=drolte{[-4-3",9-27T -5+].1)

[|:| nt{pnt{line[point{-4,9,-5],point[-7,7 -4]),0,"d2"])

o3 =drofte{[-67T 67 -47t].t)

[ont(pnt{line[point0,0,0] point]-6,6 -4]).0,"03"))

est_parallele(di ,d2)

[0

S |est_coplanaire(d1,d2)

I

Inter(d1,d2)

[pnt(pntipoint-7.7 -4]1,0])]
7 lest_parallele(d? d3)

[1

est_aligne([-1,1,0]]0,0,0]-6.6 -4])

[
g |est_parallele{d2,d3)

o
10{est_coplanaire{d2,d3))

o

@61(1 ;1;=1) et U,(1;2;0) vecteurs directeurs res-
pectifs de r et s ne sont pas colinéaires donc r et s ne
sont pas paralléles.

T+A=u A=0
A=2+2u & 1 =—1donc les droites ne sont pas
coplanaires.

1.Vrai 2. Faux 3. Faux

On déduit uniquement que les deux droites ne
sont pas paralléles : elles peuvent étre sécantes ou non

coplanaires.
X =2+2t x=5-3t
(AB):qy =1+t ,teRet(CD):qy=1 telR.
z=5-t zZ=-6+2t
2+2t=5-3t" t=0
1+t=1 S t’=1 :cesystémeestimpossible
5-t=—6+2t t’=u

2

donc les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires (et
donc non sécantes).

APPROFONDISSEMENT

Dans (SBC), (KJ) coupe (BC) en M et M e (LJK).

Dans (ABC), (MI) coupe (AD) en N et N € (1JK).

Dans (SAB), (1J) coupe (SA) en P et P € (1JK).

Dans (SAD), (PN) coupe (SD) en R et R € (1JK). De plus, S,
I, J et K ne sont pas coplanaires donc (SD) n’est pas
incluse dans (JK).

On en déduit que R est le point d'intersection de (1JK) et
(SD).

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de l'espace 11
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Les plans % et (SBC) sont sécants et contiennent deux
droites paralléles (BC) et d donc, d'aprés le théoreme du
toit, leur intersection est une droite parallele a (BC) et d.
Comme | est un point commun a ces deux plans,
I'intersection de (SBC) et % est la droite passant par | et
paralléle a (BC) : elle coupe (SB) en G.

Dans le plan (ABC), (DC) et d sont sécantes en H et (AB)
et d sont sécantes en J.

Dans le plan (SAB), (JG) et (SA) se coupent en K et dans
le plan (SDQ), (HI) et (SD) se coupent en L.

La section de la pyramide par le plan ? est le quadri-
latére IGKL. C’est un trapéze car % et (SAD) contiennent
deuxdroites paralleles (d et (AD)) donc leurintersection
(KL) est paralléle a d donc a (IG).

A. 1. Les plans (ABQC) et (EFG) sont paralléles donc
le plan (PQR) coupe le plan (ABC) suivant la paralléle a

(QR) passant par P. Cette droite coupe (BC) en S.

Dans le plan (ABF), (QP) et (FB) son sécantes en M.
(MS) coupe (CG) en T. La section du cube par le plan
(PQR) est le pentagone PQRTS.

2.1l semble que S et T sont les milieux respectifs de [BC]
et [CG].

BT =
.
.90
(9]

\

3.1.@m@m:m%ﬁ:@%ﬁ:a

b. Par construction, (PS) et (QR) sont paralléles donc
(PS) et (Cl) sont paralleles.

c. Dans le triangle IBC, (PS)//(Cl) et P est le milieu de [IB]
donc S est le milieu de [BC].

2. a. Demémeﬁ:m%m@%@:a

b. (PQ) et (RT) sont paralléles car ce sont les intersec-
tions du plan (PQR) avec les deux plans paralléles (ABF)
et (DCG) donc (RT)//(CJ).

Dans le triangle CJG, (CJ)//(RT) et R est le milieu de [JG]
doncT est le milieu de [CG].

C. 1. a. PS:%IC:%(\/42+82)=2\/§.
De méme, RT = 24/5.
ST=%BG:4x/E.

b.QP = QR =42 + 82 = 4.5

2.PR = PB +BG + GR = BG. Donc PR = 8+/2.
Construction

PQ = QR donc PQR est isocéle en Q.

PS = RT et (PQ)//(ST) donc PSTR est un trapeze isocéle
de bases PR et ST.

De plus ST = %PR donc PQ'R est isocele de sommet Q’

etPQ’ = 2PS = PQ.

On construit donc un carré de c6té 8 dont la diagonale
nous donne la longueur 82 puis on place les points
correspondants a Q et P pour obtenir la longueur NG

On construit le segment PR de longueur 8+/2 puis les
deux triangles isoceles PQR et PQ'R

avecPQ = PQ’ = 4/5.
Enfin on place S milieu de [PQ’] et T milieu de [RQ’].




2. a. AC+BD=Al+IC+BI+ID=IC+ID car | est le

milieu de [AB].
b. IG = 1A+ >AC + 8D
2 2

—TA+AC+(AC +BD) =IC + -(IC + D) = IC + 1ID.
2 2 2 2

On en déduit que G € (ICD) et donc |, G, D, C sont
coplanaires.

3. Les droites (IC) et (DG) sont donc sécantes dans le
plan (DCI) en un point H qui est le point d'intersection
de (DG) et (ABQ).

1.@=ﬁ+m+@=§rs_3rc

PR =PA+AC+CR=—2AB— 2AC + 2AD

5 3 3
Fs:ﬁ\+ﬁ+&=—§/x_3’+gﬁ.
2. 0n cherche deux réels a et b tels que PR = aPQ + bPS
c'est-a-dire

ﬁ:(?a—%b)@—3arc+gbﬁ ce qui revient a

2
résoudre :1— 3a = -3

b=2
3
2

— 22—
ce quidonnea=—etb =3 doncPR = EPQ +3PSetP,

Q, R, S sont coplanaires.

1. ABCDEFGH est un parallélépipede donc ABCD
est un parallélogramme et AE = CG.

Dapres la regle du parallelogramme AB+ AD = AC,
d'oti AB + AD + AE = AC + CG = AG.

2. a.
B+ID+IE
b. N:%Edoncﬁ:3ﬂet

=IA+AB+IA+AD +IA + AE = /a2 + b2,

IB+ID +IE = 31A + 3Al =

Par suite [E = — B — ID.

3. a. Par construction, | appartient a la droite (AG) et
donc |, B et D ne sont pas alignés et définissent un plan

(IBD). Comme IE = —IB—ID, on en déduit que le point E

appartient au plan (IBD) et donc les points |, B, D et E
sont coplanaires.

b. Comme E €(IBD), cela revient a faire la section du
parallélépipéde par le plan (EBD). On obtient le triangle
BDE.

@1. a. U=xi +yj+zk.

b. kii = k(xi +yj + zk) = (k)i +(ky)j + (kz)k donc

ku(kx ; ky ; kz).

Siv(X;y'; 7).

U+V=xi+yj+zk +x7T +y] + 2%
=(x+x’)7+(y+y’)f+(z+z’)E

donciu+v(x+x;y+y’;z+2).

2.AB = OB — OA et OA(x,; ¥ 5;24) donc

—OA(=Xp;— Ypi— Z5) €t comme OB(xg; Yg; Zg)

ona AB(xB = Xp; yB yA,zB —zA)

3 a. OA+OB Ol +1A + Ol +IB = 20i donc

:E(OA+OB).

b. OA +OB(x, + Xg ; Ya + ¥g ; Za + 2g) donc
OI(XA+XB Ya+Ys . zA+zBJ

’

2 2 2
87 | A(3;5;0) B(3;5;7) C(—1;0;2) D(-1;-4;2)

1. Quand on demande de construire le point d'in-
tersection de la droite (MN) et du plan (HEC), le logiciel
Geoplan-Geospace répond que la droite et le plan ne
sont pas sécants. On peut donc conjecturer que la
droite est paralléle au plan ou contenue dans le plan.
2. M(1-t;0;1); NQ1;1;1=t); E(0;0;1); H(O;1;1);
C(1;1;0).

MN(t ;1;—t) ;EH(0 ;1;0) et HC(1;0 ; — 1).

MN = tHC + EH donc les vecteurs MN, EH et HC sont
coplanaires.

3. On en déduit (MN)//(HEC). De plus, le point
d’intersection de la droite (EF) et du plan (HEC) est E
donc (MN) est incluse dans (HEC) si et seulement si
M = E, c'est-a-diret = 1 (et dans ce casN = Q).

1. 4;(-1;1;—-2) vecteur directeur de d, et
Uy(2;—2;— 4) vecteur directeur de d, ne sont pas coli-

néaires donc d, et d, ne sont pas paralléles.
Elles sont sécantes si et seulement si il existe des réels t

1-t=1+2t
ett'telsque 2+t =2-2t
3-2t=-1-4t’
t=1
. Lo Lt==2t" .
Ce systéme équivaut a soits , 1.
8t'=—4 t'=—

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de l'espace
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Donc d, etd, sont sécantesenK(0; 3; 1). Kappartient a
0=—2+4t

dy car le systeme 13 = 1+ 4t
1=1

Us(4;4;0) vecteur directeur de d; nest pas colinéaire

1
a pour solution t = 5

ni a Uy, ni a U, donc d, et d; ne sont pas paralléles ainsi

que d, etds.

d,, d, et d; sont donc concourantes en K(0; 3; 1).

2. On recherche s’il existe des réels a et b tels que

Us = au, + bu,.
-a+2b=4

Le systtmeya—2b =4
—2a-4b=0

n’a pas de solution car a - 2b

ne peut étre a la fois égal a4 eta - 4.
Donc d;, d, et d; ne sont pas coplanaires.

[i[o7 =drofte{[1-t.2+t3-271] )
[prt{pnt{linefpoint]1,2,3],point[0,3,1]],0,"d1"])

Pld2:=droite([1+2°t,2-2°t - 1-4°1] ),
[prt{pnt[line]point]1,2 -1],point{3,0-5]],0,"d2"

EI nter{d1,d2)
[[prit(pritpoint{0,3,1],0])]
kfd3:=droite(]-2+4", 1+4°t, 11.1)
[pnt{pntlline[point-2,1,1],point{2,5.1]1.0,"d3"))
Ej nter(d1,d3)
|[prt(pnt[point{0.3,1],0])]
Hﬂmﬂulua
[[prtipntipointo,3,1],0])]
m-zai_c oplanaire(d1i d2,d3)
[0

1. Uy(1;-1;2) et U,(3;2;-1) ne sont pas coli-
néaires donc d, et d , ne sont pas paralléles.
M(x;y;z)ed;nd, & il existe t et t’ tels que
1+t =3t
2—t=1+2t" ;les deux premieres équations donnent
3+2t=2-t'

1 2 . g . . .
t= 5 ett’' = 5 qui ne vérifient pas la troisieme équation
donc d, et d, ne sont pas coplanaires.

2. d;//d; donc t; est un vecteur directeur de d.

Tout point de d, peut étre choisi comme point de dj,
par exemple A(0; 1;2).

x=t
3.dy:qy=1-t ,teR.
z=2+2t
x=1
1.a. dydy=-1+t,teR
z=-2-t
X=3+2t x=t
b.d,:iy=0 ,teR ¢ dy:{y=-1+t,teR
z=t z=-1

2. U etv d'une part, U etw d’autre part et v et w enfin
ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas

paralléles deux a deux. 1=3+2t
M(x ;y ;z) € d; " d, revient a résoudre 1 — 1+t =0 ce
-2-t=t

qui est impossible donc d, et d, ne sont pas coplanaires
donc les trois droites ne sont pas concourantes. On
peut aussi montrer que d, et d; ne sont pas coplanaires
et que d, et d; ne sont pas coplanaires.

1.U(xy; ¥ 2)) etv(x, ; ¥, ; Z,) sont colinéaires
S (Xq: Y1527 et(Xy 1y, 1 Z5) sont proportionnels
(x1:y7) et (xy5y3)
& 1(yy:2y) et (y,; z,) sont proportionnels
(%172y) et (X5 2,)
S XY, — Xy =0etyz, —y,z; =0 et x;z, — x,z, = 0.
2.

ENTREES

Saisir (X1;y4:27) ; (X5 Y2:25)

TRAITEMENT

A XqYy = Xo)1:i B y12; — 521 C = X2, — X7
Si A=0 et B=0et C=0

Alors afficher « les vecteurs sont colinéaires »

Sinon afficher « les vecteurs ne sont pas colinéaires ».
FinSi

ENTREES

Saisir (xa;yai2p) ;i (Xg: ¥piZg) i (XciYcizo) i
(XD?yD;ZD)

TRAITEMENT

X1 Xg = Xp i Y1 Yg = YniZ1 < Zg—2Zp

Xy & Xp = XciYo < Yp—VYciZy < 2p— Z¢

A Xy, = Xoyy 1B Yz, - y,21 Cem X2, — X7
Si A=0 et B=0 et C=0

Alors afficher « les droites sont paralleles »

Sinon afficher « les droites ne sont pas paralleles ».
FinSi



x=1+t
94| 1.a.d":qy=—-2-2t,teR.
z=—1

b. Bedavect=—-3etCed avect =-1.

x =1-5t
2.a.(AB):<y=—-2+13t,teR.
z=6t
b. M € [AB] & il existe t € [0,1] tel quemzt@ ce qui
x=1-5t
donne[AB]:<y =-2+13t,t €[0;1].
z =6t
x=1-5t
Pour[AB):3y =—2+413t, t €[0;+ oo[.
z=06t
M € [BA) < il existe t tel queW = tBA, avect € [0;+ oo
X =-—4+5t
cequidonne [BA):qy =11-13t, t €[0;+ oo[.
z=6-6t

1. E(Oﬂﬂ) et R(Z ;0;6) ne sont pas colinéaires
donc A, B, C ne sont pas alignés et définissent un plan %.
2. M(x; y;z) € P si et seulement si il existe des réels t
et t’ tels que AM = tAB +t’AC Cest-a-dire tels que

x—1=2t" x=1+2t"
y—-1=t soit<y =1+t
Z+2=t+6t z=—2+t+6t

E(3;1;4) € P si et seulement si il existe des réels t et t”
3=1+2t

tels que {1=1+t
4=-2+t+6t

derniére équation est vérifiée car4=-2+6,doncE € P.

.On obtientt’=1,t=0etla

F(—1;2 ;-5) € P si et seulement si il existe des réels t
—1=1+2t
ett’ telsqueque 2 =1+t
—-5=—-2+t+6t’
On obtientt” = — 1,t = Tmais la derniére équation n’est
pas vérifiée car— 2+1—6 =— 7 et non - 5,doncF ¢ P.

(96 [ 1. AB(2;1;-2) et AC(3;-1;1) ne sont pas coli-

néaires donc A, B, C ne sont pas alignés et forment un plan.
X =3+2t+3t

(ABC):sy =3+t—t" ,tett réels.
z=—-2t+t
X =2t +3t’
2. P:qy=t—-t’ ,tett réels.
z=-2t+t’
X=—-3+t
97 | 1. P:qy=2—-t+2t', t ett’'réels.
zZ=1+2t+t’

t=3

~3+t=0 :
2.1(0;0;2)eP e {2-t+2'=0 & |t/ =—
1+2t+t' =z 2
15 7=2
Donc(0;0;) L7
3. M(0;—15;0)
4.N(-3;0;0)
5.

98 | U(3;2;3) etv(1;0;4) dirigent P etw(1;2;— 5) est
un vecteur directeur de d.

On cherche s’il existe deux réels a et b tels que
w=ai+bv ce qui revient a résoudre le systéme:

3a+b=1 a=1
2a=2 cequidonne{p=—2  ;onendéduit
3a+4b=-5 3-8=-5

que les vecteurs U, v, w sont coplanaires. De plus, le

point A(5;0; 1) de d n"appartient pas a & car le systéme
2+3t+t'=5
1+2t=0
3t+4t"' =1

n'a pas de solution.

On en déduit que d est strictement parallele a .

On peut aussi montrer que d et 2 ont une intersection
2+3t+t'=5+k

vide, c'est-a-dire que le systéme {1+ 2t = 2k

3t+4t"=1-5k
n‘a pas de solution.

[ggp.W:M—Hmngmmgﬁ
= (BB +AC)+ A = - (DA + AB + AB + B0) + FA
=%ﬁ3+ﬁ. Comme AB et FA donc deux vecteurs

dirigeant (ABE), (MM’)//(ABE).
De méme, NN’ = %A—B +FA donc (NN)//(ABE).

Etll = %HT +FB+ %W =FB donc (II')//(ABE).
= 1= 1= 11— —
2.PQ:PF+FM+MQ:fAF+7FH+7(7AB+FA)
20 4 202

ST
4 4

PR=PF+Fi+IR = VAF+FH + L(FA+ AB) = ~FH + L AB.
2 2 2 2 2
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De méme, ﬁ:%m+%ﬁet PT =FH+ AB donc
PT = %I?S =2PR = 4PQdoncP,QR,S, T sont alignés.
3. a.W:ﬁ+W+W=kﬁ+%ﬁ+kGK§+ﬁ-\j
=%ﬁ|+§ﬁetﬁ:ﬁ+ﬁ+mzkﬁ+ﬁ|+k@

= kﬁ:+ﬁl+k(ﬁ:+ﬁ\+ﬁ)= FH + 2kAB.

DoncUY = 4UV donc U, V, Y sont alignés.

b. De méme, on montre que UW = 2UV et UX = 3UV
donc U,V,W, X, Y sont alignés.

Remarque: on peut aussi résoudre cet exercice
analytiquement en se placant dans le repere
(A;A—B, AD, KE) par exemple.

PROBLEMES

100( A. 1. a. | est le milieu de [AE] donc Al = %KE

— 11— — —
L est le milieu de [CG] donc CL = ECG. Or AE = CG (car

ABCDEFGH est un cube) donc Al =CL et AILC est un
parallélogramme.

b. R:Em:%m%ﬁ::%m Or AILC est un

parallélogramme donc AC =1L et donc JK = %E.

c. Les vecteurs JK et IL sont donc colinéaires et par
suite les droites (JK) et (IL) sont paralléles. Elles sont
donc coplanaires et les points |, J, K et | également. On
en déduit que les droites (1J) et (KL) sont coplanaires.
Elles ne sont pas paralleles puisque JKLI n’est pas un
parallélogramme car JK # IL. Elles sont sécantes en un
pointR.

2. a.B et F sont des points communs aux plans distincts
(AEB) et (BCG), ces deux plans sont donc sécants
suivant la droite (BF).

b. Re (1)) et (1)) c (AEB) donc R € (AEB) ;

R e (KL) et (KL) c (BCG) donc R € (BCG).

R est un point commun aux plans (AEB) et (BCG) doncR
appartient a (BF) droite d'intersection de ces deux
plans.

B. 1. a. F ¢ (ABC) donc les points B, A, C et F ne sont pas
coplanaires et donc les vecteurs BA, BC, BF non plus;
dou(B; BA, BC, ﬁ:) est un repére de l'espace.

b. Dans le repére (B ; BA, BC, BF), B(0;0; 0), A(1;0; 0),
C(0;1;0),F(0;0;1),E(1;0; 1) (car BE = BA + BF),
G(0;1; 1) (carBG = BC + BF).

| est le milieu de [AE] donc I(1;O;%] ; L est le milieu de

[CG] donc L(0;1;1j; Bj=1BA doncJ(l;O;OJ;
2 4 4

BK = lB? donc K(O;l;o).
4 4

- 1
2.a. IJ(—%; 0;- 5) est un vecteur directeur de la droite

x=1+3t
(1J) donc — 41J(3;0;2) aussi. |y =0 ,t €R est une
1
z=—+2t
2
représentation paramétrique de la droite (1J).

— 31
KL(O;Z;EJ est un vecteur directeur de la droite (KL)

x=0
donc 4@(0;3;2) aussi. |y=1+3t" ,t"eR est une
1
z=—+2t
2

représentation paramétrique de la droite (KL).
Les droites (1)) et (KL) sont sécantes en un point
R(x; y; 2) si et seulement si il existe des réels t et t’ tels

x=1+3t x=0
que|y =0 et|y=1+3t".
1
zZ=—+2t z=l+2t’
2 2
1
1+3t=0 f==2
On résout le systeme 0:1+3t1 soity , 1.
—+2t=—+2t 3
2 2

t=t

Les droites (1)) et (KL) sont donc sécantes en un point

R[O;O;—l).
6

b. Eﬁ(o;o;—%j et BF(0;0;1). Eﬁ:—%éﬁ donc les

vecteurs BR et BF sont colinéaires et les points B,Ret F
sont alignés.

A. 1. Voir sur le site.

2. (1)) et (EF) sont sécantes dans le plan (AEF) en P qui
est donc le point d'intersection de (1)) et du plan (EFG).
3. Lintersection de (1JK) et (EFG) est donc la droite (PK).
4, La paralléle a (SK) passant par J coupe (BC)enQet la
parallele a (1)) passant par K coupe (CG) en R.

H K
s . G
P : y
E F :
‘ ° R
"N
1 0
i E
D C
S polo)
B




La section du cube par le plan (IJK) est I'hexagone
1JQRKS.

B. Dansle plan (EAB), (AJ)//(EP) et |, point d'intersection
de (AE) et (PJ), est le milieu de [AE] donc | est le milieu
de [PJ] et PEJA est un parallélogramme ce qui permet

de dire que PE = AJ = %AB.

Comme HK = %HG = %AB, on en déduit que PE = HK.

De plus (HK)//(PE) donc PEKH est un parallélogramme
et donc le point d'intersection de ses diagonales S est le
milieu de [HE].

S milieu de [EH] et K milieu de [HG] donc (SK)//(EG).
Comme (EG)//(AC) et par construction (JQ)//(SK), on en
déduit que (JQ)//(AC). Comme J est le milieu de [AB], Q
est le milieu de [BC].

De méme, (1J)//(EB), (EB)//(HC) et par construction
(KR)//(1J) donc (KR)//(HC). Comme K est le milieu de
[HG], R est le milieu de [GC].

2.1J=JQ=QR=RK=KS=SI= ag car chacune de

ces longueurs est égale a la moitié d'une diagonale des
faces du cube.

3. a. Dans le plan (AEG), | est le milieu de [AE] et O est

le milieu de [EC] donc (O1)//(AC) et Ol = %AC.

De méme (OR)//(EG) et OR = %EG.

Comme (AQ)//(EG) et AC = EG, on en déduit que |, O et

R sont alignés et 10 = OR = aTZ donc O est le milieu

de [IR].

b. De méme, dans le plan (EHC), on montre que O est le

milieude [SQ] et SO = 0Q = 072 etdansle plan (ABG),
V2

O est le milieu de [JK] et JO = OK = 07.

C. OI=OR=OS=OQ=OJ=OK=G§ donc les

points I, J, K, Q, R, S sont sur le cercle de centre O et de
rayon a—2
y P

102] 1.4,(1;3;0) vecteur directeur de D, et ti,(2;1; - 1)

vecteur directeur de D, ne sont pas colinéaires donc D,
et D, ne sont pas paralléles.

Elles sont sécantes s’il existe des réels a et b tels que

3

3+a=0,5+2b a:E
9+3ag=4+b Clest-a-dire tels que :
a=-1.

2=4-b b=2

Ce systéme n’a pas de solution donc D; et D, ne sont
pas sécantes. Comme elles ne sont pas paralleles, elles
sont non coplanaires.

2. a.5(3;4;01); il nexiste pas de réel a tel que
3=3+a
4=9+3adoncSeD,.

0,1=2 3=0,5+2b
Il n'existe pas de réel btelqueq4=4+b  doncSegD,.
01=4-b

b. Soit %, le plan contenant S et D, et %, le plan
contenant S et D,.

P, et P, ont un point commun S et ils ne sont pas
confondus (s'ils I'étaient, D, et D, seraient coplanaires,
or elles ne le sont pas d'apres 1.), donc %, et P, sont
sécants suivant une droite A passant par S.

c. D; et A sont des droites coplanaires puisque
contenues dans le plan %;, elles sont donc soit
paralleles, soit sécantes.

Supposons qu'elles soient paralléles, alors t,(1;3;0)

vecteur directeur de D, est aussi un vecteur directeur

X =3+t
de A.Comme S(3;4;01) e A y=4+3t, teR est
z=0,1

une représentation paramétrique de A. Les droites D, et

A sont coplanaires (car dans %,) donc elles sont soit

sécantes soit paralleles.

Elles sont sécantes s’il existe des réels b et t tels que
0,5+2b=3+t t=53
4+b=4+3t .Cesystemeéquivautaqt=13 ;ilna
4-b=0,1 b=3,9

pas de solution donc D, et A ne sont pas sécantes.
Comme elles sont coplanaires, on a D, parallele a A.
Or on a supposé que A est paralléle & D,, on obtient
alors D, parallele a D, ce qui est en contradiction avec
D, et D, non coplanaires. Donc D, et A sont sécantes.
On démontre de méme que D, et A sont sécantes.

d. Il est possible de trouver une droite (R) passant par S
qui coupe D, et D, : il suffit de prendre pour (R) la droite
A précédente, intersection des plans %, et &,

Pour aller plus loin: a I'aide du logiciel Xcasfr, on

ObtientA(B;z;Z) etB( u;z;ﬂ).Voirci—dessous:
16 16 6 6 6
[ =droie(j3e e, 5+

[pmr e ] poimj:

D2 =arore(| 17/2+27

[prtiprajine]poimy 172 2 4] poent] 1/2+2,5,3]],0,027))

Bl= =posntijs.a,1710]

[prt{prt{paina] 3.4, 17101,0,-5 1)

EFT =pianis o)

[prtipntryperpiani[-5 77 10, 15010 - 5] point[3 4, 171 0]1,0,-P 171}

EFT spam5 09

[Pt prtlryperpiang -39 10,530 10 -50a | poir S 44, 17 10]),0, 72 [

HF-; sipderiP 1 P2

{lort prtine[point] 3 4 1710)_poant] 9658 5704 -22 T 0].0.5F" )]

=@, 2], .)
2] peotrdd 12 210,701 )

) Ay -] 0

A= =mnterimi 01y
llontiprpoint[ 19/16.57/16_21.0.°A)]
ElE et

llent{pritpointf- 1 146,176, 31/6],0,"5°)]
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@ Les points |, J, A, B sont coplanaires car les droites
(OA) et (OB) sont sécantes donc les droites (1J) et (AB)
sont sécantes en un point M qui est le point d'intersec-
tion de (1)) et .

104/ Comme A, B, C et D sont non coplanaires,
(A ; AB, AC, AD) est un repére de I'espace.
Dans ce repéere, A(0;0;0), B(1;0;0), C(0;0;1) et
D(0;0;M.
1. Coordonnées des points P;, Q;, Ry et S; dans le repére
précédent:
— 11— 1
AP, = —AD douP, (O;O;—).
4 4
S [ [ —
AQ1=AB+BQ1:AB+ZBC:AB+Z(BA+AC)
_ 328+ AC dou Q(E;l;O).
4 4 4' 4
E:lﬁd'ous3(l;o;oj.
2 2
m=ﬁ+ﬁ=ﬁ+%ﬁc=ﬁ+%(ﬁ+rc)
=1R+1K6d'ouR3(O;l;lj.
2 2 22
—(3 1 1 .
P,Q, (Z 7 _Z) est un vecteur directeur de (P,Q,) donc

X =3t
4,(3;1;=T) aussiet |y =t
1

z=—-—t
4

,t € R est une représen-

—(1 1 1
tation paramétrique de (P,Q,). R3S; (5;— 5™ E) est un

vecteur directeur de (R3S;) donc v5(=1;1;7) aussi et
1

x=—-t
v ,t” € R estune représentation paramétrique
y =
z=t
de (R5S5).
(P,Q) et (R5S;3) sont sécantes si et seulement si il existe
1
3gt=—-t’
2
desréelstett telsquet =t’
1
——t=t
4
1
t= g
Ce systeme équivaut a 1
t'=—
8

311
Donc (P,Q;) et (R5S3) sont sécantes en K(g;g ; 5]

2.Coordonnées des points P, Q,, R, et S, dans le repére

(A; AB, AC, AD) : AP, = “AD dioui Pn(o;o;ﬁ).
4 4

AQ,,=AB+BQ,,=A§+%@=E+%(§A+KC)
:@_iy§+@zdbuq@_ﬁﬁyq.
4 4 4'4
A—SP=BA_B. dou S (B;O;O).
6 Ple
A—F{’,:E+D—Fﬂ,:ﬁ+3ﬁ:ﬁ+3(ﬁ+ﬁ)
6 6
:£ﬁ+@£y5mua@ﬂniq
6 6 P76 6

(P,Q,,) passe parP, (O ;0; %j et a pour vecteur directeur

est une représentation paramétrique de (P,Q,,).

(SpRp) passe par Sp (% 0 ;O) eta pour vecteur directeur

t’ teR

z= (1—3}’
6

est une représentation paramétrique de (SpRp). P,Q,)

et (S,R,) sont sécantes si et seulement si il existe des

@_i}ze_ey
n 6 6

réels t et t' tels que ﬂt‘ :gt’ . Ce systeme
n
7.4=@_2y
6
tz%
(=P
- .Jn, _p, . 6 . e
équivaut a 1—t =—t’ soit puisque l‘égalité
4 6 . n
von 4
4

n PP n
D¢ = Py est vérifice lorsque t = Pett'=" Doncles
4 6 6 4

droites (P,Q,) et (R,S,) sont toujours sécantes en un

point M tel quePn_M = %PnQn etSn_M = %SpMp' Comme
p n

Il=sps5etl1=n=<3,o0na ge[O; 1 etze[o;ﬂ,

donc M est un point des segments [P,Q,,] et[S,R,]. Les

poutres [P,Q,] et [S,R,,] sont donc toujours sécantes.



@ 1. (LP) coupe le plan (EFG) en P. Comme (ABC) et
(EFG) sont paralleles, (LP) coupe aussi le plan (ABC) en
un point P’. On sait que (EA) est paralléle a (LP), donc les
droites (EA) et (LP) sont coplanaires et A € (LEP).

(LEP) coupe (EFG) suivant la droite (EP). Comme (ABC)
et (EFG) sont paralléles, (LEP) coupe aussi le plan (ABC)
suivant une droite A paralléle a (EP). A et P’ sont deux
points communs aux plans (LEP) et (ABC) donc
A=(AP).

P’ est donc le point d'intersection de (LP) et de la
paralléle a (EP) passant par A.

Les droites (LE) et (P’A) sont coplanaires (puisque dans
le plan (LEP)) et non paralléles, elles sont donc sécantes
en un point J. J € (AP"), or (AP") c (ABC) donc J € (ABC).
(LP)//(EA) et (EA)//(FB) donc (LP)//(FB). De méme que
précédemment, les droites (BP’) et (LF) sont coplanaires
et sécantes en un point | et | € (ABQ).

| appartient a (LF) donc a (LFE). J appartient a (LE) donc
a (LFE).

| et J sont donc deux points communs aux plans (LFE) et
(ABQ).

(LFE) coupe (EFG) suivant (EF) et comme (EFG) et (ABC)
sont paralléles, (LFE) coupe (ABC) suivant la droite (1J)
qui est paralléle a (FE).

r'
[
'
0
0
I
'
I

On démontre de méme que les droites (LH) et (P'D)
sont coplanaires et sécantes en un point K qui
appartient a (ABC), que les droites (LG) et (P’C) sont
coplanaires et sécantes en un point M qui appartient a
(ABQ) et que (JK) et (AD) sont paralléles, (KM) et (DC)
sont paralléles et (IM) et (BC) sont paralléles.

2. 'ombre du cube est donc formée de quatre trapézes :
ABIJ, BCMI, CDMK et ADKJ.

De plus, comme la face ABCD du cube est un carré, IJKM
est un rectangle.

Voir la figure sur le site.

D'apres la figure, il semble que K soit dans le carré ILPJ
ou | est le milieu de [AE], L est le centre de la face ABFE,
P est le centre du cube et J est le centre de la face ADHE.

On se place dans le repere (A ; AB, AD, KE).
M@0 ;t;1) avect €[0; 1] et N(t";0;0) avec t’ €[0; 1]

doncK(t—;i;l.
2 2 2

I(O;O;lJ;J(O ;l ;l);L(1 ;0 ;l)donc
2 2 2 2 2
- 1 —(1
IJ(O;f;Oj;IL(f;O; 0).
2 2
Comme R(%;%;O), onalK =tIL+tl avect €[0; 1] et
t’ €[0 ; 1] ce qui prouve la conjecture.

107| On place et on nomme les points nécessaires
a la résolution du probleme sur
une figure ne respectant pas les cotes :

U est le point d'intersection de (BT) avec le plan (ACQ).
P est le point d'intersection de (MR) et (CQ).

La droite (PU) est donc la droite d'intersection des plans
(MBT) et (ACQ).

(PU) est paralléle a (RT) car les droites (PU) et (RT) sont
les droites d'intersection respectives du plan (MBT)
avec deux plans paralléles: (ACQ) et la face du cube
contenantT.

Les droites (PU) et (AQ) sont sécantes en V.

Puis, on effectue les calculs permettant de répondre a la
question. M 30 <

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de I'espace 19
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QP _QP 40 4 MP 30 _3

QC MK 70 7 'MR 70 7

C 40 A

P v

Q

W_P_1 (voir deuxieme figure) d'ou
40 QC 7

PV = @ = 22,86.

PU—10 = w = MP = 3 (voir deuxieme figure) d'ou
20 ST MR 7
130

7PU—7O:60,soitPU:7:18,57.
M 108

P4 u

R S T

—— —

30

Conclusion :PU < PV donc I'épée A est derriere I'épée B.

1. Ce systéme revient a chercher les points d'in-

tersection éventuels des droites d et d” de représenta-
X=a+dt

tions paramétriques respectivesiy =b+et , t e R

x=a +dt Z=c+ft
ety=b'+e’t’ ,t' e
z=c+fY

Le systéme peut donc admettre exactement un unique
couple solution dans le cas ou les deux droites sont
sécantes ou une infinité de solutions si les deux droites
sont confondues, mais pas exactement deux couples
solutions ou trois couples solutions.

2. Pour que le systeme admette un unique couple solu-
tion il faut que les deux droites ne soient pas paralleles
c'est-a-dire que les couples (d; e; f) et (d’; e’; f’) ne
soient pas proportionnels. Cette condition n’est pas
suffisante car dans ce cas les droites peuvent étre non
coplanaires et donc ne pas avoir de point d'intersection
et alors le systéme n’a pas de solution.

Accompagnement personnalisé

@ Etudier des positions relatives de droites
etde plans

1. a. Etape 1: F € (ABF) et | € (ABF) donc (Fl) c (ABF)
(P1) donc (ABF) M (DIF) = (FI) (P2)

Etape 2: D €(ABD) et | €(ABD) donc (DI) c (ABD)
(P1) donc (ABD) N (DIF) = (DI) (P2)

Etape 3 : (ABD)//(EFG) donc (DIF) coupe (EFG) suivant
la droite passant par F et parallele a (DI) qui coupe (GH)
enN. (P4 etP3)

Etape 4: N €(DCG) et D €(DCG) donc (ND) < (DCG)
(P1) donc (DHG) N (DIF) = (DN) (P2).

b. La section du cube est le quadrilatére DIFN. On
montre facilement que DIFN est un parallélogramme : a
I'étape 3, on a construit N tel que (FN)//(DI) ; de méme,
(DN)//(FI).

A I'étape 3, on aurait pu construire la parallele & (Fl)
passant par D en utilisant la propriété 4.

2. Etape 1: (KM) et (ML) sont incluses respectivement
dans les plans (ABF) et (FBC) (P1) donc

(EFG) N (KLM) = (KM) (P2) et (FBC) N (KLM) = (ML) (P2)
Etape 2: (ML) et (BF) sont sécantes en N dans le plan
(FBQ) (P3).

Etape 3 : (NK) est incluse dans (ABF) (P1) et coupe (AB)
en P (P3) donc (ABF) N (KLM) = (KP) (P2)

Etape 4 : (ABD)//(EFG) donc (KLM) coupe (ABD) suivant
la droite passant par P et parallele a (KM) qui coupe
(DO) en Q. (P4 et P3).

Etape 5:Qet L sont dans (DCG) donc (QL) < (DCG) (P1)
et donc (DCG) N (KLM) = (QL) (P2).

La section cherchée est le pentagone KMLQP.

Pour aller plus loin : a I'étape 3, on peut construire le
point d'intersection de (ML) et (BC) puis relier ce point
a P, ou a l'étape 4, on aurait pu construire la paralléle a
(KP) passant par L.

@ Interpréter des relations vectorielles

1. (A) AMCB est un parallélogramme ;

(B) Les points A, B, M sont alignés ;

(O) Les points B, D et M sont alignés et M est le milieu de
(BDI;

(D) CANB est un parallélogramme;

(E) M appartient au plan (BAD) ;

(F) Légalité peut s’écrire: BM = 2AC — AD, donc la
droite (BM) est parallele au plan (ACD) ;

(G) les droites (AM) er (BC) sont paralleles ; (H) la droite
(BM) est paralléle au plan (ACD) ;

(K) la droite(CM) est parallele au plan (BDA).

2.(A)ﬁ+@=6ouﬁ=%?&

(B) Il existe un réel k tel que CM = kCD.



(C) ll existe des réels a et b tels que AM = aAB + bAD.
(D) Il existe des réels c et d tels que AM = ¢BC + dBD.
(E) AB = DC.

(F) Il existe de réels e et f tels que DM = eDA + fDB.

@ Démonter que des points sont coplanaires

Lmﬁ:ﬁ+ﬂ=1ﬁ+§®=%ﬁ+%ﬁ+@)

IK=IB+BK = —%ﬁ + %@ + %ﬁ: car K est le milieu

de [CD] donc BK = %(ﬁj + ﬁ) d'apres la régle du
parallélogramme.

b. 2IK = —BA + BD + BC, 6IL = —BA + 4BD et

6l) = —3BA + 4BC d'oui 61 + 6IL = —4BA + 4BC + 4BD
= 4(2R) = 8IK.OnadonclK = %Ij + %W_.

c. On en déduit que |, J, K et L sont coplanaires.
2. a. ABCD est un tétraedre donc B, C, D, A ne sont pas
coplanaires et (B;ﬁ, BD, ﬁ) est un repére de l'espace.
Dans ce repere B(0;0;0),C(1;0;0),D(0;1;0),

A(0;0;1), I(O;O;lj, K(l;l;O}J(E;O;O}
2 22 3

x =0
H:gﬁdonc yL:g dou L(O;z;l).
3 3 33
2
2-1=-3

b.R(l;l;—l), D(g;o;—lj,ﬁ(o;g;—l).
22 2 3 2 3 6

On cherche s’il existe deux réels o et B tels que

1.2
2
- o T 1 2
IK = o) + BIL c'est-a-dire tels que 5= Eﬁ
1 1 1
R
On trouve or= = et B = = et la 3° éqgalité est vérifiée

DonclK = =1J + EE.
47 4
¢. On en déduit que K e (1JL) et donc que |, J, Ket L sont
coplanaires.
3. a. Voir sur le site.
b. Il semble que les droites (IL) et (JK) soient sécantes

en un point de (BD) qui est le symétrique de B par
rapport a D. Démontrons-le.

On désigne par Q le symétrique de B par rapport a D.

e Les droites (IL) et (BD) sont coplanaires car elles sont
dans le plan (ABD).
Démontrons qu'elles sont sécantes en Q.

A

a_= @+H_:Q—A+§ﬁ. Or D est le milieu de [BQ]

doncd’apréslarégledu parallélogrammeﬁ +AQ = 2AD
— — 1= 1— 2— 1 _— 2_

etdoncQL —BA+§AB+ 3AQ = 3QA+ 3(2AI)— 3QI.
Les vecteurs QL et Ql sont colinéaires et donc les points |,
L et Q sont alignés. Par suite les droites (DB) et (IL) sont
bien sécantes en Q.

Autre méthode utilisant le résultat suivant: Les
médianes d'un triangle sont concourantes en un point
appelé centre de gravité du triangle et situé aux 2/3 de
chaque médiane en partant du sommet.

Dans le triangle ABQ, D est le milieu de [BQ] donc (AD)

T Y
est une médiane. Comme AL = gAD, L est le centre de

gravité du triangle ABQ. Or | est le milieu de [AB] donc
(Ql) est aussi une médiane et L € (Ql). Les droites (IL) et
(Ql) sont donc confondues et (DB) et (IL) sont donc
bien sécantes en Q.

e Les droites (JK) et (BD) sont coplanaires car elles sont
dans le plan (BCD).
Montrons qu’elles sont sécantes en Q.

&=&+a:&+;a

Or K est le milieu de [CD] donc, d’apreés la régle du
parallélogramme, = %(@ + @) d'ou

QK =QC+-CO+-CB=>ac+-cB.
4 4 4 4
@:&+a:&+%@.0nadonc@:%@.

Par suite J, K et Q sont alignés et donc les droites (JK) et
(BD) sont sécantes en Q.

Autre méthode en introduisant le point S milieu de [BJ].
On se place dans le plan (BCD).

Chapitre 10. Droites, plans, vecteurs de l'espace
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Dans le triangle SCD, J est le milieu de [SC] et K est le
milieu de [CD], donc (JK) est paralléle a (SD).

Dans le triangle BJQ, D est le milieu de [BC] et S est le
milieu de [BJ], donc (SD) est parallele a (JQ).

On en déduit que les droites (JK) et (JQ) sont paralleles.
Comme elles ont un point commun J, elles sont
confondues et donc les points J, K et Q sont alignés et
les droites (JK) et (BD) sont bien sécantes en Q.

c. Les droites (IL), (BD) et (JK) sont concourantes en Q.
En particulier, les droites (JK) et (IL) sont sécantes en Q,
elles sont donc coplanaires et les points |, J, K et L
également.



Pour reprendre contact

@ Produit scalaire dans un repére

1. ABCD est un carré de coté 4 donc AB L AD et ||AB|| = ||AD|| =4 ;on en déduit que AB L AD et

donc (A lAB 2 AD) est un repere orthonormé du plan.

2. A(0;0),D(0;4),1(2;0),J(4;2) donc AJ(4;2) et Di(2;— 4) et donc AJ-Di = 0.
3. On en déduit que (AJ) L (DI).

@ Produit scalaire et projeté orthogonal

a. Al.LAJ=Al-AB=AIxAB=8 AD-AJ=BC-BJ=BCxBJ=8

b. Di-AJ = (DA + Al)-AJ =DA-AJ + Al-AJ = —8 + 8 = 0.

@ Produit scalaire et norme

AB-AC = %(ABZ +AC2 —BC2)=7BA-BC= %(BAz +BC2—AC2)=18

@ Produit scalaire et cosinus

1. BA-BC = BA x BC x cos(ABC) = 12+/3.

2. AC2 = BAZ + BC2 — 2BA x BCcos(ABC) donc AC2 = 52 — 24+/3 et AC=+/52 — 24+/3.
@ Droite et cercle dans le plan

1. U(1;2) est un vecteur directeur de d et ri(2; — 1) est un vecteur normal a d.

2. M(x;y)ed’ &AM -G =0 1(x-1)+2(y-3) =0 x+2y-7=0.
3.MKx; ) eb o AM=2 AM2=4 & (x-1)2+(y-3)?=4.

@ Volume d’un tétraédre

2. V= §A|re(ABC) x AD = %

=[]

3. Soit h la hauteurissue de A:V = %Aire(BCD) X h. Or Aire (BCD) = lCD x BB’ ou B” est le milieu de [CD]

5

CD2=AD2+AC2=16+ 16 =32, douCD 4J§etBB' 4\/§><7—2x/_doncAlre(BCD)——x4x/§><2\/_ 83 et

4

V——x8J§xh On en déduit que h = ——
3 q 8\/_ V3

Chapitre 11. Produit scalaire dans l'espace



@ Représentation paramétrique

x=2-t
1. AB):qy=—-1-t,teR.
z=3-4t
2-t=-2 t=4 2-t=0 t=2
2, y—1-t=-5 <<t=4doncCe(AB). \—1-t=-3<t=2 doncD & (AB).
3-4t=-13 t=4 3-4t=11 t=-2
Activité 1

1. a. Dans (ABF), AB-AF = AB-AB = AB2 = 16.

b. Dans (ACG), AC-AG = AC- = (442)2 = 32.

¢. CG = BF donc dans (HBF), HB-CG = HB -BF = —BF = —42 = —16.

d. FC = ED, donc dans (EHD),
ﬁlﬁ:ﬁl-ﬁj:(@+ﬁ)-(ﬁ|+@):%-ﬁ+ﬁlﬁ+@~ﬁ+ﬁl-@:o+%ﬁ\’-(—ﬁ)+HDZ+o=—8.

e. Dans (OAB), OA-OB = %(OAZ +OB2 — AB?) = %(12+12—16) =4,carOA=0B= ? =2.3.

2. Dans (ABC), AB-AC = AB-AB = 16.

Dans (ABG), AB-AL = AB-AJ = AB x AJ = 4 x 2 = 8. AB = DC, donc dans (DCG), AB-LC = DC-LC = %DCZ =8.

16 =8+ 8 donc AB-AC = AB-AL + AB-LC ou encore AB- (AL +LC) = AB-AL + AB-LC.

Activité 2

A. 1. a. (OAG) // (CBF).

b. C(0;4;0),B(2;4;0),F(0;4;3),E(2;4;3).Tous ces points ont la méme ordonnée : 4.

c. (CE) //LOAGEoncf etI:< dirLgent$CBli). Comme C € (CBF), si M € (CBF) il existe x et z réels tels que CM = xi + zk,
d'ouOM =0C+CM =4 + xi+ zk = xi + 4j + zk et M(x; 4 ; 2).

fl' Rgciproquement, siM(x;4;z)alors a/l(x; 0;z) soit CM = xi + zk et M appartient au plan passant par C et dirigé par
i etk c'est-a-dire au plan (CBF).

2. a. (OAG):y=0 b. (OCG):x=0 c. (ABD):x=2

d. (OAC):z=0 e. (GDF):z=3.

B. 1. y =4 est une équation du plan (BCF), z = 0 est une équation du plan (ABC) donc I'ensemble des points M(x;y; z)

tels que {X - (2) est (BC) la droite d'intersection de ces deux plans.
7=

2. (BE) est la droite d'intersection des plans (ABD) d'équation x = 2 et (BCF) d'équation y = 4, donc le systéme {X f 2
définit la droite (BE). y=4
X=2
z=3

3. (DE) est la droite d'intersection des plans (ABD) et (DGF) donc (DE) est définie par le systeme {
Activité 3
3
1. A(Z;O;O);B(O;E;O);C(O;O;—3)
2. a. KBX— 2;%;0) et K(—Z ;0;—3) ne sont pas colinéaires donc A, B et C ne sont pas alignés.
b. On en déduit que € ne peut pas étre une droite.
x=2-2t
3
3. a. (AB): y:Et ,teR.

z=0



b. PourtoutteR, 3(2-2t) + 4(%t) -2x0-6=6-6t+6t-6=0donc tout point de (AB) appartient a &.

XxX=2-2t
4,(AO):qy =0 ,teR.
z=-3t

PourtoutteR,3(2-2t) +4x0-2(-3t)-6=6-6t+ 6t —6 =0 donc tout point de (AC) appartient a €.
5. £semble étre le plan (ABC).

6. Avec Geoplan-Geospace

Activité 4

xX—2y+3z+1=0 x=2y-3z-1 x=2y—-3z-1 X=—2z+3
1. = =

2x+y+z-8=0 22y -3z-N+y+z-8=0 5y-5z=10 y=z+2

2, x-2y+3z+1=0 et 2x+y+z—8=0 sont des équations cartésiennes de deux plans non paralléles donc
I'ensemble des points M(x; y ; z) dont les coordonnées vérifient (S) est la droite d d'intersection de ces deux plans.

Pourz=0,x=3ety=2doncA(3;2;0)appartientad.
Pourz=1,x=2ety=3doncB(2;3;1)appartient a d et ﬁ;(— 1;1;1) est un vecteur directeur de d.

xX=t
=—-Xx+5
3. a. Le logiciel permet de conclure que le systéme (S) est équivalent a {y 3 clest-a-dire <y =5—t, t R qui
Z=—Xx+
z=3-t

est la représentation paramétrique de la droite de vecteur directeur de coordonnées (1;-1; - 1) soit —ABet passant
par le point de coordonnées (3 ; 2; 0) (pour t = 3) soit A, donc la réponse est bien compatible avec 2.

b. On achangé l'ordre des variables: (z; y; x) au lieu de (x; y; z). On retrouve alors le systeme de la question 1.

TP1.Tétraédre rectangle et régulier

1. OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles isocéles en O.
AB2 = OA2 + OB? = 2a2. De méme AC2 = 2a2 et BC2 = 2a? donc AB = AC = BC = a+/2 et ABC est un triangle équilatéral de

coté av/2.
aire(ABC) = AB x AC x sin(E) a3,
2 3 2 2 2
2. a. ﬁ~ﬁ3z(&+ﬁ)~ﬁ3:a-A—B+M~TB
Or (Ol) médiane issue de O dans OAB isocéle en O est aussi la hauteur issue de O donc (OI) L(AB).
On a aussi (IH)_L(AB) car (IH) est la médiane (Cl) dans ABC équilatéral ; elle est aussi hauteur.
D'oti OH-AB = 0 + 0 = 0 et donc les droites (OH) et (AB) sont orthogonales.

Autre méthode : OA = 0B ; CA=CBetlA=1B donc O, Cetlsont équidistants de A et B : ils appartiennent donc au plan
médiateur % de [AB].

Chapitre 11. Produit scalaire dans l'espace 3



Comme ils ne sont pas alignés, % = (OCl). Or (AB) est orthogonale a %, donc (AB) est orthogonale a toutes les droites
de ce plan, en particulier a (OH).

b. (OH) est la hauteur issue de O dans le triangle OCl donc (OH) est orthogonale a (Cl).

(OH) est donc orthogonale a (Cl) et (AB) deux droites sécantes (en I) du plan (ABC) donc (OH) est orthogonale a (ABC).

3. a. (OH) est donc orthogonale a toutes les droites du plan (ABC) en particulier a (BC).

Comme OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O, la droite (OA) est orthogonale a (OB) et (OC) deux droites
sécantes du plan (OBCQ). Elle est donc orthogonale a ce plan et donc a (BC). On en déduit que (BC) étant orthogonale a
deux droites sécantes, (OA) et (OH), de (OAH) est orthogonale a (OAH) et donc a (AH). D'ou (AH) est bien la hauteur
issue de A dans le triangle ABC.

Autre méthode :

AH-BC = (K6+6F|)-§E = K@-(@+6€)+6ﬁ -BC =AO0-BO + AO-OC + OH-BC = 0 car OAB et OAC sont rectangles
en O et (OH) est orthogonale a (ABC) donc a (BC). D'ou (AH) est bien la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

b. Comme ABC est équilatéral, la hauteur (AH) est aussi médiane et donc H est le point d'intersection des médianes (Cl)

et (AH). D'ou CH = %a.

1 1 a2 3 1 1
4.V:fxaire(OBC)xOA:fxa—xa:a—etV:fxaire(ABC)xOH:fxcﬂﬁxOH:aZEXOH,d’oU
3 372 6 3 3 2 6
3
azﬁxOH:a—etdoncOH=i:@.
6 6 33

B. 1. Lesvecteurs 7,7 etk sont orthogonaux deux a deux et de norme 1 donc (O ; i, ] E) est un repére orthonormé de
l'espace.

2. Danslerepére (O ; 7, j, k), A(a; 0;0),B(0; a;0) et C(0; 0; ). I est le milieu de [AB] donc 'g?%?(’)-

_a

Xy = 3
Cl(f;f;—a). D’'aprés 3. b, CH= za soityyy = a d'ou H(E;E;gj

3 3 3 3
zy—a= _2a
3
D est le symétrique de H par rapport a O d'ou D(—g;—g;—g}
4a 2 a 2 a 2

3. DA= \/(3 ) + (5] + (Ej = a2 ; de méme DB = DC = a~/2. Comme d'aprés A. 1., AB = AC = BC = a~/2, ABCD est

bien un tétraédre régulier.

4. a. Le plan médiateur de [AB] est (OCI) (voir A. 2. a. (deuxieme méthode)).
La hauteur (AH) est la médiane issue de A dans ABC équilatéral. Elle coupe [BC] en son milieu J.
JB=JC,0B=0C, AB=ACetO, A, Jnon alignés donc (OAJ) est le plan médiateur de [BC].
b. O et H sont deux points communs aux plans distincts (OCl) et (OAJ) donc ces deux plans sont sécants suivant la
droite (OH).
Comme Q est le centre de la spheére circonscrite au tétraeédre ABCD, on a QA = QB = QC = QD.
Q est équidistant de A et B donc Q appartient a (OCl) plan médiateur de [AB] ; Q est équidistant de B et C donc Q
appartient a (OAJ) plan médiateur de [BC]. Q appartient donc a l'intersection de ces deux plans c’est-a-dire a la droite
(OH).

ak ak ak

c. Il existe donc un réel k tel que 0Q = kOH d'ou Q(? ??)

2 2 2 2
Orngosoit(a_ik) (ij (l) :3(%+ﬁ).
3 3 3 3 3

2 2 2
On obtient :a—((3 — Kk + k2 + k2) = 3a%k+D" soitk = ! d'ou Q(ﬂ;ﬂ;ﬂj et Q est le milieu de [OH].
9 9 2 6 6 6



TP2. Produit scalaire et maximum

A. Voir site en ligne.

Conjecture : Il semble que la valeur maximale de I'angle AMC soit d’environ 2,094 radians et que dans ce cas, M soit le
projeté orthogonal de A sur (BH) (pour le visualiser, isoler le plan (ABH)).

B. 1. Les points B et H sont équidistants de A et C donc la droite (BH) est incluse dans la plan médiateur du segment
[AC] donc le point M de (BH) est aussi équidistant de A et C donc MA = MC.

MA-MC = MA-(MA + AC) = MA2 + MA - AC.

Soit | le milieu de [AC]. M appartient au du plan médiateur de [AC] donc | est le projeté orthogonal de M sur (AC) donc
WA-TC:IAXAC:?aXﬁazaz.

On en déduit que MA-MC = MA2 — g2,

— —_— —  MA?-g? a?
2. MA-MC = MA X MC x cos(AMC) donc cos(AMC) = ————=1—- ——.
MA?2 MAZ2 ,
La fonction cos étant décroissante sur[0; ], AMC est maximum quand cos(A/M\C) est minimum et donc quand ﬁ est

maximum et donc quand AM? est minimum.

3. Dans le triangle ABH, rectangle en A, AM est minimum quand M est le projeté orthogonal de A sur (HB). On a alors
AM = ABsin(ABH) = AB x ﬁ—:
az 2

DoncAM=ax —= aet cos(ﬂ/l\C) = —% soit AMC = 2?11: =~ 2,094 rad.

a3 3

TP3.Volume d’un tétraédre
1. b. Ksemble étre le symétrique de A par rapport a E.
c. Il semble que KGB et KDG soient rectangles en G.

2. SiE est le milieu de [AK], KG- GB = (KA + AF + FG)- (GF + FB) = 0 donc KGB est rectangle en G et
KG-GD = (K—E +EH+ ﬁ)-(@ + @) = 0 donc KDG est rectangle en G.

On en déduit que (KG) est orthogonale a (GD) et (GB) droites sécantes de (BGD) donc KG est la hauteur associée a la
base BGD du tétraedre BDGK.

Or BDG est un triangle équilatéral de coté a2 (en nommant a la longueur de I'aréte du cube) donc

Aire(BGD) = % X av2 ?aﬁ = gaz.

2

3
De plus, GK = CE est la grande diagonale du cube donc GK= a+/3 et donc V(BDGK) = ;[x/ga X \/jazj -
TPA4. Intersection de 2 plans

1. a. n_.1(1;—1;2) est un vecteur normal a %, ;nj(—3;3;—6) estun vecteur normala %, ; E = —3n~1 donc P, et P, sont
paralléles.

b. Le systéme n'a pas de solution donc P, et %, sont strictement paralleles.

2. a. n3(2;1; - 3). Les vecteurs n, et n; ne sont pas colinéaires donc &, et %; ne sont pas paralléles et sont donc sécants
suivant une droite.

b. Le systeme admet une infinité de triplets solutions : les coordonnées des points de la droite d'intersection de %, et
P,
-37x-19)-5
c. —30x-19=5
-7
(x;7x-11;3x—4)ouxeR.

=3x — 4. Lensemble des solutions du systeme du b. est 'ensemble des triplets de la forme

d. En posant x = t, on obtient le 18" systéme qui est une représentation I@I"ER““'-'”"'-' Ty +22-3=0, 2x+y-32-1=0][Z1y])
paramétrique de la droite d'intersection de %, et P;. En modifiant
I'ordre des variables, le logiciel Xcasfr donne :

z. (Dafz+d), T-(D=(z+4)-11
ta}t ) 131'{ )

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace



4 t
X=—+=
3 3

7 7 5 7
g(z +4)-11= EZ -3 ;en posantz=t, on obtient |y = -3 + gt (t € R) qui est une représentation paramétrique de la

z=t
droite d'intersection de %, et .
En choisissant cette fois-ci y comme premiére variable, le logiciel Xcasfr donne également :

El‘t"imll'l‘?cl_[l-j-' +27-3=0 2+y-32-1=0],[¥.%.2])

Dyafy+11), 3(D)elye11)-4
¥ {?} {y+11) {?} (y+11)

t+11
X =
7
3 3 5 . . . . I
;(y +1N)—-4= ;y + ;; en posant y = t, on obtient {y =t (t € R) qui est une représentation paramétrique de la
3t+5
zZ=
7

droite d'intersection de %, et .

TP5. Le cube colorimétrique

1. Pour %, : noir, rouge, vert, jaune. Pour %, : noir, vert, bleu, cyan. Pour %5 : noir, rouge, bleu, magenta.

3. a.Figure 1:Le plan cherché
passe par les points de
coordonnées (1;0; 0)(rouge),
(0;1;0) (vert)et(0;0;1) (bleu)
et a pour équation :
2):x+y+z-1=0.

Y7 Figure 2: Le plan cherché passe par ,
les points de coordonnées (1;1;0)
(jaune), (1;0; 1) (magenta) et

(0;0;0) (noir) et a pour équation :
(M:=x+y+z=0. . O

par les points de coordonnées
(0;1;1) (cyan), (0;1;0) (vert),
(1;0;0) (rouge)et(1;0;1)
(magenta) et a pour équation :
3):x+y—-1=0.

b. La section du cube par le plan
d'équation (4):x+y—-z—-1=0
passe par les points de
coordonnées (1; 0 ; 0) (rouge), 2
(0;1;0) (vert)et(1;1;1)(blanc).
Avec le repére indiqué sur la
figure 3, on obtient le triangle
ci-contre:

b 0
) ‘
Figure 3 : Le plan cherché passe B ‘ y
[¢]



Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1 [ Oui, car DG = AF et (AF) L (EB) ; non, car EBG est
équilatéral ; non (vecteurs égaux non nuls); non, car
AH = BG et EBG équilatéral.

. 2 N,
(2 [AB-DG = AB’ = a?; AB-CG = 0;
AB-AG = AB-AF = AB2 = g2; AB-CB = 0.

3 [ (AD) L (ABE); (GB) L (DEF).
(4fa. V=0 b.iv=-13 V=1

@d et d’ sont orthogonales car 4 et 4’(1; 2 ; 1)
vecteur directeur de d’ sont orthogonaux.

d et d’ sont perpendiculaires, car de plus A e d".

@Oui, car leurs coordonnées vérifient cette équa-
tion2x -3y +2z+6=0.

(7 [A@2;3;-9.

5(2;5;— 2) est un vecteur normal au plan %
d'équation2x +5y —2z-5=0.
U-n=2-2=0doncladroite est paralléle au plan .
A-1;3;4) e Pcar—-2+15-8—-5=0.Donc la droite
estincluse dans le plan %.

(9 /-2x+y+4z-4=0.
A(-2;0;0),B 0;—§;0 ,C(0;0;6).

:

@z:&

ENTRAINEMENT

@ 1. a. Oui, car (EF) est orthogonale au plan (BFG).
b. Non, car (HF) est paralléle a (DB) et DBG équilatéral.
c. Oui, car (ED) est paralléle a (FC) et (FC) est
perpendiculaire a (BG) (diagonales d'un carré).

2. a. Oui, car (EG) est orthogonale a (HF) (diagonales
du carré EFGH) et (EG) est orthogonale a (BF) (puisque
(BF) est orthogonale au plan (EFG)).

b. Non, car si (EC) était orthogonale a (BFH), (EC) serait
orthogonale a (BH) droite de (BFH) ce qui estimpossible
car BCHE est un rectangle qui n'est pas un carré.

3. a. Oui, car (EG) droite de (EGA) est orthogonale a
(HF) et a (BF) droites sécantes de (DFH) donc (EG) est
orthogonale a (DFH).

b. Oui, car (AC) droite de (ACF) est orthogonale a (DB)
et (HD) droites sécantes de (DFH) donc (AC) est
orthogonale a (DFH).

@ABC et ABD sont rectangles en A donc (AB) est
orthogonale a (AC) et (AD) deux droites sécantes du
plan (ACD), d'ou (AB) est orthogonale a ce plan donc a
toutes les droites de ce plan en particulier a (CD).

Voir le corrigé en fin de manuel.

@ 1. ABC est équilatéral donc la médiane (Al) est
aussi la hauteur issue de A et donc (Al) L (BC).

De méme BCD est équilatéral donc (DI) L (BQ).

(BC) est orthogonale a (Al) et (DI) deux droites sécantes
en | du plan (ADI) donc (BC) est orthogonale au plan
(ADI).

Deuxiéme méthode : ABCD est régulier donc AC = AD et
DC = DB et | est le milieu de [BC] donc IB = IC. Les trois
points non alignés A, D, | définissent donc le plan
médiateur de [BC] ce quiprouve que (BC) est orthogonal
a (ADI).

2. (BCQ) est donc orthogonale a toutes les droites du
plan (ADI) en particulier a (AD).

16| 1. AB2+BC2=18+9=27=BC2et
AB2 +BD? =18 + 18 = 36 = AD?, donc ABC et ABD sont
des triangles rectangles en B.
BC2+CD2=9+9=18=BD%et
CD? + CA%2=9 + 27 = 36 = AD?, donc BDC et ADC sont
des triangles rectangles en C.
2.

3. a. ABC et ABD sont des triangles rectangles en B
donc (AB) L (BC) et (AB) L (BD); (AB) est orthogonale a
deux droites sécantes (en B) du plan (BCD) donc (AD)
estorthogonale a ce plan et par suite (AD) est la hauteur
issue de A du tétraedre ABCD.

b. BDC et ADC sont des triangles rectangles en C donc
(DC) L (CA) et (DC) L (BC); (DC) est orthogonale a deux
droites sécantes (en C) du plan (ABC) donc (DQ) est

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace



orthogonale a ce plan et (DC) est donc la hauteur issue
de D du tétraédre ABCD.
4. Volume de ABCD:
1 1 V2
V=1 xaire(BCD) x AB = 1 x 2 x 332 = 222,
3 3 2 2
@ 1. ACD est équilatéral A
donc la médiane (CK)
est aussi hauteur donc (CK)
est orthogonale a (AD).

De méme, ABD est
équilatéral donc (BK)
est orthogonale a (AD).
(AD) est orthogonale
a deux droites B
sécantes de (BCK)
donc est orthogonale C
a ce plan et [AK] est la hauteur issue de A du tétraedre
ABCK.
On peut aussi montrer que (BCK) est le plan médiateur
de [AD].
2. BK = CK = % =343 (hauteurs de triangles
équilatéraux de co6té 6), donc BCK est isocéle en K.
Soit | le milieu de [BC]. La médiane (Bl) de BCK est aussi
hauteur donc le triangle BIK est rectangle en | et donc
IB2 + IK2 = BK2 soit IK2 = 27 - 9 = 18. D'out IK = 3/2.
K xBC _ 3J§x6zgﬁ_

2 2
Et le volume V du tétraédre ABCK:
V=%>< aire(BCK) x AK =%><9x/§><3 =9.2.

Aire(BCK) =

Voir le corrigé en fin de manuel.

Le point d'intersection de (AB) et du plan (BCG),

orthogonal a (AB) passant par J est B donc B est le pro-

jeté orthogonal de J sur (AB).

D'oti AJ-AB = AB- = a2.

2. a. ﬁ.ﬁj:ﬁc'ZZGZ;

HA-HB = HA~ = (av2)? = 2a?;

= = == a_a?

BI-BH =BI-BF = a><—:7.

)

; FG-EG=FG =a?;

. _ a2

DK-Di=DK-DC=Ixa=9".
2 2

I . 2
b.BJ-BL=BL =L

(20 1. BK-BJ = BK- (BF +FJ) = 0+ BK-BL = BC -BL

a a2
=ax—=—

2 2
2. BK2=BC2+ CK2= %az d'ou BK:$_

a5

DemémeBJ:T.
3.BK-BJ = BK x BJ x cos(BKJ)
a2
= 32 _ )
d'oli cos(BKJ)= —=- = — = 0,4 et BKJ = 66,4°.
50> 5

4
Cette mesure ne dépend pas de a.

(21]1. OF=OG=§.

2. OF-0G = %(OFZ +0G2 —FG?)

2 2
21(31“_02):1_
2\ 4 4
3. a. Les trois vecteurs sont orthogonaux deux a deux
etdenorme 1.
b. Dans le repere choisi, F(a; 0;a),G(a; a;a) et
o(ﬂ a. g) OF(, ._a. ,) tOG(g a. z)
222 2 22 2 22

a2
d'ou OF -0G = R

@ 1. ABC est équilatéral donc

. 2
AB-AC = a? cos(ﬁ) -4
3 2

I I 2
AB-DA:—AB-AD=—azcos§=—"7
Enoncé modifié AB - DC au lieu de BC - AD
2 2
AB-DC = AB- (DA+AC)——%+% 0.

2. 1= E@ = LK d'ou IJKL est un parallélogramme.
De pIus, = fAC Doul)-IL = %@~FC=Od’aprés 1.et
donc (1)) et (IL) dont perpendiculaires.
1
De plus, IJ :Ea =IL.

IJKL est donc un parallélogramme qui a un angle droit
et deux cotés consécutifs de méme longueur, donc 1JKL
est un carré.

@ D'aprés la propriété d’AL-Kashi,
AB2 = OA2 + OB — 20A x OB x cos(AOB) soit

2 2
a? = [G\ZEJ X2 — 2[‘1\2/5] cos(:@) d'ou

2
3a 2

cos(A/O\B) = 23T =

%et AOB = 70,5°.

8/56:180 AOB = 109,5°.
010 = ~(O” + 012 - 112)

Ao )

N \

N\—-



D'ou I0J = 90°.

IG2=1B2 + BG2 - 2IB x BG X cos(IEG) ;comme IB=1G,

on obtient BG2 = 2IB x BG x cos(IBG) soit

G__aV2_ 2056 5080

2B . a5 5
2

(24 AB2-BC2+CD2-DA?=AB” —BC +CD’ — DA~

= (AB—BC)-(AB+BC) + (CD — DA)-(CD + DA)

= AC-(AB+ CB— CD + DA) = AC-(2DB) = 2AC - DB.

2. a. BACestisocéle en B et DAC est isocéle en D donc

BA = BC et DA = DC d'ou AB2 - BC2 + CD?2 - DA2=0 et

donc daprés 1., AC-DB =0, dou (AC) et (DB) sont

orthogonales.

cos(IBG) _B

3. BA=BC donc B appartient au plan médiateur % de
[AC]. DA = DC donc D appartient aussi a %.

Par suite (DB) estincluse dans %.0r (AC) est orthogonale
a P donc (AC) est orthogonale a (DB).

25/a. i-v=02x-10=0¢& x =5.
b.i-v=02y-2x-12=0& y=x+6.
Pourx=0ety=6,u etV sont orthogonaux.
U Vv=0-6-5+xy=0c xy=11.
Pourx=1ety=11,U etv sont orthogonaux.

(26 [ 1. AB(1;-1;-3); AC(0;-3;1).
AB-AC=3-3=0 donc (AB) L (AC) et ABC est un
triangle rectangle en A.

2. BA-BC = BA x BC x cos(ABC).
BA(=1;1;3);BC(=1;—2;4);BA-BC =11

BA-BC 11

~ BAXBC T Mxy21

d'ou ABC = 0,76 rad.

A/CTS:n—g—ﬂS\CzO,m rad.

cos(A/EE) =

@1. AB(1;3;-1); AC(4;4;0);BC(3;1;1).

AB = BC =+/11 et AC = /32 donc le triangle ABC est
isocéle en B.

2. AB-AC = AB><AC><cos(BAC)

AB-AC 16 _ 4

AB x AC \/ﬁx\/ﬁ V22

et ISA\C = 31,5°. Comme ABC est isocele en B,
ACB = BAC = 31,5° et ABC = 180 — 2BAC ~ 117°.

d'ou cos(BAC) =

Voir le corrigé en fin de manuel.

(297 1. ACG:10;3), BDG;10;3), AB(-6;3;- 4)
D'ouAC=BDetAB-AC=-18+30-12=0.

2. ABDC est un parallélogramme qui a un angle droit
donc ABDC est un rectangle.

1. a. (Mm) est orthogonale a % donc (Mm) est
orthogonale a (Om) droite du plan % d'ou

OMZ2 =0m?2 + mM2,
b. u(x; iy z)etOM—udouM(x y; z)
OM = Om+mM avec Om = xi +y/ et mM = zk par
définition des coordonnées d'un point dans un repére.
Om?2 = x2 +y2 car m(x; y) dans le repére (O; i, j) du
plan @ et mM2 = |2k| = 22 x [k|" = 2 x 1= 2.
¢. OM2=0m? + mM? d'ots OM? = [li[* = X2 + y2 + 22
2. 3 =i + 7 - af’ - 7F)

= %((x +X P+ +y)P+(z+2)

—x2oyl o2 X2y g2
ACB3;10; 3), BD@; 10 ; 3) donc AC = BD.

AB(-6;3;-4), AD(-3;13;-1,BCO;7;7)et
AB-AC=-18+30-12=0,
AD-BC =—-27+91-7 #0.
2. ABCD est donc un parallélogramme ayant un angle

droit donc ABCD est un rectangle (qui n'est pas un carré
car (AD) et (BC) ne sont pas perpendiculaires).

Aire(ABCD) = ABx AC=/61x~/118 = /7198.

@Soit x;y:2,(x";y" 5 2)et (x7;y”;2") les coor-
données respectives de u, v, w dans un repére ortho-
normé de l'espace.

U-(V+w)= XX+ X))+ y(y' +y") + 2(Z + 27)

=xx"+yy' +zz+xx"+yy" + 22" =0-Vv+i-w.

@1 a.u-v=4-4+0= OdoncﬁJ_V.
b. d]=v1+4+9 =14;e =

colinéaire a u.

. [7]=20=245; & =

U estdenorme 1 et

m

v est de norme 1 et

- N20
colinéaire av.
2. a. w(x;y; 2) est orthogonal a i etV < ii-w =0 et
. o |x+2y+3z=0 z:—éx
v-w = 0 c'est-a-dire soit 3
4x -2y =0
y =2x

X . . :
Posons t = 3 les solutions du systéme sont les triplets

de la forme (3t ; 6t ; — 5t) ou t décrit R.
b. (O; a, g, g) est un repére orthonormal de l'espace
e, Lejete, Le,
si et seulement si
3 =
es] =1
D'aprés 2., les coordonnées de e: sont de la forme
(3t; 6t ;—5t).
+36t2 +25t2 =1 70t2 =1

1 1
otl=—ot=——out=—

1
70 J70 J70°

Chapitre 11. Produit scalaire dans l'espace 9
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—( 3 6 5 — 3 6 5

e|l——;——=,——F—|oue;| ——;— ; .
3(70\/% J%j 3(\/% J%J%)

1. VARIABLES : X, ¥, Z4, X5, Vg, Z5 NOmbres.

ENTREES : Saisit X4, Y4, Za: Xg, Y51 Zp-

TRAITEMENT : D2 prend la valeur

(xg - XA)2 +(yg - ,VA)Z +(zg _ZA)2~

SORTIE : Afficher « AB2 = », D2.

2. Voir le site Math’x.

@ 1. Voir le site Math'x.

x=2-t
2. a.d:qy=3-2t,teR.
z=1+t

b. Pour M point de d de paramétre t:
MA = MB & MAZ = MB?
S 1+ 0% + (= 2+ 202 + (= 1)?
=12 424202 +(=2-1)?
@t2—2t+1=t2+4t+4@t=—%,

Il existe donc un seul point de d tel que MA = MB : c'est
le point M de d de parameétre 1 : M(E;4;l .

2 2 2
3. a. Lensemble des points M de l'espace tels que
MA = MB est le plan médiateur % de [AB].

Il nexiste aucun point de d tel que MA= MB si et
seulement si d est strictement paralléle a % c'est-a-dire
u orthogonal a ABetC ¢ P.

l(x;y;z) est orthogonal a AB(1;0; - 1)
Si-AB=0ox-z=0cx=2z

Soit | le milieu de [AB] : | (5;1;—1)
2 2

CeP<IC-AB£0 & xc -2 —2#0.

Donc il n'existe aucun point de d tel que MA = MB si et
seulement si d est une droite de vecteur directeur
u(1;y; 7, avecy quelconque dans R et passant par C tel
que xc —z-—2#0.

b. Tous les points de d sont équidistants de A et B si et
seulement si d est contenue dans P si et seulement si d
est une droite de vecteur directeur u(1;y;7), avec y
quelconque dans R et passant par C tel que
Xc—2zc—2=0.

X=2+t
1. d:qy=t ,teR.
z=1+t

3=2+t t=1
2. a.¢2=t Sat=2

Ce systéme n'a pas de solution donc B(3;2;4) ¢ d.

b. H est le point de d de paramétre t tel queﬁi 1 usoit
tel que Q+t-3IxT+{t-2)x1+(+t-4)x1=0
c'est-a-dire tel quet = 2, d'oU H(4; 2; 3).

C ﬁ(1;0;—1) donc BH =+/2.

3. a. M point de d de parametre t.
BM(t—1;t—2;t—4) et

BM=J(t =2 +(t—2)2 +(t —3)2 =~/3t2 — 12t +14.

b. Enoncé modifié : f(t) = 3t2 - 12t + 14.

f est dérivable sur R et, pour tout réel t, f'(t) = 6t — 12,
d'ou f est strictement décroissante sur ]-o;2] et
strictement croissante sur[2; + oof.

c. Pour tout réel t, BM= \[f(t); f est positive sur R
(somme de carrés) et, donc Jf est aussi strictement
décroissante sur ]-«;2] et strictement croissante sur

[2;+0[. BM est donc minimale pour x= 2 et ce
minimum est Jf(2) = V3% 22 —12x 2 +14 = V2.
d. Il s'agit de la distance de B a la droite d.

@ 1. Voir le site Math'x.

Conjecture : Il semble qu'il existe deux points M de d
tels que AMB soit rectangle en M.

X =2t
2. a.d:qy=1-3t,teR
z=2-t

b. ABMrectangleen M MA-MB = 0
SR-20B3-2)+@B+31)3t+(-3+t)3+t)=0
<142 -t-3=0.

3

[ . . 1
Cette équation a deux solutions : t; = 5 = 3

Donc il existe deux points M de d tels que ABM soit
rectangle en M. Il s'agit du point M, de d de paramétre

u et du point M, de d de paramétre 23 My (1;— l,ij
2 7 2 2

eth(—E;E;E}

@Soit n(a;b;c).

a.n-u=0etn-v=0

16
—-2a+3b+6c=0 3b=-16¢ b=—-—c
= = 3
a+5c=0 a=-5c
a=->5c¢

Prenons ¢ = - 3, alors ri(15;16 ; — 3) est orthogonal a u
etv.
b.n-u=0etn-v=0
-b+3c=0 b=3c b=3c
= = = .
2a+b+5¢c=0 2a=- 8¢ a=-4c
Prenons ¢ = 1, alors i(—4;3;1) est orthogonal ad etv.
C. 4i(6;4;3). i-li=0ethi-v=0



o n-(4u)=0etn-v=0

{6a+4b+3c:0 {6a+4b+3c:0

2a+3b+4c=0 56+9c=0
7
a=—c
10
< 9
b=-=c
5

Prenons c= 10, alors 77(7;— 18;10) est orthogonal a i
etv.

1. fC(Z;—h—S) et @(1;2;0) ne sont pas coli-
néaires donc les points B, C, D ne sont pas alignés.

2. a. AE(=2;1;-1).

AE-BC=—4-1+5=0

AE-BD=—-2+2+0=0

(AE) est orthogonale a (BC) et (BD) deux droites
sécantes du plan (BCD) donc (AE) est orthogonale au
plan (BCD).

3. BE(0;—1;— 1) et 5BE(0;-5;-5).

On remarque que BC — 2@(0 ;=5;-5),dou

— 11— 22—
BE = EBC _EBD et donc E € (BCD). Par suite B, C, D et E

sont coplanaires.

4. (AE) L (BCD) et E € (BCD) donc le projeté orthogonal
de A sur (BCD) est E.

40 | Voir le corrigé en fin de manuel.

(41 1. HB-ED = (HA + AB)-ED

=HA-ED + AB-ED = 0 + 0 = 0 car HDAE
est un carré donc ses diagonales sont perpendiculaires
et (AB) L (ADE) donc (AB) est orthogonale a (ED).
De méme,ﬁé-ﬁa = (HF+ﬁ3)-E@

=HF-EG+FB-EG=0+0=0.
(HB) est orthogonale a (ED) et (EG) deux droites
sécantes du plan (EDG) donc (HB) est orthogonale a ce
plan.
2. DH est la hauteur relative a la base EHG du tétraedre
DEGH donc le volume V de ce tétraédre est :
V=l>< EH X HG ><DH=a—3.
3 2 6

3. DEG est un triangle équilatéral de coté a2 car ses
cOtés sont des diagonales de faces carrées de coté a du
cube.
Aire(DEG)

1 1 2
=f><ED><DG><sin(E)=7><2a2><£=a \/5,
2 3 2 2

2
4. Comme (HB) L (DEG), HK est la hauteur relative a la
base DEG du tétraédre DEGH et

2
"foK.

V= % X aire(DEG) x HK =

a3 _a«/?
a’3 37

3
Orv=% d'oti a2/3 x HK = a3 et HK =

(42 1. FD-EB = (FA + AD)-EB
=FA-EB+AD-EB=0+ 0 = 0 car FEAB

est un carré donc ses diagonales sont perpendiculaires

et (AD) L (ABE) donc (AD) est orthogonale a (EB).

2. De méme, FD -EG = (FH + HD)-EG

=FH-EG+HD-EG=0+0=0.

(FD) est orthogonale a (EB) et (EG) deux droites

sécantes du plan (EBG) donc (FD) est orthogonale a ce

plan.

3. EF = g et ED = a+/2 donc EF = ED et par conséquent

(EBG) n'est pas le plan médiateur de [FD].

Remarque

Comme (FD) est orthogonale a (EBG), on peut conclure
que le plan (EBG) ne coupe pas le segment [FD] en son
milieu.

1. Sin est orthogonal a tout vecteur de % alors ri
est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de %.

Réciproquement, supposons que n est orthogonal a
deux vecteurs non colinéaires U et v de %.

Soitw un vecteur de % alors w est coplanaire avec i et
v et donc d'aprés le 1" prérequis, il existe des réels x et
ytels quew = xi + yv.
Onaalorsi-w = i+ (xd + yv)
=n-(xt)+n-(yv) = x@-d)+ y(@-v)
=xx0+yx0=0
d’oui i1 est orthogonal a tout vecteur w de P.

2. Soit d et d’ deux droites sécantes d'un plan ?, A une
droite orthogonale a d et a d” et 4, v, n des vecteurs
directeurs respectifs de d, d” et A.

Soit d” une droite quelconque de % de vecteur
directeur w.

D’apres le 3¢ prérequis, n est orthogonal a u etv doncn
est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de %
(puisque d et d’ sont deux droites sécantes de P) d'ou
g’aprés 1., ni est orthogonal a tout vecteur de % donc a
w.

Et donc, d'apres le 3¢ prérequis, A est orthogonale a d”.

1. MA2 = MB2 & (MA)2 — (MB)? = 0

& (MA - MB)-(MA + MB) = 0

& (MA +BM)-(Mi+1A + MI+B) = 0

< BA-(2Mi+0)=0 < 2AB-IM=0

& IM-AB = 0.

2. MA = MB < MA2 = MB2 & IM- AB = 0.

Donc I'ensemble des points équidistants de A et B est le
plan passant par | milieu de [AB] et de vecteur normal

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace
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AB, cest-a-dire le plan passant par le milieu de [AB] et
orthogonal a (AB), soit le plan médiateur de [AB].

45 1. MA-MB = (Mi+IA)- (Mi +B)

= (MI+1A)-(Mi - 1A)

= MI* Z A7 = M2 — A2,
2. MA-MB =0 MR —1A2 =0 & M2 = 1A2 & Mi = IA.
D'ou I'ensemble des points M tels que MA-MB = O est |a

sphére de centre | et de rayon IA, c’est-a-dire la sphere
de diametre [AB].

(46 [ a. AB-AM = AC-AM <> AB- AN — AC-AM = 0

& (AB-AC)-AM =0 < CB-AM = 0.
Lensemble cherché est le plan passant par A et
orthogonal a la droite (BC).

b. AB-BM = BC-BM < AB-BM—BC-BM =0
& (AB—BC)-BM = 0 < (Al +1B + Ci+1B)-BM = 0
& 2IB-BM=0 < IB-BM =0
avec | milieu de [AC]. Lensemble cherché est le plan
passant par B et orthogonal a la droite (IB).

(47]a. 7(2;6;2) b. #'(-1;0;1) < /7(1;2;3).
Voir le corrigé en fin de manuel.
(a)(GFC) : (4)x=0

(©) (HKL): (2)z=2

(50/1. a. (DGF):z=4. b.y=1.

2. a. x=1:plan (DAB). b. z=0:plan (OAQ).

c. z=1:plan parallele a (ABC) passant par le milieu de
[OH].

(b) (DGH): (1)y=0
(d) (BCF): (3) y=2.

1
d. y= 5: plan paralléle a (AOG) passant par le milieu
de [OJ].

(51/1.A(3;0;0),B(0;2;0),C(0;0;6).

'

@1. a.2x2-4=0doncA(2;0;0)€ee.
2%x2-4=0doncB(2;0;1)ee
2X5+3%x(-2—4=0doncC(5;-2;0)€e.

b. TB(O ;0;70) et TC(B ;—2;0) ne sont pas colinéaires
donc A, B, C ne sont pas alignés.

c. Et donc e n'est pas une droite puisqu'il contient trois
points A, B, C non alignés.

2. a. €:2x+3y-4=0s0it2x+3y+0z-4=0dela
forme ax +by +cz+d=0aveca=2,b=3,c=0 et
d=-4.

b. gestun plan.

3. a. n(2;3;0) est un vecteur normal a &.

fi-k = 0 donc gest paralléle a I'axe (Oz).

(ou bien on remarque que AB = k donc (AB) // (Oz) et
comme (AB) c g ona(0z)// ¢).

b. (xOy) a pour équationz=0; z, = 0 donc A € (xOy),
z¢ = 0 donc Ce (xQy).

A et C sont deux points communs a (xOy) et g, plans
non confondus (puisque B ¢ (xOy)), donc (xOy) et £ sont
sécants suivant la droite (AC).

c. (AC)estdéfinie par le systéme formé par les équations
2x+3y—-4=0

z=0 '

Et donc une équation de (AC) dans le repere (O ;7, 7)
du plan (xOy) est 2x + 3y -4 =0.

de get de (xOy) c'est-a-dire : {

d. A et B sont des points communs aux plans non
confondus (xOz) et € donc ces deux plans sont sécants
suivant (AB).

(AC) et (Oy) sont coplanaires : elles sont dans le plan
(xOy). Comme elles ne sont pas paralléles, elles sont
sécantes en un point F. Comme (Oz) est paralléle a ¢ la
parallele a (Oz) passant par F est contenue dans ¢. C'est
aussi une droite de (yOz), donc les deux plans non
confondus (yOz) et € sont sécants suivant cette droite.

@ Voir le corrigé en fin de manuel.

@ a. A(4;0;0),B(0;12;0),C(0;0;6) sont les points
d'intersection du plan d'équation 3x +y +2z-12=0
avec les axes.



ol =

A

b. ri(1;0; 1) estun vecteur normal au plan 9 déquation
X+z-4=0;n-j =0donc2 est parallele a I'axe (Oy).
9 coupe (Ox)en A(4;0;0) et (Oz)enC(0;0;4).

/

c. n(2; - 1; 0) est un vecteur g
normal au plan & déquation {*
2x-y=0;nA-k =0 donc % est

paralléle a I'axe (Oz). Or O e R

donc (0z) ¢ R et de plus ®
passe par E(1;2;0). '

L
4

Fi

b
E

@Soit A(Xpi¥aizZa) et B(xgiygizg) deux points
quelconques de P alors ax, +by, +czy+d =0 et
axg +byg +czg +d = 0dou

a(x, — Xg)+b(yp — yg) + C(Z4 — 23) = 0 soit 7i-AB=0
etdoncri(a;b;c) est orthogonal a tout vecteur AB de %.

Le plan % parallele au plan déquation
3x -y + 5z = 0 a une équation de la forme

3x-y+5z+d=0(méme vecteur normal).
A2;3;-1ePdonc6-3-5+d=0soitd=2.
9% a pour équation:3x-y+5z+2=0.

@ Le plan médiateur % de [AB] est le plan passant
par I(1;%;1) milieu de [AB] et de vecteur normal

AB(=2;5;0).

1
<:>_2X+5y_?:0<:>4X—10y+'|'|: 0.

@1. ﬁ(—1;1;1) et TC(2;3;—5) ne sont pas coli-

néaires donc A, B, C définissent un plan.

2. ii(a;b;c) normal a (ABC) < ii-AB=0 et ii-AC =0

a=—c

{—a+b+c=0 o > donc 7i(8; 3 ; 5) est
2a+3b-5¢c=0 b3

normal a (ABC). 5

3. M(x;y;z) €(ABC)

& AM-7i =0 & 8x+3(y-2) +5(z-3)=0

& 8x+3y+5z-21=0.

59 1. ﬁ(—2;3;5) et AC(—1;5;1) ne sont pas coli-
néaires donc A, B, C définissent un plan.
2. Ai(a;b;c) normal & (ABC) < ii-AB=0 et A-AC =0
22
a==—c
—2a+3b+5c=0 7
=3 =3
—a+5b+c=0
est normal a (ABC). 7
3. M(x;y;2) e (ABC) < AM-A =0
& 22(x-2)+3y+7(z+1)=022x+3y+7z-37=0.

doncn(22;3;7)

Justification : voir exercice résolu 7 page 345.
VARIABLES : X ;¥ 4:Z4i Xg: Y giZgi X1 Y i Zc nombres.
ENTREES : saisir (X 45 4:24), (X5 i Y5 1 Z5) (XciYcizo)-
TRAITEMENT ET SORTIES :

Xy Xg = Xpi Y1 < Yp—YaiZ1 € Zp— 24

Xy &= Xe = XpiYa < Ye—YaiZy < 2c — 24

A< Y12y = Vo2 b 21X — ZoXq 5 Cm Xy, — XoY,
Sia=0etb=0etc=0alors

afficher « les points A, B, C sont alignés ” sinon
afficher « Les points A, B, C ne sont pas alignés et
définissent un plan; un vecteur normal a (ABC) a
pour coordonnées (a; b;c)aveca=»a “b=",b,
«C=»,C.

d—ax, —by, —cz,

afficher « une équation de (ABC) est ax + by +cz
+d=0avecd=»d.

FinSi

ﬁ(a;b;c) est un vecteur normal a % donc A # 0
soit(a;b;c)#(0;0;0).
Me® < AM-A =0
e alx—xg)+bly—yg)+clz—2z5)=0
Sax+by+cz+d=0

enposantd = —ax, — by, — czp.

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace
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D'ou & admet une équation de la forme
ax+by+cz+d=0avec(a;b;c)#(0;0;0).

62 Mec e OA-AM = -2
S-x+NV+4(y—-H+7z-7)=-2
& —X+4y+7z-64=0.
Donc g est le plan déquation - x +4y + 7z-64 = 0.
ﬁ(—1;4;7) est normal a &€ donc € et (OA) sont
orthogonaux et donc sécants en un point K.

x=-t
OA):qy=4t,teR.
z=7t
Kestle point de (OA) de parametre t tel quet + 16t + 49t
. 64 32 32 128 224
—64 =0 soittelquet = — = — etdoncK|——;—;—|.
66 33 33 33 33

(63/1. a. A(6;0;0),B(0;-12;0)etC(0;0;4) sontles
points d'intersection de % avec les axes du repére.

b. 2x-y+3z-12=0 - L +Z _1=0.
6 12 4

2. (ABO):px+qy+rz+s=0
A(a;O;O)e@doncpa+s=Osoitpz—i;
a

B(O;b;O)e@’doncqb+s:Osoitq:—%;

C(O;O;c)e@’doncrc+s:Osoitr:—i.
c
Pours =—1,(ABC): =+ + £ =1
a b c
64/ 1. OA2=4;0B2=1+3=4etAB2=1+3=4donc
OAB est équilatéral.
2. (1:0:0) est le milieu de [OA].
M(x;y;2)eP <IM-OA=02(x-1)=0x=1.

J(;;\/j;oj est le milieu de [OB].

M(x;y;z)eQ@m'FB = 0(:)(X—1J+x/§[y—\/§j= 0
ex+8y-2=0. 2 2

3. Comme OABC est un tétraedre régulier, C est
équidistant de O, A et B donc C appartient aux plans
médiateurs de [OA] et [OB] c'est-a-dire a P et 2 donc

1
Xc =1et1++/3yc —2=0donc YC:ﬁ'

4. OC = OA donc OC? = OA? donc 1+ % +2z% =4 donc

8 2
z =§donczC =iZ\/;.

Il existe donc deux points C tels que OABC soit régulier :

1 2 1 2
C 1;—;2\/: etC |1, —=;—-2,|— |
1[ V3 3] 2[ V3 3]

5(2;3;1)est un vecteur normal a %,
AB(—2;2;-4);/i-AB=—4+6-4=—2%0doncn

et AB ne sont pas orthogonaux et par suite, (AB) et  ne
sont pas paralléles : ils sont donc sécants en un point K.

X=—t+2
(AB):1y =t ,telR.
z=—-2t+2

K est le point de (AB) de parametre t tel que 2(- t + 2)
+ 3t-2t+2 -5 =0 cest-a-dire tel que t=1 et donc
K(1;1;0).

2. Voir le site Math’x.

a. n(2;1;-1)estun vecteur normal a %,

171(1;— 3;—1) estun vecteur directeurde d, ;

ﬁwT] =2-3+1=0donc i et L71 sont orthogonaux et
par suite, (AB) et % sont paralléles.

E(1;-2;1) ed;et2x1-2-1+1=0doncEe®, dou
d,cP.

b. ri(2; 1;-1) est un vecteur normal a P, A—B(—1;3;1);
7i-AB=-2+3—1=0 donc 7 et AB sont orthogonaux
et par suite, (AB) et % sont paralleles.
B(0;1;4)ed,et2x0+1-4+1=-2#0doncBe®,
d'ou d, est strictement parallele & %.

1. a. n(5; - 2 ; 0) est un vecteur normal a ?.

n-d=5-2%0donch etu ne sont pas orthogonaux et

par suite, la droite d et le plan % ne sont pas paralléles :
ils sont donc sécants en un point K.

xX=t+1
d:qy=t-3,telR.
z=t+5

K(t+1 ;t—3;t+5)e@7’<:>5(t+1)—2(t—3)=7<:>t=—i
douk(-1:-2:11) ’
3 3 3

b. n-G=10-10+0= 0doncn et u sont orthogonaux
d'ou d et P sont paralléles.
A(2;1;-3)edet5x2-2=%7doncAe?, doud est
strictement parallele a %.

c. n-u=0doncn etu sont orthogonaux d'ou d et P
sont paralléles.
A(B;4;2)edet5x3-2x4=7doncAeP, doudcP.

2. Voir le site.

1. m(2;1;2) vecteur normal a @, et n,(1;—2;6)
vecteur normal a %, ne sont pas colinéaires donc %, et
%, ne sont pas paralléles. Ils sont donc sécants suivant
une droite d.

2. M(x;y;2)ede

{2x+y+22+1=0 {5y=102—1
= =
X—2y+6z=0 X=2y—-6z = 2



d’'ou une représentation paramétrique de d:

3. Voir le site Math'x.
Voir le corrigé en fin de manuel.

1. A(1;1;0) vecteur normal a P et n’(0;1;1) vec-
teur normal a %’ ne sont pas colinéaires donc % et %’ ne
sont pas paralléles. Ils sont donc sécants suivant une
droite.

Soit M(1 —t; t; 2 - t) un point quelconque de D; M € %
carl-t+t-1=0etMe P cart+2-t-2=0donc P
et P’ sont sécants suivant la droite D dont une

x=1-t
représentation paramétrique est<y =t teR.
z=2-t

2. a. u(=1;1;-1) vecteur directeur de D est un vecteur
normal a & et comme % passe par O, R a pour équation
-x+y-z=0.

b. Le point de D de paramétre 1 a pour coordonnées
(0;1;1)doncl(0;1;1)e D.
Deplus,0+1-1=0doncle%.

Etdoncl(1; 1;0) est le point d'intersection de D et .

3. a.%+0—%:0et—1+1+0=0doncAetBsont

des points de 9.

b. | est le milieu de [AA’] et de [BB’] donc ABA’B’ est un
parallélogramme.

m‘(_l;_1;_l)et@(1;0;—1)
2 2

IA-IB= —% +0+ % =0 donc les diagonales du paral-
lélogramme ABA’B’ sont perpendiculaires et donc
ABA’B’ est un losange.
2=1-t
c. Le systtme y—1=t équivaut a t= - 1, donc
3=2-t
S(2;-1;3) appartienta D.
d. A, B, A’, B” et | sont des points du plan %, | et S sont
des points de D et D est orthogonale a % donc (IS) est la
hauteur issue de S de la pyramide SABA’B’. Donc le

volume de la pyramide est:V =% X aire(ABA’B") x Sl.

ABA’B’ est un losange de centre | donc
1
aire(ABA’B") = 4 x aire(ABI) = 4 x 5 x Al X IB.

wei] v (3] -5

B=+y12+02+(- 1?2 =2 et

SI=y(= 2)2 +22 + (- 2)? =12.
1 1 1
D’oUV=§x4x5x§xﬁx\/1—=§x12=4.

(71[ AB(-2;1;1) et AC(=1;0;3).
{W.TBZO {—2x+y+z—1:0 {x:3z—7
= f=—y

BM-AC=0 |-X+3z-7=0 y=5z-13"
Lensemble cherché est donc la droite de représentation
x=3t-7

paramétrique<y =5t —-13,t e R

z=t
Elle passe par E(- 7 ;- 13; 0) et a pour vecteur directeur
ue3;5;0.
Remarque
L'ensemble cherché est l'intersection du plan passant
par A et perpendiculaire a (AB) et du plan passant par B
et perpendiculaire a (AC).

|

@ Dans un repére orthonormé de l'espace, soit les
points A(1;1;0),B(1;2;1)etC(3;-1;2).

1. Montrer que A, B, C définissent un plan % qui a pour
équation:2x+y-z-3=0.

2, Soit le plan ? d'équation :x+2y-z-4=0etle plan
9 d'‘équation 2x + 3y — 2z - 5 = 0. Montrer que ? et 2
sont sécants et déterminer une représentation para-
métrique de leur droite d'intersection D.

3. Montrer que la droite D et le plan % sont sécants et
déterminerles coordonnées de leur pointd‘intersection.
4. Que peut-on en déduire pour les plans %, 9. et & ?

APPROFONDISSEMENT

93 1. a. AH-BC = (AO + OH)-BC = AO-BC + OH-BC
or (OA) est orthogonal a (OBC) et (BC) est incluse dans
(OBC) donc AO-BC =0 et H est l'orthocentre de OBC

donc (OH) et (BC) sont perpendlculalres donc
OH-BC = 0. On en déduit AH-BC = 0.

AK -BC = (AH + HK)-BC = AH-BC + HK - BC
orAH-BC =0 d‘aprés la question précédente et comme
K est le projeté orthogonal de H sur (ABC), (HK) est

perpendlculalre a (ABC) donc (HK) est orthogonale a
(BC) donc HK -BC = 0. Donc AK -BC = 0.

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace
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b. BH-AC = BH-(AO + OC) = BH- OA +BH- OC
=0+0=0.
BK-AC = (BH + HK)-AC = BH-AC + HK - AC
=0+0=0.

2. On en déduit que K est I'orthocentre de ABC.

m est le projeté orthogonal de M sur % et M ¢ %P
donc la droite (Mm) existe et est orthogonale a %, donc
(Mm) est orthogonale a toutes les droites de %, en par-
ticuliera d.

Dans le plan %, H est le projeté orthogonal de m sur d,
donc H ed et mH et U vecteur directeur de d sont
orthogonaux.

MH-G = (Mm +mH)-i = Mm-G+mH-i= 0 + 0 = 0
d'ot MH et i sont orthogonaux. Comme de plus, H d,
H est bien le projeté orthogonal de M sur d.

1. a. Dans le repere orthonormé (A ; AB, AD, ﬁ),
AB(1;0;0), AM(x ;y ;z) donc AB-AM = x.
Or AB-AM = AB x AM x cos(M/A\B)z AM X cosa car

AB =1, d'ou x = AMcos & soit coso = L.
De méme, AD-AM = y et AD-AM = AM X 1 x cos(MAD),
s YT y
d'oli cos B = cos(MAD) = —.
dovcosp T
AE-AM = z et AE - AM = AM x 1 x cos(MAE), d'ou
— z

cosy = cos(MAE) = —.

Y (MAE) AM

b. cos?c+ cos?f3 + cos?y =
x2 y2 22 xX2+y?+z2  AM?
+ + =
AMZ2  AMZ  AM2 AMZ AM2
2. | est le milieu de [EG] avec E(0;0; 1) et G(1;1; 1)

=1

donc I(l;lﬂ).
2 2

1 1
—_ X
cos(iMBy=L=—2 -2 ___
A= =T 3 \f J—
—+—+1
L 4 4 2
IAB = 65,9°.
De méme, cos(IAD) === \/1_ etlAD ~ 65,9°.

cos(IAE)—— \/7 \/7etIAE 35,3°.

3. LAB = LAD = LAE donc

cos(LAB):cos(LAD):cos(l_/A\E). Comme AL= 1, les
coordonnées (x; y; z) de L vérifient %:% % soit

l'aide de la relation du 1.b.

2 2 2 1
XY L E _qdou3xi=1 50|tx2—§doux +\/;

X=y=z et a

IR R O

Comme L estal'intérieur du cube,ona0<x< 1etdonc

EE

1
B -
cosLAB = 5 \3 d'oULAB = 54,7° et

LAD = LAE = LAB =~ 54,7°.

4. De méme, les points M(xy, ; ¥ 2y) @ l'intérieur du
cube tels que MAB = MAD = MAE sont tels que
XM =Ym=2u avec 0 < xy <1 Clest-a-dire tels que
AM = xMAG avec 0<xy <1 On en déduit que

I'ensemble cherché est le segment ouvert JAGI.

1. a. Hestle projeté orthogonal de M, sur le plan

P de vecteur normal ri(a; b; ¢) donc MgH et n sont coli-

néaires d'ou
‘ﬁ-M—w‘:MO HxVa?+b2+c2.

b. n-MyH = a(xy — xo)+ by, — ¥o) + (24 — 2,)

= axy + byy + czy —ax, — by, — cz,.

OrHe % doncaxy + by, +cz,+d=0dou

Hx [In]| = M,

axy +byy+czy=—det

fi-MoH = —ax, — by, — cz, — d.

¢. Onadonc:

MoHVa? + b2 + ¢ = |- ax, — by, — cz, — d| d'o

|- axo — by, —czo—d|
Ja2 46242

2. a. d(F,P)
~7-2x0-4-1
_l7maxoaci 2 g

‘ax0 +byy+czy+ d‘

Ja? + b2 + 2

MH =

=‘XF+2yF—zF—1‘ 12
J2+22 4 (=2 J6 J6

b. 26 < 6 la distance de F au plan % est inférieure au

rayon de la sphére ¥ donc P et & sont sécants.

Soitrle rayon et | le centre du cercle € intersection de &
et %. Pour tout point M de 6, le triangle FIM est
rectangle en | donc FM2 = FI2 + IM2 soit 62 = (24/6)2 + r2
dour? =36 -24=12etr =12 = 2./3.

3. a. n(- 2; 1;5) est un vecteur normal au plan 2 et
n’(1;2;0) est un vecteur normal au plan .
n-n’=-2+2=0doncn etn’ sont orthogonaux et par
suite les plans 9 et % sont perpendiculaires.

b. Uneéquationde 2 estdelaforme-2x+y+5z+d=0.
B(1;-2;1)€9donc-2-2+5+d=0soitd=-1et2
a donc pour équation:—2x+y+5z-1=0.

Soit A la droite passant par E(- 1;4 ;- 1) et de vecteur
directeurd(2;-1;1).
—2(-1)+4+5-1)-1=6-6=0doncE Q.
Deplust-n=2X(-2)—-1x1+1x5=0doncAc?
-1+24-7=0doncEe®.
Deplus,t-n"=2x1-1x2+0=0doncAcR.

9 et R étant perpendiculaires, ils sont sécants suivant
une droite et comme A est une droite commune a ces
deux plans, 9 et %k sont sécants suivant la droite A.



—2X,+ Y +52,—1
J=2)2 + 12 452
_10-2-5-1_ 18 330

c. dA,92)= |

J30 30 s
‘XA+2yA—7\_\5—4—7\_i_ﬁ
VR +22 402 J5 V55

d(A, R) =

d. Soit K le projeté orthogonal de A sur 9 et L le projeté
orthogonal de A sur %R.

AK:d(A,Q):@etAL:d(A,@R): 6\/§doncA¢K

etA=L. >

(AK) est orthogonale au plan 9 donc (AK) est
orthogonale a A droite de 9 ; (AL) est orthogonale au
plan % donc (AL) est orthogonale a A droite de . A est
donc orthogonale a (AK) et (AL) deux droites sécantes
du plan (AKL) donc A est orthogonale a ce plan. Soit H
le projeté orthogonal de A sur A, alors H est le point
d'intersection de A et de (AKL) plan orthogonal a A
passant par A. Les points A, K, H et L sont coplanaires.
(AK) est orthogonale a 92 qui contient (KH) donc
(AK) L (KH);

(AL) est orthogonale a % qui contient (LH) donc
(AL) L(LH);

AK est normal a 9, AL est normal a % et 2 1 % donc
AK L AL donc le quadrilatére AKHL a trois angles droits
donc c'est un rectangle.

D’aprées le théoreme de Pythagore dans le triangle AKH
rectangle en K, on a AH? = AK? + KHZ = AK2 + AL?2

2 2
douri =[] L [645) 270 180 _aso_
5 5 25 25 25

etdonc AH=d(A A)= J18 =342.

e. Autre méthode : A est la droite passant par
E(- 1;4;- 1) et de vecteur directeur ti(2; - 1; 1) donc
une représentation paramétrique de A est :

x=—-1+2t

y=4-t teR.

z=-1+t
Le projeté orthogonal H de A sur A est le point de A tel
que AH- 0 = 0 Clest-a-dire le point de paramétre t de A
telque2(-1+2t-5)-(4-t+2)+(-1+t+1) =0 soit
telquet=3.D'oUH(5;1;2)et

d(A, A)=AH=+02+32 +32 =18 =3.2.

97 [ 1. Danslerepére(A;i, j, k), A(0;0;0),C(a;a;0)
2 2
et I(E;O;ajdonc IC2= (ﬁ) +a%2+(-a)? = 9iet
2 2 4
a\’ 5a2
IA? = (— E) +02+(—a) = T' dou IC? - IA? = a? et

doncle®.

2. Pour M(x;y;2) dans(A;f, j,E),

MC2-MA2=(a-x)2+ (@-y? + (-2 -x2 - y? - 22
=2a%-2a(x+y).

M(x;y;z) eP < MC2 — MA2 = g2

& 202 -2a(x +y) = a? <:)x+y=%.

% est donc un plan de vecteur normal n(1; 1; 0) ortho-

gonal a k donc @ est paralléle a I'axe (AE).

E+o=ﬁolonc|<(3;o;o)e@eto+3=E
2 2 2 2 2

donc L(O;%; O) € P.

P est le plan paralléle a (AE) passant par K milieu de
[AB] et L milieu de [AD] (et par I).

3. Soit J le milieu de [EH], J(O;%;a), 0+ % - g donc

JeP.
La section du cube par le plan % est le quadrilatére IJLK.
Ki = AE = KL donc IJKL est un parallélogramme.

Ki(0;0; a) etﬁ(—%;g;o)doncﬁﬁ:o.

IJKL est un parallélogramme qui a un angle droit, donc
IJKL est un rectangle (qui n'est pas un carré car Kl = a et

KL:ﬂ).
2

@ On se place dans le repere (A ; AB, AD, A—E) eton
cherche une équation de chacun des six plans diago-
naux sous la forme ax+ by + cz+d =0.

Plan (ABH) :

A(0;0;0)e (ABH)doncd=0;

B(1;0;0)€ (ABH)donca+d=0soita=-d;
H(;1;1)e (ABH)doncb+c+d=0.

On obtientd=0,a=0,b=-c.

En prenant c = 1, on obtient une équation de (ABH) :
y-z=0soity=2z

Par une méthode analogue, on obtient :
(DEF):y+z-1=0; (FDA):x-z=0;
(EBO):x+z-1=0;

(BDF):x+y-1=0; (EAC):x-y=0.

Partie A

Soit O le point d'intersection des hauteurs issues de A et
B du tétraedre ABCD.

O est un point de (AH) donc (OH) est orthogonale a
(BCD) qui contient (CD) donc (OH) L (CD).

(BH) est orthogonale a (ACD) qui contient (CD) donc
(BH) L (CD). La droite (CD) est donc orthogonale a (OH)
et (BH) qui sont deux droites sécantes de (OBH) donc
(CD) est orthogonale au plan (OBH) qui contient (BH)
donc (BH) L (CD). Comme H est un point du plan (BCD)

Chapitre 11. Produit scalaire dans l'espace 17
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on en déduit que (BH) est la hauteur issue de B du
triangle BCD.

Partie B

1. a. Les coordonnées de B, C et D vérifient I'¢quation
proposée donc - 2x-3y +4z-13 =0est une équation de
(BCD) (on remarque que le texte suggére que B, C et D ne
sont pas alignés).

b. H est le point d'intersection de la droite d
perpendiculaire a (BCD) passant par A et du plan (BCD).
Le vecteur i(— 2;—3;4) normal a (BCD) est un vecteur

x=3-2t
directeurdeddoncd:qy=2-3t ,teR.
z=—1+4t

H(3-2t;2-3t;-1+4t)e (BCD) &
—2(3-20-3(2-30)+4(-1+4D)-13=0t=1
doncH(1;-1;3).

¢. BH(7;-2;2)etCD(-5;-2;— 4)doncBH-CD = —39.
d. (BH) n'est pas orthogonale a (CD) donc (BH) nest
pas la hauteur issue de B du triangle BCD, donc par
contraposée de la propriété démontrée dans la partie A,
ABCD n'est pas orthocentrique.

2. Le repére est orthonormé donc

(10) L (OJK) donc (10) est la hauteur issue de |,

(JO) L (OIK) donc (JO) est la hauteur issue de J,

(KO) L (OlJ) donc (KO) est la hauteur issue de K, et la
hauteur issue de O passe par le point O donc les quatre
hauteurs sont concourantes en O et donc le tétraédre
OlJK est orthocentrique.

1. Soit O le point d'intersection des quatre hau-
teurs du tétraédre orthocentrique ABCD.

Montrons que (AB) L (CD).

(AO) est orthogonale a (BCD) qui contient (CD) donc
(AO) L (CD).

(BO) est orthogonale a (ACD) qui contient (CD) donc
(BO) L (CD).

(CD) est orthogonale a (AO) et (BO) qui sont deux
droites sécantes de (ABO) donc (CD) est orthogonale a
(ABO) qui contient (AB) donc (CD) L (AB).

De méme, on montre que (AC) 1 (BD)et que (AD) L (BQO).
2. a. AB+CD =AD + DB+ CD = AD + CB.

AD +BC = AC + CD +BC = AC + BD.

b. On en déduit que (AB+ CD)? = (AD + CB)? donc
AB2 + CD2 + 2AB-CD = AD? + CB2 — 2AD-BC et

(AC +BD)? = (AD +BC)? donc

AC2 +BD?2 + 2AC-BD = AD2 +BC2 + 2AD -BC.

3. a. Si ABCD a ses arétes opposees deux a deux
orthogonales, AB-CD = AC-BD = AD-CB = 0.

Et en remplacant dans les égalités précédentes, on
obtient AB2 + CD2 = AD? + CD? = AC2 +BD2.

Réciproquement :

Si AB2 + CD? = AD? + CD? = AC2 +BD?Z, en remplacant
dans les éqgalités précédentes on obtient

AB-CD = AD-CB = AC-DB.

Or AB-CD = AD-CB <> AB-CD — AD-CB = 0

& AB-CD — AD-(CA + AB) =

& AB-(CD - AD)— AD-CA =0

< AB-CA—AD-CA= o@(ﬁ—ﬁ)a: 0

& DB-CA = 0 donc les arétes opposées [DB] et [AC]
sont orthogonales.

De méme, on montre que les arétes [AB] et [CD] d'une
part et [AD] et [BC] d’autre part sont orthogonales.

b. AB%2 + CD2 = AD? +BC?2 = AC2 +BD? =4+9=13
donc d'aprés 3.a. ABCD est orthocentrique.

c. AB2+(D2=4+9=13 et AC2+BD2=4+4=38
donc d'aprés 3.a. ABCD n'est pas orthocentrique.

1. Le vecteur nj(1 ;1;- 1) normal a %, et le vec-
teurnj(z ;1; ) normal a %, ne sont pas colinéaires donc
les plans @, et %, sont sécants.

x+y—-z=0

Mx;y;2)eP NP, &
(Gyim P {2x+y+z—3=0

X==-y+z X=-2z+3
= =
-y+3z=3 y=3z-3

X=—2t+3
doncA:<y=3t-3 ,teR.
z=t

2.0(=2;3;7) est un vecteur directeur de A et
ny(1;2; -
Orii-ny =—2+6—4=0doncAest parallele a %,
DeplusA3;-3;0)eAet3+2x(-3)-4x0+3=0
donc A € ?; donc A est incluse dans %;. On en déduit
que l'intersection de %, P, et P; est A.

4) est un vecteur normal a ;.

Remarque

On peut aussi montrer que tout point de A vérifie
I'équation de 5.

X1 =Xy + X3 =1 X1 =Xy — X3 +1

2X;+ X, —3X; =3 & 13x, —5x5 = 1

1—4x,+6x3=0 —3X; +5x3=—1
Xy = 2yt
2737373
& .
X —Ex +i
173703
Lensemble des solutions est donc 'ensemble des triplets
2 4 5 1
X3 +— + —; X5 | oU x5 est un réel quelconque.
[3 373i3% 7 3) 3 q a

On peut en déduire que l'intersection des trois plans
déquations x; — x, + x3 =1, 2x; + x, —3x3 =3 et



X;—4x,+6x3=0 est la droite de représentation

4
X1:2t+§

i 1
paramétrique | x, = 5t + 3 teR.
X3 =3t

Texte modifié: La droite D a pour représentation
x=3
paramétrique:qy =2 —t, teR.
z=t
1. m(x—3;y+1;z) donc
(x=3?+(y+1*—22 =9 = QM2 =9 et F est la sphere
de centre Q et de rayon 3.
2. LepointM(3;2-t;t) de D appartienta ¥ < (3 — 3)°
+Q2-t+)+t2=9o2t2-6t=0ct=00ut=3.
Pour t = 3, on obtient A(3; - 1; 3) et pour t =0, on
obtient B(3;2;0).
3. a. lestle milieu de [AB] et de [2P] donc AQBP est un
parallélogramme. De plus A et B appartiennent a la
sphére & de centre Q donc QA = QB donc AQBP est un
losange.
QA(0; 0;3) et QB(0;3;0) donc QA-QB=0 donc
AQBP est un carré.
b. AQBP est un carré donc d'une part P € (AQB) et
d’autre part (PA) L (QA) et (PB) L (©2B) donc (PA) et (PB)
sont tangentes respectivement en A et B au cercle de
centre Q et de rayon QA = QB =3.
c. Il sagit donc de montrer que les points M situés sur
le demi-cercle de diametre [AB] contenant P distincts
de A et B vérifient QM > 3.

A

Premiére méthode : Un point M est situé sur le demi-
cercle de diametre [AB] contenant P distinct de A et

Bo-Lcu <E@—E<g<5@£< cos(MQP) < 1
2 2 4 2 4 2

I = o
avec o mesure principale de (IP,IM) donc 3 mesure

principale de (@,m) en orientant le plan (AQB).
Or dans le triangle isocele 1QM, QM = 2QI cos(N/lQ\zl)
donc QM = 2Q cos(@). OrQl= %QP = % x 32

donc QM = 3\/§cos(l\TQ\P) et comme
g < cos(@), QM > 342 x ? soit QM > 3.

Deuxiéme méthode : A(3;-1;3),B(3;2;0)etQ(3;-1;0)
donc x =3 est une équation du plan (AQB).

| est le milieu de [AB] donc I(3;%;§).

Dans le plan (AQB), M est situé sur le demi-cercle de
diametre [AB] contenant P distinct de A et B si et seule-
mentsi:

e M(3;y;2z) (cest-a-dire M € (AQ2B)),

e AM-BM=0 (c'est-a-dire M appartient au cercle de
diametre [AB])

¢ IQIM<0 (car@~Wl =1Q x IMcos QIM

etcosQIM <0 pour QIM angle obtus).

Wl(o;y—1;z—§)et@(0;—i;—§).
2 2 2 2
IQ-IM <0 (:)—é(y—l)—i(z—§)<o<:)y+z>2.
2 2) 2 2

AM-BM =0 02+ (y+ Dy -2+ (z—-3)z=0

& yr+z2-y-3z-2=0.
Or OM2= 02+ (y+12+22=y2+22+2y+1. On en
déduit que si M appartient au demi-cercle de diameétre
[AB] contenant P et est distinct de A et B, alors
y2+z2=y+3z+2ety+z>2,
donc QM?2=3y +3z+3=3(y+z+1)avecy+z+1>3,
d’oli QM2 > 32 c'est-a-dire QM > 3.

104| 1. Le plan médiateur de [AB] a pour vecteur nor-
mal AB(0 ; 1; 1) donc admet une équation de la forme

y+2z+d=0.De plus, il passe par I(1;%;%) milieu de [AB]

donc %+%+d =0 donc d =-1 donc il a pour équa-

tion:y+z—-1=0.
De méme, le plan médiateur de [AC] a pour équation :

1
x—y—z+5:0, le plan médiateur de [BC] a pour

équation: x — % = 0 le plan médiateur de [AD] a pour

équation:x+z—-2=0.
2. On remarque que ces quatre équations sont des
équations des quatre plans précédents.

1 1

X =— = —

y+z-1=0 2 X 2
2x-1=0 y=-z+1 1
= S y=-=-
2x—-2y—-2z+1=0 y=—-z+1 2

X+z-2=0 z=§ ZZE

2 2

1 13 P .
donc Q 5;_?5 est l'unique point commun aux

quatre plans.

3. Q appartient aux plans médiateurs de [AB], [AC] et
[AD] donc QA = QB, QA = QC et QA = QD et donc
QA=QB=QC=QD.

Chapitre 11. Produit scalaire dans I'espace
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On en déduit que QB = QD et donc Q appartient au
plan médiateur de [BD].

De méme, que QC = QD et donc Q appartient au plan
médiateur de [CD].

4. QA = QB = QC = QD donc Q est le centre de la
sphére circonscrite au tétraedre ABCD dont le rayon est

QA: l+l+2:\/ﬁzﬂ.
Va 474 Va4 2

105 A. 2. Il semble que les coordonnées de H qui
minimise la distance soit (- 3; 3; 5).
3. De méme, il semble que H’(3;0; - 4).

X=—2+t x=5+2t
B.1.d:{y=8+5t ,teRetd:<y=1+t" ,t'eR.
z=4-t z=—-3+t

2. U et vV ne sont pas colinéaires donc d et d’ ne sont

pas paralleles.

d et d’ sont sécantes < il existe deux réels t et t’ tels
—2+t=5+2t t=7+2t

quei8+5t=1+t" cequidonne|43+10t'=1+t’
4—t=-3+t’ -3-2t'=-3+t’
t=7+2t"

o 14 S .
soit{t’ = — 3 ce qui estimpossible.
t'=0

d et d’ ne sont ni paralléles ni sécantes donc elles sont
non coplanaires.

—-2+t=-3

3.a.1845t=3 &t=-1doncH(-3;3;5)edet
4-t=5

5+2t'=3

1+t'=0 st'=-1doncH'(3;0;-4)ed".

-3+t'=—4

b. HH'(6;-3;-9) donc HH-G=6-15+9=0 et
HH -v =12-3-9=0 donc (HH") est orthogonale a d
etd’etcommeHedetH ed’, (HH') est perpendiculaire
adetd’.

¢. HH =/36+9+81=1/126 = 3./14.

106 1. U et v ne sont pas colinéaires donc d et & ne
sont pas paralléles.

X=t+1 x=0
d:qy=2t+2,teRetS:iy=t"+1,teR
z=-1 z=t'+2

d et §sont sécantes < il existe deux réels t et t” tels que
t+1=0 t=-1
2t +2 =t"+1 ce qui donne {t' =-3
—1=t'"+2 —2+2=—-3+1

ce qui

estimpossible.
d et & ne sont ni paralléles ni sécantes donc elles sont
non coplanaires.

2. a. Soitn(x;y;z).
n-i=0etn-v=0&x+2y=0ety+z=0cx=-2yet
z=-ydoncn(2;-1;7estun vecteur orthogonal au etv.

b. M(x;y; z) e? < il existe deux réels t et t” tels que
AM = tu + t’'n < il existe deux réesl t et t’ tels que

x=T1+t+2t t'=z+1
y=2+2t—-t' cequidonne{x =3+t+2z
z=—1+¢t y=1+2t-z
t'=z+1
soit{t=x-2z-3
y=2x-5z-5

Le plan 2 admet donc pour équation cartésienne :
2x-y-5z-5=0.

3. Le point E(0; t"+ 1;t' + 2) de J appartient a P si et
seulementsi2x0-(t"+1)-5(t"+2)-5=0soitt= —g.

DoncE(O;— —gj
3
X =2t
4. a. A: y=-3" ,teR.
2
zZ=——+t
3

b. D’aprés 2.a. ri est un vecteur orthogonal a u et v
donc A est orthogonale a d et &.

x=t+1
¢ F(x;y;2)ednAsilexistetett’telsquesy =2t +2
z=-1
x =2t
5 L
et|y= _E_t ce qui revient a résoudre
2 ’
zZ=——+t
3
t+1=2t =
T3 2
2t+2:—§—t’ soit 3doncF(—f;—f;—O.
3 o5 3
5 =
—1=—Z4r 3
3
2 2 2
5. EFzz(—f—O) +(—i+§j +(—1+£) == donc
3 3 3
EF= |2,
3

@ 1. x; = 2x; ety; = —y; doncles coordonnées de

U etV ne sont pas proportionnelles donc i et v ne sont

pas colinéaires.

.. 2 4 2 .
u-v= 5 §+ 5 = 0 doncu etv sont orthogonaux.

G = % + g + % =1, de méme [7|2 =1donc (A; G,7¥)

est un repére orthonormé de %.



Il semble que % soit une parabole.
t +2t2
b. AM| 2t — t2
-2t —t?
Y =3t2,

donc AM = 3td + 3t2v donc X = 3t et

c. Quand t décrit R, X décrit R et z‘:K donc

2 2
y:a(l) -
3 3

d. Pour tout M de 4, il existe deux réels X et Y tels que

AM = Xii + YV donc M est un point du plan % et comme
2

X
Y= 3 avec X décrivant R, 6 est la parabole d’équation

X2 .
Y= Y dans le repére (A ;u,v) du plan .

PROBLEMES
A. 2. Le plan (1JK) semble couper les arétes [CD],
[FE], [HG].

1 1 11
B. 1. 1(1;=;0);J(1;0;=);K(=;=;
( 2 ) J( 2) (2 3

2. R(—l;OH) etlj(o;—l;l)donc
2 2 2

AIK=—1+0+1 =Oetﬁ~ﬁ=0—5+7=0doncﬁest

1.

orthogonal a IK et1). Comme K et ] sont deux vecteurs
non colinéaires, il est un vecteur normal a (1JK).
M(x;y;2)e(JK)y = IM-n=0

1
S2Xx-1N)+(y-=-)+z=0=4x+2y+2z-5=0.
2

3. a. D_C(l;O;O) est un vecteur directeur de (CD) et

x=t
D(0;1;0)donc(CD):qy=1,teR.
z=0
b. Le pointR(t; 1;0) de (CD) appartient a (1JK)
o4t+2-5=0ot=> H{ G
3 4 i \\[\‘
doncR(=;1;0). E LIS
4 s F
4. b. La parallele a (IR) '
passant par K coupe [EF] |
en S et [HG] en T. La : ! "R
section est donc le /,»’LD """" RN
polygone 1JSTR. il '
A B

109| Partie A

1. Dans le triangle FBI rectangle en B,

13 13
FIZ=FB2 +BI? = 5 de méme dans FEJ, FJ2 = 5 donc
FlJ est isocele en F. La médiane (FK) est donc aussi

hauteur issue de F donc (FK) L (1J).

2. (1)) est orthogonale a (FK) et (GK) qui sont deux
droites sécantes de (FGK) et donc (1J) L (FGK).

3. P est le projeté orthogonal de G sur (FlJ) donc
(GP) L (FIJ) et donc (GP) L (1J).

(1)) L (FGK) donc (1J) L (FG).

On en déduit que (1J) est orthogonale a (GP) et (FG) qui
sont deux droites sécantes de (FGP) et donc (1J) L (FGP).

4. a. Les plans (FGK) et (FPG) sont orthogonaux a une
méme droite (1)) donciils sont paralléles. Comme ils ont
un point commun F, ils sont confondus et donc F, G, K, P
sont coplanaires.

b. Les plans (FIJ) et (FGK) ne sont pas paralleles (ils ont
un point commun F) ni confondus (G n"appartient pas a
(FIJ)) doncils sont sécants suivant une droite.

Or F e (FIJ) m (FGK)

K e (FIJ) N (FGK) car K e (1))

P e (FIJ) n (FGK) car F, G, K, P sont coplanaires et P est le
projeté orthogonal de G sur (FlJ) donc F, K et P sont
alignés sur la droite d'intersection de (FlJ) et (FGK).

Partie B

1. F(1;0;1);G(1;1;1);1(1 ;%;O)etJ(O;gﬂ).

2. a. N €(GP) et (GP) L (FIJ) donc (GN) L (FIJ) et donc
(GN) L (FI) et (GN) L (FJ).

b. al(x—1;y—1;—1);ﬁ(0;§;—1)etﬁ(—h%;O).

- 2 — 21

GN-Fil=2(y—T)+1etGN-Fl= —x + =y + —.
3(y ) 3y 3

c a\]-l?l—0<:>g +l—0<:> S

’ 3773 =73

@-ﬁ:o@—x+3x(—lj+l=o@x=o
3 2) 3

1
Donc N(O;_E;Oj' E J H
) F G -
3. Onplacele point N. : —
P est le point d'inter- IR
section des droites T
(NG) et (FK). . b
el P I
A D
B [ C

110| 1. a. Les arétes de AFCH sont toutes des diago-
nales des faces du cube donc elles ont toutes la méme
longueur: a+/2. Laire de chaque face de ce tétraedre

est 1(0&)[0 2 X \EJ = 2£.

- a
2 2 2
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b. Dans le tétraédre AEFH, la hauteur associée a la base

2 3
AEH est EF donc V' = 1a® Xa= a—.

6

c. De méme le volume de chacun des tétraedres CFGH,
3

ABCF, ADCH est aussi % donc le volume du tétraedre

3 g3
AFCHestV=a3 —4x L =9
6 3

d. Dans le tétraedre AFCH, la hauteur associée a la base

FCH est la distance h de A au plan (FCH) donc
£=1><02£><hdonch=2—a.

3 3 2 3

2. a. AH-FC = (AJ + JH)-FC = AJ-FC + JH-FC

=0+0=0car (A)) (resp. (H))) estla

hauteur issue de A (resp. H) dans le triangle équilatéral
AFC (resp. HFC).

On en déduit que (AH) et (FC) sont orthogonales.

b. JA-JH = (JF + FA)- (JF + FH)
2
[ﬁ) _aﬁx[aﬁ]xtaﬁ
2 2 )72
[a\/—]x1+(a\/—)2x _a
2 2

c. AJ=JH=a 2><——a\/7donc

cosAJH = JA-H = ! soit AJH = 70,53°.
AJxJH 3

@EO ;1 Det 5(2 ; 3; 1) vecteurs normaux respecti-
vement a P et 2 ne sont pas colinéaires donc % et 9
sont sécants suivant une droite D.

X+y+z=0
Mx;y;2eP NI
2x+3y+z-4=0
=—X-z =4+z x=—4-at
e oV T S{y=4+t
-x—-2z-4=0 X=—4-2z

=t

avec tréel, représentation paramétrique de D.

2.a. 1-D)x+y+2+ARx+3y+z—4) =

S 1+ )x+(1+20)y+z-4A=0donci(1+ A;1+24;7)
est un vecteur normal du plan 2.

b. Pour A=0,1-A)(x+y+2)+AQ2x+3y+z—-4) =
& x+y+z=0donc P et P, sont confondus.

c. P et P, sont perpendiculaires si et seulement si
E(1;1;1) et n(1+A;1+2A;7) sont orthogonaux si et
seulementsi3A+3=0so0itA=—1.

3. P et?P_, sont perpendiculaires donc sécants suivant
une droite D"

X+y+z=0
MX;y;2)e PNP_ &
-y+z+4=0
y=z+4 y=4+z X 4-2
= = Sy =4+t
X+2z+4=0 X=—-4-2z

=t

avec t réel, représentation paramétrique de D’ qui est
aussi une représentation paramétrique de D donc
D=D"

4. La distance du point A a la droite D est la distance
minimale entre A et un pointdeD.

M eD < il existe un réel t tel que M(- 4 - 2t; 4 + t; t).
On adonc

AM=[(= 5- 262 + 3+ 1) + (t —1)2 =+/6t2 + 24t + 35.
La fonction f(t) = 6t2 + 24t + 35 admet un minimum en
t=-2 et comme f(t) > 0 pour tout t,

\/m admet aussi un minimum pour t = — 2.

Jf(=2) = J11 donc la distance de A a D est /11.
@A. 1. Voir sur le site.

2. Il semble que la valeur maximale de IMJ soit
2,09 radians et qu’alors M soit le projeté orthogonal de
I sur (EC).

B. 1. a. Si x€[0;m], g € [0;%} Comme la fonction

L o . .
linéaire ot~ 5 est croissante sur R et que la fonction

. . T .
sinus est croissante sur I:O;E} o est maximale quand

L (a .
sin 5 est maximal.

b. Montrons que Ml = MJ: E et C sont équidistants de |
et Jdonc (EC) estincluse dans le plan médiateur de [IJ].
Comme M est un point de (EC), M est équidistant de | et
Jetdonc Ml =MJ.

Dans le triangle MIJ isocéle de sommet M, soit K le
milieu de [IJ]. [MK] est aussi la hauteur issue de M donc

MKI est rectangle en K et [MK] est la bissectrice de iMJ
donc IMK = 9. On en déduit sin(gjz K = M et
2 2 M 2IM
Ly . (O
comme |J est constante, on en déduit que sm(;] est

maximale quand IM est minimale
2. a. C(1;1;0);EQ0;0;1);1(1;= O)J( ; 0).

b. M(x;y;z) € [CE] < il existe un reel tde [0; 1] tel que

x=1-t
CM =tCE & il existeunréel tde [0; 1] tel queqy =1—t
soit M(1—t;1-¢;t).

z=t
2 2
SRR L S P )
2 4 2 4

CI=CJetEI2=1+l+1=2etEJ2=l+1+1=3donc
4 4 4 4

donc

El = EJ donc C et E appartiennent au plan médiateur de
(1.

b. Comme M appartient a [CE], M est aussi dans le plan
médiateur de [IJ] et donc Ml = MJ c’est-a-dire MIJ est
isocéle en M.

2
c IM2:(1—t—1)2+(1—t—%) +t2 = 3t2_t+411



4, a. f'(t) =6t -1 donc f est décroissante sur [O %:‘ et

. 1
croissante sur[gn].
1
b. fadmet donc un minimum pour t = o On en déduit
1
que IM2 et donc IM est minimum pour t = o cest-a-dire
551 .

quand M est en M| —;—;— | et pour cette position de

6 6 6
M, d’aprés la question 1., IMJ est maximal.

c. Mje[CE] et

1 2 1

donc (IMy) L (EC) donc My est le projeté orthogonal de
I sur [EC].

Remarque

On peut calculeflors la valeur maximale de IMJ :
cos(IM/\J) = MI-MJ = 1 donc o= 21
MIx MJ 2 3

113] 1. a. Voir le site.

b. Il semble que MNPQ soit un rectangle.

c. Il semble que l'aire de ce rectangle soit maximale
quand M est le milieu de [OB].

2. Montrons que MNPQ est un rectangle.

M € [OB] donc il existe c de [0 ; 8] tel que M(0;0; ¢).
Sﬁit R le plan passant par M et orthogonal a (OB).
OB(0;0; 8) est un vecteur normal a & et Rk passe par M
donc une équation cartésienne de R estz-c=0.

x =5t

(AC) : Jy=-3t+6,teR et P €(AC) N %R donc
z=4t

P(Ec;—§c+6;cj.

4 4

x =5t 5

(00): y:O,teRetNe(OC)m@tdoncN(Zc;O;c}
z=4t
x=0

(AB) : <y=-3t+6,teR et Q €(AB) n % donc
z=4t

Q[O;—3c+6;c).
4
., —=(5 —(5
On en déduit MN(ZC;O;Oj et QP(ZC;O;Oj donc
— 3
MNPQ est un parallélogramme et NP(O;_ZC+6;OJ

donc MN-NP = 0 et MNPQ est un rectangle.
Montrons que l'aire de MNPQ est maximale quand M
est le milieu de [OB].

L'aire de MNPQ est donnée par

A(c)= MNxNP = %c(G - %c) carcommecel0; 8],
Ec>0et6—ic>0.

4 4

A(c)= —%cz + gc qui est une fonction polynéme du

second degré de variable ¢ qui admet un maximum
15

pour ¢ = 215 =4 et le point M(0 ; 0 ; 4) est bien le
2X—
16

milieu de [OB].

114] Soit ABCD un tétraédre
trirectangle en A.

Onnote b=AB,c=AC,
d=AD. Le repére

(A; B, 1AC, LAD) est
b c d

orthonormé et A(0;0;0),
B(b;0;0),C(0;c;0)
etD(0;0;d).

b
L'aire de ABC est TC'

I'aire de ACD est %

I'aire de ABD est %

Calcul de I'aire de BCD.

BC=+/b2 + 2

Soit H(x; y ; 2) le projeté orthogonal de D sur (BC).
H e (BC) & il existe un réel t tel que BH = tBC soit

x=—bt+b
y=ct
z=0

D’autre part, (DH) L (BC) donc DH-BC =0
soit-bx +cy = 0.
On en déduit que —b(-bt +b)+c2t =0

2
puisquet =

b2 +c?’
bc? cb?
OnadoncH(——~; ——;0) et
(bz +c2 " b2+ )
b2c4 c2b*
H= + +d?
\/(b2 +2)2 (b2 +c2)

b2c? + d?b2 + d?c?
b2 + 2
L'aire de BCD est donc

2,2 2pK2 2.2
Moz v [PH a1 faca s g2 + o2
2 b2 +c? 2

On peut donc conclure que
Aire(BCD)?2 = Aire(ABC)? + Aire(ABD)?2 + Aire(ACD)2

DoncDH = \/

Chapitre 11. Produit scalaire dans 'espace 23



24

@ La figure construite avec Geoplan-Geospace per-
met de conjecturer que la section du cube par %, est un
quadrilatere dont les sommets appartiennent a [DH],
[DA], [BC] et [CGI.

H) G

Al 7 T

"g‘[\h

M(x;y;z) e[DHIN®, & il existe t €[0; 4] tel que
x=0

=0
Y soitz:t:E:E
z=t 12 4
9x—=5y+12z-15=0

donc M(O;O;g).

De méme, on trouve N(E ;0;0) e[DAINP,,

P(3—95;4;0)E[BC]09731 etQ(0;4;13—§)e[CG]mE’P1.

M et N sont dans la face ADHE donc le segment [MN] est
bien un des cotés de la section, de méme pour [NP]
(dans ABCD), [PQ] (dans BCGE) et [QM] (dans DCGH).
On peut conclure que la section est le quadrilatére
MNPQ.

De méme la section du cube par le plan %, semble étre
un quadrilatere dont un sommet est B et les autres
appartiennent a [DA], [EH] et [FE].

B(4;4;0) et 4x4—-3x4-2x0-4=0 donc les
coordonnées de B vérifient 'équation de %,.

G

s~ i e
-

#

Yyt

T
v

.J-
-

=t

R(1;0;0) €[DAINP,,5(3;0;4) c[EH] N P, et
T(4; g ;4) e [EFIN®, . De plus, [BR] (dans la face ABCD),
[RS] (dans ADHE), [RT] (dans EFGH) et [TB] (dans BCGH)

sont des cotés de la section donc on peut conclure que
la section est le quadrilatére BRST.

@A partir de la pyramide, on choisit comme repére
©O; EA, @,FS) ou O est le centre de la base carrée
ABCD. ABCD est un carré donc OA L OB. SA = SB= SC
donc SAC est isocéle de sommet S ; comme O est le
milieu de [AC], OS L OA. De méme OS L OB. Donc le
repere (O ; ﬁ, @: FC) est orthogonal. On choisit
comme unité la demi-diagonale du carré ABCD. Ainsi
OA = OB = 1. De plus, dans le triangle SOA rectangle en
0O, SA = AB =+/2 et OA = 1 donc 502 = SA2 — OA2 =1
donc SO =1 et on peut conclure que le repére choisi est
orthonormé.

Calcul du volume de la pyramide SABCD

V= % X ABXxBCx SO = % unités de volume.

Calcul du volume de la pyramide SABJI.

a. Aire de la base ABIJ

| est le milieu de [SD] et J est le milieu de [SC] donc

(1) // (DC) et donc (1)) // (AB) et 1) = % DC= g

De plus IA = JB donc ABJI est un trapéze isocele.

Soit H le pied de la hauteur issue de I.

Dans le triangle IHA, rectangle en H, IH2 = 1A% — AHZ,

AH= l(AB —)= Q
2 4

Dans le triangle SAD équilatéral de cété V2, I est le
milieu de [SD] donc Al est la hauteur issue de A donc

Al= \/_ x2 = \/—OnadoncIHz 6_2_ D50|t
16 8

|H=—*/ﬁ.

2\2
L'aire du trapéze ABJI est donc:

3 Vi1 3

fIJ+AB xIH=—| 242 |x =
( ) ( ) 22 8

b. Calcul de la distance de S au plan (AB)).
Dans le repére choisi, A(1;0; 0), B(0; 1;0) et comme

C(-1;0;0)etS0;0;1), onaJ(—%;O;%j.



(ABJ) a une équation de la forme ax + by + cz+d =0
a+d=0 a=-d
avec J0+d=0 soit \b=—d

avleva=o c=-3d
2 2

doncx+y+3z-1=0est une équation de (ABJ).
Soit K le projeté orthogonal de S sur la plan (ABJ).
SK est colinéaire & n(1;1;3) vecteur normal a (ABJ) donc
il existe un réel t tel que SK = tii clest-a-dire tel que
X =t
Y=t
z —1=3t

2
CommeKe(ABJ))onat+t+33t+1)-1 =Osoitt=—ﬁ

etgﬁ(—i;—i;—g) d'ou
11 11 11

[4 4 36 Jas 2
K=, [—+ — = =
121 121 121 11 11
c. Volume de SABJI
13112 1

Le volume de SABJI est 3 X

X ——==—
) 114
Conclusion

1T 1 2 . N S s
2 < 3 X 3 :les doutes du géomeétre sont justifiés car les

deux parts ne sont pas égales.

117/ AB(- 80;0;60) et AC(-80;- 60;60) ne sont pas
colinéaires donc € est le plan (ABC).
Le plan €a une équation de la forme ax + by + cz+d=0
60b+d=0
avec {— 80a + 60b + 60c +d =0
—80a+60c+d=0
b=d=0
—4a+3c=0
On peut prendre a = 3 et ¢ =4 donc une équation de €
est3x+4z=0.

c'est-a-dire {

Ce plan contient l'origine du repere et le point
A(0; 60 ; 0) donc il contient I'axe (Oy) et coupe le plan
(xOz) perpendiculairement suivant (OC) car O et C
appartiennent a (xOz).

20k e

207

Le plan (xOz) perpendiculaire a (Oy), coupant le plan €
suivant (OC) et le plan (xQOy) suivant (Ox), les deux
droites (Ox) et (OC) déterminent dans le plan (xOz)
4 angles géométriques deux a deux opposés par le
sommet et égaux deux a deux, dont les mesures sont
celles des 4 angles dieédres déterminés par les deux
plans sécants € et (xQOy).

La mesure ¢ des deux angles aigus égaux est donc telle
que: soit @ est une mesure de (f, FC), soit ¢ est une
mesure de (— i, &I).

Comme i -0OC<0 et —i - OC >0, ¢ est la mesure de
(—=7,0C) telleque 0 < ¢ <g.
—i-0C

Comme cos(¢p) =
) oc

36,9°.

=0,8,0na ¢=0,64radians ou

@ 1. n,(1;0;—-1) et ,(0;1; 3) vecteurs normaux res-
pectivement a %, et %, ne sont pas colinéaires donc P,
et P, sont sécants suivant une droite d.

De méme 1i;(1;2;1) et fy(3; 3 ; 2) vecteurs normaux
respectivement a 9, et 9, ne sont pas colinéaires donc
9, et 2, sont sécants suivant une droite d’.

2. M(X;y;z)ed’@{x_z_azo {XZZJFG

y+3z+1:0<:> y=-3z-1
XxX=t+a
oqy=-3t-1,teR.
z=t

Donc i(1; - 3;1) est un vecteur directeur de d.
X+2y+z-2b=0
3x+3y+2z-7=0
x=t'—4b+7

y=t’ ,t'eR.
z=-3t"+6b-7

M(x;y;2) e d’(:){

x=y—4b+7
o =
z=—-3y+6b-7

Donc i’(1;1; - 3) est un vecteur directeur de d’.
U et U’ ne sont pas colinéaires donc d et d’ ne sont pas
paralléles.

3. det d’ sont concourantes < il existe t et t’ tels que

x=t+a
y=-3t-1
z:t . . pY z
, ce qui revient a résoudre
x=t'—4b+7
y=t
z=-3t"+6b-7

t=t'—a-4b+7
soit14t’ = 3a+12b—22.
A4t’ =a+10b-14

t+a=t'-4b+7
-3t-1=t’
t=-3t'+6b-7

On peut donc conclure que d et d” sont concourantes
©3a+12b-22=a+10b-14 < a+b=4
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Danscecas(a+b=4),t’=—ga+E,t=ia—Eetd
4 4° 2

2
, . 7 5 9 133 5

etd sontsecantesenKfa—f;—fa+—;fa—f.
4 2" 4 2'a 2

d et d’ définissent donc un plan R passant par K et
dirigé par les vecteurs i(1;—-3; ) etda’(1;1; - 3).
Déterminons un vecteur normal a % :n(a’; b’; c’).
a-3b"+c’=0 it {a’: 2¢’
a+b'-3c"=0 b’ =c’
d'ouin(2;1;1) estun vecteur normal a & et & admet une

H-U:Oetﬁ~ﬁ’=0<:>{

équation de la forme 2x +y +z +d= 0. K € R donc
7 5 9 13 3 5
2l—a-=|+|-—a+—|+|-a-=|+d=0
4 2 4 2 4 2
soitd=-2a+1.
D'ou une équationduplan® : 2x+y+z-2a+1=0.

Accompagnement personnalisé

@ Déterminer une équation ...
1.3x0+2x0+16x0=0
3X44+2X2+16X(-N=12+4-16=0
3X(-2)+2%x3+16xXx0=—6+6=0

donc les coordonnées de O, Q et R vérifient I'équation
proposée. On en déduit qu'une équation de (OQR) est
3x+2y+16z=0.

2.a. AB(-3:-4:1) et AC(-5;2;-7) ne sont pas
colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés
(et forment un plan).

b. SoitA(1;—1;-1).
i-AB=-3+4-1=0eti-AC=—-5-2+7=0donch
est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
(ABC) donc ri est normal a (ABC).

c. M(x;y;z)e(ABC) < AM-A =0
SIx-N-1y+2)-1(z-4)=0=x-y-z+1=0.
3. U(- 1;1;— 1) est un vecteur directeur de d . Comme &
est orthogonal a d, U est un vecteur normal a % qui
admet donc une équation cartésienne de la forme
-Xx+y-z+d=0.0n sait de plus que O(0 ; 0 ; 0)
appartienta % doncd=0.0n conclutque-x+y-z=0
est une équation de %.

4. (ABC) aune équation delaformeax+by+cz+d=0.
A(1;0;0)e(ABC)donca+d=0soita=-d

B(0;2;0)e(ABC)donc2b+d=Osoitb=—g.

C(0;0;3)e(ABC)donc3c+d=Osoitc=—g.

En prenant d = - 6, on obtienta=6,b=3 etc=2et
donc 6x + 3y + 2z- 6 = 0 est une équation de (ABC).

5. P contient d donc ti(3;2;— 2) vecteur directeur de d
est un vecteur de .

% contient (AB) donc ﬁ(2;3 ;2) est un vecteur de P.

f-i=6-4-2=0,i-AB=4—-6+2=0etiet ABne
sont pas colinéaires donc n est un vecteur normal a .
M(x;y;2) e @@m-ﬁ=O(:)2(x—8)—2y+(z—8)=0
& 2x-2y+z-24=0.

@ Déterminer la distance ...

1. Le projeté orthogonal H de A sur D est le point de D
tel que ﬁ|(xH —1;¥4—1; zy) estorthogonal ad(1;0;1)
vecteur directeur de D.

i-AH=0& x,—1+2,=0.

H est donc le point de D de paramétre t tel que

-2+t-1+t=0soitt =§. D'ou H(—l;3;§).
2 2 2

Autre méthode : H est le point d'intersection du plan P
orthogonal a D et passant par A.

u(1;0; 1) est normal a ? donc % admet une équation
delaformex+z+c=0.

A(1;1;0)eP donc 1+ c=0soitc=-1et%P apour
équation : x+z-1=0.Comme H appartienta® eta D,
on retrouve comme précédemment les coordonnées
de H.

wone [

2. Soit M(-2+t;3;t) point de D de paramétre t.
AMZ=(t-3)2+22+2=2t2-6t+13.

PourteR, soit f(t) =AM =~/2t2 -6t +13 ;

f(t)= \/% ol g est la fonction définie sur R par
g(t) = 2t2 - 6t + 13. g est dérivable sur R et, pour tout
réel t, g’(t) = 4t - 6, d'oul g est strictement décroissante

3 . . 3
sur }_W;E et strictement croissante sur [5;+oo[.

Comme g est positive sur R(somme de carrés), f = \/5

R A 3
est aussi strictement décroissante sur }_M;E:l et

. . 3
strictement croissante sur E;+°<> . f admet donc un

. 3 . 3 17
minimum pour x == et ce minimum estf| = [=,[—.
2 2 2
Conclusion : Avec les deux méthodes, on trouve que la

distance de A a D est , f%

@ Etudier l'intersection de 3 plans

A. 1. Figure 1 :l'intersection des trois plans est vide.
Figure 2 : I'intersection des trois plans est un point.
Figure 3 : l'intersection des trois plans est une droite.

2. Voir site en ligne. Lintersection des trois plans est :
a. vide (figure 1) ;

Remarque:Surlelogiciel Xcasfr,enligne 3,lacommande
inter(d,P3) fournit comme réponse groupl].

Cela signifie que l'intersection de d et de P3 est soit
vide, soit contient une infinité de points solutions.



La résolution par le logiciel du systéme formé par les
équations des trois plans donne l'ensemble vide
comme ensemble de solutions.
b. {A}oU A(1;1; 1) (figure 2);
¢. la droite A passant par B(E;i;i) et C(—i;E;ﬁ)
14'14"14 14'14"14

puisque le logiciel indique que la droite d'intersection
deR1etR2etladroite d'intersection de R1 et R3 passent
toutes les deux par ces deux points : elles sont donc
confondues.
En demandant au logiciel, la résolution du systeme
formé par les équations des trois plans, on obtient une
représentation paramétrique de la droite A:

xX=t

y =-5t+5,t € R (figure 3).

z=-3t+3
Pour aller plus loin :
X—y+2z=0 X—y+2z=0
a.\2x+y-3z=193x-z=1
3x—z=5 3x—-z=5
Ce systéme n‘a pas de solutiondonc P; NP, NP3 =.
X+y—-z=1 X+y—-z=1 y=1
b. 2x—-y+z=2 <143x=3 Six=1

—2x+3y—4z=-3 [5Xx+z=6 z=1

dou2; N9, N 93 ={AtouA(1;1;1).
c |[x-y+2z=1 X—y+2z=1
2X+y—-2z=2 <33x+z=3

4x—-y+3z=4 3x+z=3
o y=x+22—1<:> y=-5x+5
z=3-3x z=-3x+3
D'ou R, "R, N R, = A droite dont une représentation
x=t
paramétrique est:qy =—5t+5,t e R.
z=-3t+3
3. Autres cas (intersection vide) :
Figure 4 Figure 5
E)))‘I
@2 i
PPy Py P Py

et P, sécanta P,
et %5 selon deux droites
paralléles.

B. 1. Faux, voir figure 5.

2. Faux, voir figure 1 ou 5.

3. Vrai car ; N P; = I signifie que P, et P; sont
strictement paralleles et ; N P, # I signifie que les
plans distincts %, et %, sont sécants; or si deux plans
sont paralleles, tout plan sécant a l'un est sécant a
l'autre, d'ot P, NP5 = .

4. Vrai car ?; " P, = O signifie que P, et P, sont
strictement paralleles et %, N D # I signifie que le plan
P, et la droite D sont sécants; or si deux plans sont
paralleles, toute droite sécante a l'un est sécante a
l'autre, d'ou P, "D = .

@

1. a. A(3;0,0),C(0;3,;0),E3;0;3).

x; =1
b. a(3;—3;3);a=%ﬁ@ y —3=-1
z; =1
doul(1;2;1).
c. AE(0;0;3),DL(1;2;1).
xy—3=0
2. AM=dAE < {y, =0  douM(3;0;3a).

Zy =3a
DN = bDL d'ous N(b; 2b; b) (car D origine du repére).
DouMN(b - 3;2b ;b - 3a).
MN L AE et MN L DL < MN-AE=0 et MN-DL= 0
@{3(b—3a):0 @{3a—b=0

b-3+4b+b—-3a=0 —a+2b=1

b=1

b. 3a-b=0 b=3a 5
. = =

—a+2b=1 —a+6a=1 _1

5

Le systéme précédent admet un seul couple solution
donc il existe un seul point M de la droite (AE) et un

seul point N, de la droite (DL) tels que (MyN,) soit
11—
orthogonale aux droites (AE) et (DL) : AM;, = gAE et
DN, = ~DL.
5

C. M0(3;0;§jetN0(§;§;§j;
5 555
2 2
MgN, = (5—3) +(§) +02=1/ﬂ+§=ﬂ.
5 5 25 25 5
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Pour reprendre contact

@ Avec un changement d’univers

1. Loi équirépartiesurQ={1;2;...;15}
a P(n"12)—i b. P(n">10)—i—l c. P(n°im air)—E d. P(multi Iede5)—i—l
) 15 ) 15 3 ) P 15 ) P 15 5
2. Q'={11;12;13;14;15}

a. P(n°12) =% b. P(n° impair) = % c. P(multiple de 5) =

3. Q"={1;3;5;7;9;11;13;15}

a. Pn°12)=0 b. P(n°>10) = % c. P(multiple de 5) =
@ Avec les opérations sur événements

1. a. CUS b.CNS c. CNS d.(EmS)u(Cmg)
2. P(CUS) =P +P(S)—P(CNS)=0,33+0,59-0,22=0,7

P(CNS)=1-P(CUS=0,3 et P(CNS)=PS)—P(CNS)=0,37

P(CNS)U(CNS) =P(CNS)+P(CNS)=0,37+(0,33-0,22) =0,48

@ Avec un arbre pondéré

2. o P(E) est la probabilité du seul chemin 179 ,@ 3 ,@ 59 ,@ PE) = %

e P(F) est la somme des probabilités des 6 chemins suivants : 1-2-3; 1-3-2; 2-1-3; 2-3-1; 3-1-2; 3-2-1.

Ces chemins ayant le méme probabilité, celle de I'événement E,ona:P(F) = 6 P(E) = ;T?;; = 18_?

3 3 3
e P(G) est la somme des probabilités des 3 chemins suivants: 1-1-1; 2-2-2;3-3-3.P(G) = (%) + G) + (g) = 18—2

3. Voir manuel page 374.

Activité 1
1. a. Lelancer des deux dés se modélise par la loi équirépartie sur I'ensemble Q des 24 couples possibles.
b. ¢ En coloriant les 18 cases du tableau correspondanta A, on a:P(A) = 5 = %
« PO =P(2;6),3:5,(4; ) = =~ « PANB) =P(2:6),3;5) = = =
24 8 24 12

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance



2.a. Q'=B=1{2;6),3;5,4; 4}
2
A se réalise avec les couples (2 ; 6) et (3 ; 5). Avec la loi équirépartie sur Q’, on obtient Py (A) = 3

b. Q” = A.Q” comprend 18 couples. Sur ces 18 couples équiprobables, seuls (2 ; 6) et(3 ; 5) réalisent B.
2 1

DOUP,(B) = — = —.
A®=18"79

1 2 1 1T 3 1
3. PANB)=—==-Xx—=PB)xP3(A) PANB)=—=—x—-=PA)xP,B
(ﬁ)12 3 %3 ® B()(ﬁ)12 275 (A)X P, (B)

4. a. « Q” = A.Surles 18 couples équiprobables de Q”, seuls (1; 4),(2 ; 3) et(3 ; 2) réalisent C. D'ou P, (O) = % = %

o Q" = C.Surles 4 couples réalisant C, soit (1; 4),(2; 3),(3; 2) et(4 ; 1), seuls les trois premiers réalisent A.

D'ouP-(A) = %

b. PA(C)=% P(C):%:% PC(A)=% P(A) =
3 1

c P(AF\C)=P({(1;4),(2;3),(3;2)})=£=§

|&

1 —_
2

N
Alw

On remarque :P(A N O) = P(A) x P(Q).

Activité 2

A. a. e [ =SI(ENT(ALEA(+0,1)=1;"A";"nonA") |

renvoie un nombre au hasard dans [0,1; 1,1].

donne la partie entiére de ce nombre, c'est-a-dire 0 avec la probabilité 0,9, 1 avec la probabilité 0,1.
Linstruction conditionnelle fait donc afficher « A » avec la probabilité 0,9 et « nonA » avec la probabilité 0,1.

o [ =SI(B3="A"ENT(ALEA(+0,7);ENT(ALEA(+0,02)) |

Si « A» a été obtenu lors de l'instruction précédente, renvoie 0 avec la probabilité 0,3 et 1 avec la
probabilité 0,7.

Si « nonA » a été obtenu, renvoie 0 avec la probabilité 0,98 et 1 avec la probabilité 0,02.

o [ =CONCATENER(B3;&";C3) | affiche le résultat couplant les critéres Allergie (« A » ou « nonA ») et Antécédent (O ou 1).

b. En F2 :[ =NB.SI(D:D; “A&1")/10000 |

En G3 :[ =NB.SI(D:D; "nonA&0”)/10000 | a adapter pour F3 et G2.

¢ Enl2:[=F2/H2]

B. 1. a. 07 F
A
0,1
0,3 T
0,02 F
09 _
A
0,98

F

b. Les probabilités cherchées sont P(F) et P- (A). On ne peut pas les lire directement sur l'arbre.
c¢. PANFH=0,1x0,7=0,07

P(ANF)=10,9%x0,02=0,018.D'ouP(F) = 0,07+ 0,018 = 0,088.

Oui ces probabilités sont voisines des fréquences affichées.

2. a. PANP =PEF) xP:(A)

PAANF) 0,07

. P-(A) = =
b. P (A) P(F) 0,088

= 0,795. f- (A) approche P (A) a moins de 2 x 1073.

PANF) 0,882
P(F) 1-0,088

3. a. P(ANF)=P(A)P;(F) = 0,9x 0,98 = 0,882 ;P(A N F) = P(F)P-(A) d'ou P-(A) = 0,967



PA) 0795
"P(A) 1-0,967

TP1. Groupes sanguins et facteur Rhésus
42 36
1. a. p;=PO);p,=Po(R");p,=—=0,42; p, = — = 0,857
pq (©);p,=Po(R);py 100 P> 2
b. 0,857

0,143

042 0,841 R+

0,159

o
~
EN
>
o
|

01 0,900 R+

0,04 0,100

A

0,750

w
R-

2. a. P(ONR*)=0,42x 0,857 = 0,360. En revenant au tableau : P(O N"R*") = % =0,36.

AB

b. P(R7)=0,42x 0,143+ 0,44 x 0,159+ 0,1x 0,100 + 0,04 x 0,250 = 0,15

. 15
Avec les données du tableau :P(R™) = 100 =0,15.
3. ¢
A
0,850 B
AB
o)
0,150 A

4. ¢« PR 0)=0,060;P(R")P(O)=0,15%x0,42 = 0,063

R~ et O ne sont pas indépendants car P(R~ N O) # P(R™) x P(O)

. PR_ (0) = 0,400 ; P(O) =0,420. PR_ (0) # P(0); méme conclusion.
e Po(R7) = 0,143 ;P(R™) = 0,15.P5(R™) # P(R™) ; méme conclusion.

TP2. Appariement aléatoire en génétique

A. 1. a. P{(AA, AA)})) = pé b. P({(Aa, Aa)}) = qé c. PA(AA, Aa);(Aa, AA)}) = 2p,q,
Les produits effectués se justifient par I « appariement aléatoire » qui assure I'indépendance des génotypes des parents.

1 1
2. a. Ppp, an(AA) =1 b. P, aa (AA) = " €. Paa, aa)(AA) = Py

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance



(AA AR — 1 AA

12
AA
(AA,Aa)q
Aa
(AAaa) — 1 Aa
(Ra, AN "1/
Aa
174 _ AA
(Aa, Aa) 12 pq
1/4
aa
12
(Aa,aa)qAa
aa
(aa, AA) L Aa
12
(aa, Aa) 1/2 Aa

4

(aa,@aa) ——— aa

o1 1 1, 1Y
b. p; = pj +5Podo + 5 Pod0 + 4 90:P1=|Po+ 5%

2

2 2 2
1] 1 2., 1 o = R 1 1
€ h=790% 50 + 59000 T ih = | ot d0 iG=1-pr=nig =1~ Pot 540 ] ~|fo* 59

1Y 1Y 1V 1\
B. 1-P2=(P1+EQ1J irz=(’1+5‘h) ?Qz=1‘(P1+§‘71j ‘(rﬁr?ﬁ)

2.a. p,— 6 =(p+q,+n)p,—r)=1x(p,— 1) = p; — . De méme, p; — 1, = py — I,

b. pp—-rn=«

2 2
1 2Po+(70)
= +— =|=—=2 10
g (p° 2%) ( 2

(1+(x)2 _ (1+p0 —rojz _ (Zp0 +q0j2
2 2 2

carl=py+qy+1y

d'ou I'égalité.

Comme p, —r, = p, — I, = o et comme les expressions de p,, g, et r, en fonction de p,, g, et r; coincident avec celles de

De p, = p,etp, —r, = p; — i, = &, on déduitr, = r,.

: . T+o
Py, g, et en fonction de py, g, etry, onade méme:p, = | ——

J.

Enfin, p, = p;etr, = donnent1-p, —r, =1-p, —;soitq, = q;.

Conclusion : les probabilités des génotypes restent inchangées d'une génération a l'autre.

TP 3. Marche aléatoire d’une puce

A-1. Affecter23aa

Si pos = 0 Alors Affecter Nbalétoire a tirage
Sitirage < 1/3 Alors Affecter 1 aa
Sinon Affecter2 a a
FinSi

Si pos = 1 Alors Affecter Nbaléatoire a tirage
Si tirage < 0.5 Alors Affecter 0 a a
Sinon Affecter 2aa
FinSi

FinSi

Affecter a a pos

Remarque : on pourra faire remarquer que l'on peut
modifier 'algorithme de la maniére suivante

Affecter2aa
Affecter Nbaléatoire a tirage
Si pos =0 Alors
Sitirage < 1/3 Alors Affecter 1aa
Sinon Affecter 2 a a
FinSi
Sipos =1 Alors
Si tirage < 0.5 Alors Affecter 0 a a
Sinon Affecter 2a a
FinSi
FinSi
Affecter a a pos



Saisirn
a=0
pos=0
Pour k de 1 a n Faire
Affecter Nbaléatoire a tirage
Si pos =0 Alors
Sitirage<1/3  Alors Affecter1aa
Sinon Affecter 2 a a
FinSi
Sipos =1 Alors
Si tirage < 0.5 Alors Affecter 0 a a
Sinon Affecter 2a a
FinSi
FinSi
Affecter a a pos
FinPour
Afficher pos

4. Voir les programmes sur le site.
On obtient comme fréquence par exemple :

fréquence de A : 0
frégquence de B 0.001
fréquence de C 0.999
B.1. a 13— B

1 1
,b1:,
2 6
1 1 1
b. b, =-a, == b,=-a,=0
1=3% =3 2= 3%
c —za +lb +¢ -2 e —ga +1b +c
173%F 5% =3 2730750 Tq

2. a. Larbre donne:

ea,+b,+c,=1

b. PourneN,a,,, = %bnﬂ = %Gan) = %an

1Y (1
c. Montrons par récurrence, pour p € N 10y, = (gj iy = pr =0 ;b2er1 = f(—]

[ MR

1
* dp=P(A, )= Ebn

nbA =0;nbB=0;nbC=0 //comptent le nombre
d‘arrivées en A, Bet C.
a=0
pos =0
Pour k de 1 a 1000 Faire
Affecter Nbaléatoire a tirage
Si pos =0 Alors
Sitirage < 1/3 Alors Affecter 1aa
Sinon Affecter2 aa
FinSi
Sipos =1 Alors
Si tirage < 0.5 Alors Affecter 0 a a
Sinon Affecter 2aa
FinSi
FinSi
Affecter a a pos
Si pos = 0 Alors Affecter nbA + 1 a nbA ;FinSi
Si pos = 1 Alors Affecter nbB + 1 a nbB ; FinSi
Si pos = 2 Alors Affecter nbC +1 a nbC; FinSi
FinPour
Afficher nbA/1000, nbB/1000, nbC/1000

1
a,=—b,=0
3 2 2
1 1
by=—a,=—
37372718
C —ga +lb +c —l+§—z
3737272727279 6 18

1
* by =PB,) = gan

3\6

e Initialisation. Pourp=0,a, =1;a,=by =0;b; = 3 Ces éqalités sont vraies.

o Hérédité. Supposons les 4 égalités vraies a un rang p quelconque fixé, c'est-a-dire :

1\ ) 11
dyp = g '02p+1:b2p:0'b2p+1:§g .

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance



On en déduit, a l'aide des égalités établies en 2.a. et 2.b. :

1 (1Y (1P
= Oyp+1) = Dopt2 = gazp = ols = 6

1
= Oypin+1 = F2p43 = EGZPH % x0=0

1
- b2(p+1) = b2p+2 = EGZp-H = 3 x0=0

1 (1P
= by = bopiz =5 pps = *(*)

3 3\6
Les 4 égalités sont alors vraies au rang p + 1.
e Conclusion. Les égalités sont vraies pour tout p e N

1\ b2p=0
Gy, =|—
3. PourpeN,ona:{ 2° (6) et 1(1)"’-

ayp41=0 P17 316

Comme lim azp:pILrEwasz:Oet lim bzp:pILTmbsz:0.0n en déduit: lim a,= lim b, =0.

p—>+oo p—r+eo

Commea, + b, +c, =1,soitc,=1-a,-b,.0Ona lim ¢, =1

N—+eo

Interprétation : aprés un tres grand nombre de sauts, la puce, partie de A, se retrouvera en C, avec une probabilité

voisine de 1.

Exercices

N—+oo n—+co

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

40 4 20 2
1L.PG=—==  2.PV====%
(1,0 50 5 v 5

LRO=1 KO- =T

19 o 9

a0 FeM=1
(2/1.P(A)=1-0,5=0,5;P,(B)=1- Py(B) = 0,2
2. P(ANB)=0,5%0,6=0,3

3. P(ANB) = P(A) x P, (B) = 0,5% 0,2 = 0,1
4.P®) =P(ANB+P(ANB)=0,1+0,3=0,4

4. P (V)=

(3/1.PBRO=PBXPO=04

2. PBUO=P® +PO)-PBNC)=08+05-04=09
3. P(BN C) =P(B) x P(C)

car (B et C indépendants = B et C indépendants)
PBNC)=0,2%x0,5=0,1

Autre démarche :BNC=Bu C d'ou

PBNC)=1- PBUC)=0,1.

(4/1.Pm=05:P,R=08;

PANR =0,5%x0,8=0,4
2.PR=0,4+0,3+0,1=0,8

3. AetRsontindépendants carP, (R) = P(R) ou
P(ANR) =P(A)XPR)

ENTRAINEMENT

A
04
0,8 E
0,7 B
0,6 _
0,3

B
PB)=0,4%x0,2+0,6x0,7=0,5

a

A
02 0,6
03 05 —E
B <
0,5 0,5 E
c 0,6

PE)=0,2%x0,4+0,3x0,5+0,5x0,6=0,53

(7 PAAB =PA+PB-PAUB =0,

A= " 06 6
PANB) 01 1

P, (B) = o1
A ® PA 03 3



(8 /P(ANB) =P(A) xP, ®) =%
1
_P(ANB) 1
Ps(A) = ) donne 3 P(B) —2—d'ouP@B) =

P(AUB):P(A)+P(B)—P(AmB):E+1—l

2 6
(91 2. PO=052="22;PM)=0,28=—;
25 25

3 12 3
PEAM) =0,12=—;P-(M
FnM s FM=5=3
b. On peut vérifier P- (M) = PEAM
P(F)
2. a. 3/13 - M
/4 o
13/25 F
27/52
1/3 M
12/25 . g
512>
b. P(M):Exi+2><l=i+i_l
25 13 25 3 25 25 25
3. PG(Q):—
1 12 1 1
PQ= +—=X—

2542544

D'ol G et Q sont indépendants relativement a P.

6 3
1- P(G):Ezg,

PlLy) = 16 = %, pour chaque valeur de k;

PG = PL ©=0;P, <G>=%;PL (G)=l

P(GmL1)— ~PGALy)= OP(GmL3)-f
1

P(GmL4)—— PG(L1)— ZEIPG(Lz)ZO;

\_.c\\w

Ps(Ls3) = g = Pc-'. L,y =

2, On peut verlfler, par exemple :
P(GNL)=P@GPs(L);PGNLy)= P(L1)P|_1 Q)

P@=PGNL)+PGNL,)+PGNLy)+PGNL,)

(] 05—

A
03
0,95 n
0,1 L
0,7
B
0,9

[l

ol

L étant I'événement « étre en retard a I'école ».
P(L)=0,3%x0,05+0,7x0,1=0,022

n 1 <
L
"

n+1

n+1
b. La probabilité que la 1™ personne transmette
fidélement l'information initiale vraie est p; = P(V;) = —
D’aprés l'arbre de probabilités :

1
Pns1 = ( +1) pn + Ea - pn)

3 1
P = Epn + E
1 3 3_3 1 3

2. a. Upy, :pn+1_5 7pn_ﬁ 5 pn_E :Eun
(u,,) est donc géométrique de premier terme

4 1 3 3
u; = ———=— etderaison —.

5 2 10 5

n-1
b. PourneN*,u, = i(ij
10\5

La probabilité que l'information soit vraie est trés voisine

de au bout d’un grand nombre de transmissions.

@1 07— S

p
- 03 <
n+1
04 Sni1
1P~
Sn
06

n+1
2.a.p,=PS)=1

b. p,.; =P(S,.)=0,7p, +0,401—p,)=0,3p, +0,4

4 3 6
3.a. Gp = Ppar — 7:ﬁpn_£

3, A3
qn+1_10 Pn 7 _.qun

o . 3
(g,,) est géométrique de premier terme g, = 2 et de

. 3
raison —.
10
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3(3 n-1
b. PourneN* g, ==|—| etdonc
"7

10
_3(3)”‘;1
Pn=37170 7

4. a. La suite géométrique (g,,) est décroissante car
G, > 0 et sa raison est comprise entre 0 et 1. Comme

4
P,=q,+— (p,) est décroissante aussi et cette

afFrmatlon est fausse.

Remarque : on peut aussi calculer p; =1 et p, =0,7.
Comme p; > p,, la suite (p,) n'est pas croissante et
I'affirmation est fausse (preuve par contre-exemple).

n-1
4
b. Comme ;(ﬁ) >0,0ona Py > 7 pourtoutne N*,

4 . . .
Comme - > 0,5, I'affirmation est vraie.
. 4 3 e . .
c¢. lim p, =—car0<— <1 Laffirmation est vraie.
N—+oo 7 10
d. La tabulation de p,, sur une calculatrice ou un
tableur, montre que les valeurs arrondies de p,, a 1076

pres se stabilisent sur la valeur 0,571429 a partir de
n = 12. L'affirmation est donc vraie.

(14] s T

B1
12
2/5 S
7/10 T
1/2
BZ
3/10 <
1 2 1
1. a. P (S fPSmB =—X—-==
B() ( ) 2 5%
3 3
P, (S ;P(SNB,) = —=—
5, &= (5NBy)= 0" 20
2 1 3 7

b. P(S5) = f>< +oX—=—
2 5 2 10 20

PM=1-P©) = =

1
PTNB) 37°3
2.p,@)=PT0B)_2%5_6
P 1313
20
@ Soit N I'événement « la piéce est normale ».

12 Cara (pile)

1/2
172 Cruz (face)

1/2
Cara

P t 1T 1 1
Peara )=MorP(caraetN)=fx—=—
P(cara) 2 2 4
P(cara) = 1>< ! +— ! ><1——douP (N)—l
2 2 2 4 cara 3
16 1. 010~ R
. _
13 1 1/10
7/10_—R
1/3 T2<
13 3/10 R
T, R
4/7 z

2. a. Les probabilités figurant sur les branches de
I'arbre sont : P(T;), P(T,), P(Ty), PT1 ®R), PTz R) et PT3 ®).
2.2 0,3;
10 10
=—=0,23;
30

PRAT,) = xi LA

3 77

3 7 1 142 71
10 30 7 210 105

b. P(RmT1)=%><

P(RmTZ):lxl

()= PRNT) _ _315 _0aa
Pr(T PR) 710
PRNT,) _ 245
P (T,) = — 2 ~0,35;

R(T2) PR) 710
PRNT,) 15
Pr(T5) = 7P(R) 3 " 0,21.

m Notons A, B, C les événements «la graine est de
type A (resp. B, C) » et G I'événement « la graine germe
correctement ».

50 1
1) P(A
) PR = 200 4

2) P(AﬁG)zP(A)XPA(G)=%><O,5=%

3) PG@Q=PANG@+PBNG+PCNG
=P(A) X P, (G +PB) xPz(G) +P(O) x P (G)
3 133

:lX0,5+3X0,8+—X0,6:—:0,665
4 20 10 200

4) P(CNG)=P(QxP(G) = %x 0,4=0,12
PCNG) 012 _ 0,12
P(G) 1-0,665 0,335

Soit les événements T « le joueur est un tricheur »
et A «I'as sort ». Pour un joueur honnéte la probabilité

5) P=(C) = ~0,358

4
d'obtenir un as est — = —.
52 13



. A
T
1/3
0 —
A
1/13 A
2/3 _
T
12/13™>> %
1.P(A):l><1+z><i:i
3 3 13 13
1
PANT) 3 13
2. PM=———F===—=0,87
A (D PA 5 15

1

3

A B C
1. 1/4 Ry
RZ <
1/2 3/4 N,
R
! R

112 0
23 N, <
1 N

/4 R
R2 <
173 173 3/4 N,

0
2/3
N, <
1 N

2.1 1 1 1.1 1

deux uniquement dans le cas ou les trois boules tirées

sont rouges.

2 1 1 1
DouP(R,;NR;)=PR; "R, NRy) ==X =X —=—
R ORy) =P® AR, NRy) 37274 12

1
3
ethy, (R) =12 ==
9

—
(%]] (%]

A
0,5
038 S
g
02 02 3
M 09

2. a. GNS:«le client a choisi la destination G et est
satisfait »

MANS: «le client a choisi la destination M et est
satisfait »

PGN S =P(G)xP;(5=0,3%x0,8=0,24
PMNS)=PMxP,(=0,2x0,9=0,18

b. P(S) = 0,72 d'apres I’énoncé.

OrP(S =PAANS)+P(GNS)+PMNYS)

soit0,72 =P(ANnS)+0,24+0,18.D'ouP(ANnS)=0,3.

P(A
c pA(s):ﬂ: 03 _,
P(A) 0,5
PG 241
3.p (G =G0 _024 _1_, 44
P(S) 0,72 3
(21] , 8
R
0,1
0 —
B
1/n B
0,9 _
R
n-1">~g
n
1. P =0,1x140,9x =22 101
n n
P R 1
2.p —pp="EOR__0l _ 1
P®) 0,9+0,In n+9
2 2
3.P =" =Zon=6
5 n+9 5
(22] oos T
0,25 M
' 0,95 _ P(T)=0,02
=
.
075 _
M
?
1P (V) = PTAM _0,25%0,05 _ 0,625
P(T) 0,02
2. P-(M= P(MQ 1D _ P(T)—PLMGT)
M P(M) P(M)
0,02 -0,0125
Pi(M=—"—"——"—--=0,01
(P 0,75
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10

23 | Soit M et T les événements « étre malade d’hyper-

thyroidie » et « avoir un test positif ».

0,95 T

Bl

0,01 T
0,985 > _
M

0,99

PMAT) 0,015x 0,95
P 0,015x0,95+ 0,985 x 0,01
~ 0,591

1. Pr(M) =

PMNT) 0,985 % 0,99
P(T) 0,015 % 0,05 + 0,985 x 0,99
~ 0,999

(24/P(A B =PA)xPE®) = i

2. Pr(M) =

11 1
— + - =
43 12 2
(25/P(AAB) =P® xPy(A)=0,5%0,4=0,2
P(A)+PB) =P(ANB+P(AUB)=0,2+0,7=0,9
D'ouP(A)=0,9-PB) =0,4
Comme P; (A) = P(A), A et B sont indépendants.

P(AUB)=P(A)+PB —-P(ANB) =

(26 [P(AUB) =1-P(AUB) =1—[P(A) + PB) — P(A N B)]
=1-[0,4+0,7-0,4%x0,71=0,18

P(ANB)=P(A)xP(B) car (A et B sont indépendants

= A etBindépendants)

P(ANB)=(1-0,49x(1-0,7)=0,18

P(ANB). Ceci est vrai,

On remarque que P(AUB) =
méme si A et B ne sont pas indépendants.

32 2 24 1

1L.PM="2=Z,PH="=—
M=273"P=%"3

P(TmF):—P(TuF)+P(T)><P(F):—1+§+%:%

2. P(MxPF) = f;tP(Tr\F)

T et F ne sont pas indépendants.

45+18+27 13
28| 1. PA)=——— =—;
W= 150 M= 150 25
PANT) = A0 — ;PAANT)2PA)xP(M douAetT
50 30
ne sont pas mdependants
2.PO)=1- P(A==;PV) = B _2,
) 150 30
18 3
PDNV)=—=—=PD)xP(V
ONV) 150 25 D) xPV)

D etV sont indépendants.

3. D et V sont indépendants donc D et V aussi, par
propriété. Mais D = A, d'oti A et V sont indépendants.

o AetT ne sont pas indépendants donc A et T ne sont
pas indépendants (en effet, si A et T étaient
indépendants, A et T seraient aussi indépendants).
Or ceci est faux, d'otl on peut affirmer que A et T,
c'est-a-dire D et T ne sont pas indépendants.

80 4 300 3
PV)= = iPRI= 2 =0
V) - iP® -

500
P(V AR) = 48 12
500 125
P(V N R) = P(V) xP(R) est vrai d'ouV et R sont indépen-
dants.

AT 08
0,1
008 D
s
04 0,92 D
c_ 01 b
0,9: _
D

1.7Calculons tout d'abord
P(D)=0,1x0,8+0,5%x0,92+0,4%x0,9
=0,08+0,46+0,36=0,9

P () = PONA)_01x08 _8
b P(D) 0,9 9
P ® = PONB) _05x092 23
b P(D) 0,9 45

PDNC) 0,4%x0,9 2
P0="C09 -2
P(D) 0,9 5

2. 0n remarque que P5 ©O=P0O=04

D'ou C et D sontindépendants d'ot C et D sont indépen-
dants.

@ Désignons par L, N, E et A les événements respec-
tifs : « le temps est pluvieux », « le temps est nuageux »,
«le temps est ensoleillé» «Jules emporte son

parapluie ».
L———~A
0.2
1/2 A
05 1/2 A
/10,
910> 7
1. P(A)=0,2%x1+0,3%x0,5+0,5%x0,1=0,4
2. a. PNMA)=0,3x0,5=0,15
P(N)xP(A)=0,3x0,4=0,12# 0,15



N et A ne sont pas indépendants.

b. Avec l'aide d'un tableur ou apres une mise en
équation, en prenant pour inconnues o=Py(A) et

B =Py(A), on peut proposer, par exemple: a= 0,5 et
B =0,30ouencoreax=0,4etb=0,16

@ 1. On cherche p = P(A " B) + P(A N B) car les évé-
nements AN B et AN B sont incompatibles. Méme si
I'énoncé ne le précise pas, il est raisonnable de penser
que les sexes des enfants attendus dans les deux
duchés sont indépendants. Ainsi A et B sont indépen-

dants, de méme que A et B et que A et B. Dol

1.1 1.1 1
p=P=-X—-+—-X=-=—.
272 272 2

1.1 1
2. PANO=PANB=—x—=—;PA)=—
AN =P( ) 5%X35773 A

P(C)=1—p=%d’oUP(A)><P(C)=%.

On a donc P(ANCO) = P(A)xP(C) et donc A et C sont
indépendants.
e Il en est de méme dans l'autre duché: B et C sont
indépendants. En conclusion, A, B et C sont
indépendants deux a deux.
3. P(AmBmC):P(AmB):%;
Ledelol

2 2 8
L'‘égalité P(AN B N C) =PAPBPC) est donc fausse,
alors qu'on pourrait étre tenté de prolonger a 3 la
notion d'indépendance de 2 événements.

P(MPBPO) =

@a. PA(K) = 0. Ce résultat découle d’'un raisonne-

ment logique : « sachant que A est réalisé, la probabilité

que A ne se réalise pas est nulle ». On peut aussi écrire :
- P(AnA) P©)

Pa(A) = PANA) _PO _

P(A) P(A)

b. Par 'une et l'autre des démarches suivies en a. On

obtient PAmB A =1

c. De méme P;(AUB)=1 car la réalisation de B

implique celle de A U B (puisque B < A UB).

a. Si (1) est vraie, alors AnB= et donc
PANB =0

On ne peut donc avoir P(ANB) =
par hypothése, P(A) # 0 et P(B) # 0.
(2) ne peut donc pas étre vraie lorsque (1) est vraie.

b. Si(2) est vraie, alors P(A " B) = P(A) X P(B).

Comme P(A)#0 et PB)#0, on a PANB)#0. Il est
donc impossible d'avoir AN B = J, c’est-a-dire d’avoir
(1) vraie.

P(A) X P(B) puisque,

@ e «La plupart des menteurs sont des oranges »

signifie que la proportion d'orange chez les menteurs

est supérieure a 50%. Cela peut se traduire par:

Pu(0) > 0,5.

PONM) PP, O)
PO PO

e Parailleurs, P, (M) = d'ol

Pu©) PO _ 09
Po(M)  P(M) 0,005
Py (0) = 180P, (M).

=180, ou encore

Pu© | 05 | 055 | 06 | 065 | 07

Po(M) | 0,0028 | 0,0031 | 0,0033 | 0,0036 | 0,0039

P(M) | 0,005 | 0,005 | 0,005 | 0,005 | 0,005

Pu(©O)| 0,75 08 |08 | 09 | 095 1

Po(M) [0,0042|0,0044|0,0047(0,00500,0053|0,0056

P(M) | 0,005 | 0,005 | 0,005 | 0,005 | 0,005 | 0,005

Lobservation du tableau ci-dessus montre, sous
I'hypothese P, (0) > 0,5 que l'on a P,(M) <P(M) tant
que Py, (0) ne dépasse pas 0,9.

En conclusion, I'affirmation « Py, (O) > 0,5 » de Monsieur Z
ne peut pas permettre d'en déduire Py (M) > 0,5, propos
qui lui est pourtant prété : « la plupart des oranges sont
des menteurs ». On remarquera méme que Py (M) peine a
dépasser P(M).

Travail en autonomie

_P(ANB)
(36 /Py =0

0,05 1 PANB) 0,05 1
@ 7 ® 02 4 5" P®B) 01 2

(38 P(AB) = P(A)P,(A) = 0,8 x 0,7 = 0,56

@ 1. P,(B) # P(B) : A et B ne sont pas indépendants.

2. «A et Bindépendants » < «A et B indépendants ».
Par négation, A et B ne sont donc pas indépendants.

(40[a. 1UM={1;2;3;6} ;PAUM == ; Faux
b. PM(D—f P(M) = — ; Vrai
C. ImM={3};Faux

1 1 1
d. PAAM) == ;P() = — ;P(M) = — ; Vrai
(¥ \%)] p () 5 ()] 3 rai

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance
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15 T
s
17
4/5 ?
12 T
6/7 _
S
12 _
-

1T 1 1
a. P6ENT)==x—=—; Vrai
7 5 35

b. Faux
1
P(T 35 1
c. Pr(9= TS _ 35 = —; Vrai
P 1,3 16
35 7
- 4
d.Pf(S):mzi:—;Vral
T PT) 19 19
35
3"
3/7 i
2/3
NZ
12—
4/7
N1
12
NZ
Py (N,) =+ ; Ré
N1( 2)—5, éponse c.
P (N):P(sz(N1uN2)): P(N,)
NON, 2 P(N; UN,) P(N; UN,)
OrP(N2)=§><g+i><1=i
7 3 7 2 7
P(N; UN,) =P(N;)+P(N,)— P(N;"N,)
4 4 4 1 6 2
=242 _2x_=2douP N,) = < ;Ré d.
A A ou N1UN2(2) 3 éponse

45 | Faux Faux Vrai
Faux Vrai @ Faux

52 | Vrai

(53/1. 00—
S

A 1

0,25 09
0,07 S
2 _p—
0,25 0,93 5
c__013 s
0,87 =

2. a. P(ANS)=0,25%x0,09 = 0,0225

PB NS =0,5%0,07 =0,0350
P(CNS)=0,25%x0,13=0,0325

b. PG = PAANS+PBNS)+P(CNS=0,09
3. AetSsontindépendants car P, (S) = P(S)

B et S ne sont pas indépendants. C et S non plus.

P(SNA
PR A CIAL
s 1-P(S)
54 1. 06 V3
V.
06 2
04> —
1 Vs
V1
0,1 Vs
04 _
VZ
09 —_
V.

a. P(A) = P(V, nV;)=0,62 = 0,36
b. P® = P(V, nV;)=0,4x0,9=0,36
2. p; =P(V;)=0,6x0,6+0,4x0,1=0,4

3. a. 06 Vo,
P Yo
2 04
n+1
0,1 Vn+1
=P
Vn
0,9
Vv

n+1

b. py.1= P(Vp1) = 0,6p, +0,1(1—p,) = 0,5p, +0,1

4. a. PourneN*u,,,=p,;1—0,2=0,5p, - 0,1
=0,5(p, - 0,2) = 0,5u,,

(u,) est donc géométrique de raison 0,5 et de premier

termeu; =0,8

b. PourneN* u, =0,8%x0,5"1;

p, =0,8x0,5""1+0,2

c. lim p,=0,2car0<0,5<1

n—s+oco

Au bout d'un nombre suffisamment grand de sondages,
la probabilité de réaliser un sondage positif est tres
voisine de 0,2.

APPROFONDISSEMENT

@ Représentons les jetons « dédoublés » :

S8 O% B
R’ R” R N N’ N”



1. o« P(jeton noir/1" face noire)
= P(2¢ face noire/ 1™ face noire)
_ P(I"® face noire et 2¢ face noire)
B P(1® face noire)

P(obtenirle jetonnoir)  1/3 2

~ P(obtenir une 1 face noire) 3/6 3
¢ P(jeton bicolore/1" face noire)

= P(2¢ face rouge/1' face noire)

_ P(1® face noire et 2° face rouge)

B P(1 face noire)

__ Pftirer la face noire du jeton bicolore) 1/6 1
P (1 face noire)

3/6 3

« P(jeton rouge/1" face noire) =0

Remarque 1: le premier calcul donnant 2/3 était
suffisant, car

P (jeton bicolore) =1-P

1 face noire 1® face noire

3

Remarque? :sans utiliserlaformule du conditionnement,
on peut aussi restreindre |'univers des possibles aux
trois faces noires (car la 1™ face tirée est noire) et
chercher le nombre de «secondes faces » favorables,
c'est-a-dire noires. Or, il y en a deux: N" et N”. La face N
n'est pas favorable car la face associée est rouge. D'ou la
probabilité cherchée : 2/3

(jeton noir)

2. Algorithme

VARIABLES : d, n, tirage, k*
INITIALISATION : d=0;n=0
TRAITEMENT :

Pour k de 1 a2 500 Faire

tirage = nombre aléatoire de [0; 1]

Sitirage < 1/3 Alors d = d+1; n = n+1**
Sinon  Sitirage < 2/3 Alors***
Si nombrealéatoire < %2 Alors

n = n+1%%**
FinSi
FinSi
FinSi
FinPour

SORTIE : Afficher d/n

*// d : nombre d'issues (N, N) et n nombre d'issues
commencant par N

** //tirage du jeton noir

*** //tirage du jeton bicolore

**** // tirage de la face noire en premier

¥ VARIABLES
~dEST_DU_TYPE NOMERE
~n EST_DU_TYPE NOMERE
~tirage EST_DU_TYPE NOMEBRE
~k EST_DU_TYPE NOMERE
= freq EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
~d PREMD_LA_VALEUR D
~nPREND_LA_VALEURD
¥ POUR k ALLANT_DE 1 A 2500
=DEBUT_POUR
=tirage PREND_LA_VALEUR random()
w Sl (tirage=1/3) ALORS

DEBUT_SI

d PREND_LA_VALEUR d+1

n PREND_LA_VALEUR n+1

FIN_SI
¥ SINOMN

I DEBUT_SINON

w 3l (tirage<2/3) ALORS

I-DEBUT_S!

w 3| (random(}<1/2) ALORS

DEBUT_SI
En PREND_LA_VALEUR n+1
FiN_SI
Fir_SI

= FIn_SINOMN
~=FIN_POUR
= freq PREND_LA_VALEUR din
= AFFICHER freq
= FIN_ALGORITHME

Quelques résultats obtenus :

lancg®**

terming***

kR b

Algorithme lanceé***
65 31
terming

lancé***

i ik
**Algorithme termine***

Soit A: « Zoé est absente de chez elle » et R: «On
tombe sur le répondeur ». On pose P(A) = p.

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance ﬁ—\
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A 5
P PR) = 2
0 E 6
13 R
T-p__
A
2/3 _
R
5 1 5 3
1. PR) = = équivautap+—-(1-p)==dolup=—.
R 6 o p 3( p) 6 P=7
2.PR(K)ZP(RmA)=1/4><1/3>_i

PR) 5/6 10

@Un schéma peut aider a trouver une solution
«simple »:

Q

M, Msy A

L'univers des possibles Q est la réunion des événements
M, M,, ..., M3, et A ol M, désigne « le malfaiteur est
dans la maison k» et A désigne «le malfaiteur est
ailleurs ».

Mais comme on sait que le malfaiteur ne se trouve pas
dans les 29 premiéres maisons fouillées, notre univers
se restreint a Q" = M5, U A. La probabilité cherchée est

P(M
donc p:ﬂ or, si le malfaiteur s'est réfugié
PMs3, UA)
dans I'une des maisons, c’est au hasard qu'il I'a fait.
Dot P(M,) = 2’: =0,03.De plus,P(A)=1-0,9=0,1.
D'oup = _00s _ i
0,03+0,1 13
90— A
R
3/4
1/10 K
2110~ A
1/4 _
R
8/10 —
A
1. a. P(RmA):ixi:z—7
4 10 40
= 1T 2 1
b. PRNA)=—xX—=—
4 10 20
c. P(ﬁmﬂ):lxizl
4 10 5
= 27 1 2
d. P(A) = P(RmA)+P(Rr\A):—+—:—9
40 20 40

PRNA) 3/4x1/10 3/40 3

e PR="—= _ _3

P(A) 1-29/40 11/40 11
2. a. PM)=PANR +PANR) =L+ 1=~
o 4 5 8
b_pA(M):P(AﬁM):P(AmR):27/4ozzl

P(A) P(A)  29/40 29
¢ p,=PAOM 27740 27

PV) 7/8 35
d.pM(A):P(AﬁM):P(AﬁR):T/ZO_E

P(M) P(M) 1/8 5
27 29

Comparons P, (A)=— = 0,771etP(A) = — = 0,725.
p M (A) 35 A 20

AyantP,, (A) > P(A), on peut dire que la probabilité d'étre
admis est supérieure quand on préléve au hasard un
candidat menteur, que lorsqu’on préléve un candidat
quelconque (c'est-a-dire dont on ne sait rien). La formule
proposée en est un raccourci, acceptable ou non, selon le
sens qu'on lui donne.

Notons B et M les événements « il fait beau temps »
et « il fait mauvais temps ».

Evolution du temps a Saint-Malo entre vendredi et
dimanche

B,

N

0,7
B1
03
Beau temps
0,1 B,
M1
0,9

M

N

Evolution du temps & Saint-Tropez entre vendredi et
dimanche

09 _—B
B
05 !
0,1
, M,
Mauvais temps
0,5 B,
0,5
0,5

M,

1. A Saint-Malo :P(8; " B,)=0,7x 0,7 = 0,49

A Saint-Tropez:P(B, N B,) = 0,5%x0,9=0,45

2. A Saint-Malo :P(B,) = P(B; " B,) + P(M; " M,)
=0,7%x0,7+0,3%x0,1=0,52

A Saint-Tropez:P(B,) = 0,5% 0,9+ 0,5x 0,5 = 0,70

3. A Saint-Malo :P(B; UB,) =P(B,)+P(B,) —P(B, NB,)
=0,7+0,52-0,49=0,73



A Saint-Tropez : une autre démarche que la précédente
est possible.

P(B, UB,)=1-P(M, "M,) =1-0,25=0,75.
Globalement, Paul et Léa peuvent étre tentés de choisir
la destination Saint-Tropez, a moins que l'objectif de
connaitre deux jours de beau temps soit le seul critére
retenu.

1. a. Chaque parent de A doit avoir pour géno-
type Lv pour concilier :

— le fait d’avoir des ailes longues (vv exclu)
— le fait d'avoir des descendants, ailes vestigiales
(LL exclu).

b. P(A ades ailes longues) = P({(L, L); L, v); (v, L)}
1 1 3
=3X—X—=—
2 2 4
Note: (L, v) signifie «le male a transmis l'allele L, la
femelle a transmis l'allele v ».
2. Individu Individu 1er 2nd
A associé descendant descendant
LL Y 1 Lv 1 Lv

1/4 1/2 Lv
12__Lv <
1/2 1 1/2 v
Lv v
1/2 Lv
1/4 172 ™~ <
1/2 vV

w ! A% ! v ! A%

a. P(1¢" descendant vv) = 1 + 1 = 1

4 4 2
b. P(2"d descendant vv sachant 1¢" descendant Lv)
_ P(1*" descendant Lv et 2nd descendant vv)
- P(1e" descendant Lv)
_1/2x1/2x1/2 1

1-1/2 4

Notons A : « le virus de I'hépatite A est présent »
B : « le virus de I'hépatite B est présent »

R: «l’échantillon est rejeté »
R

0,85 i
R

AT 015

0,04
09
0,95 01

A~B 0,06 R

R

R

094> g
1. P(R) = 0,04 x 0,15+ 0,01 0,1+ 0,95 X 0,94 = 0,9
2. Pﬁ(A uUB) = Pﬁ(A) + Pﬁ (B) car A et B sont des événe-
ments incompatibles.
P@Qm+w@whpo%+am1

P(R) P(R) 09 09

= 7 = 0,0078
900

PRNANB) 0,95x0,06
PR) 0,1
1. Non, car P (B) ne peut pas étre calculée avec les

indications fournies.

3. RR(ANB)=

=0,57

1 1.1 2

2.a.P,B=— et PB=—x—+—-a. A et B sont
4 3 4 3

indépendants si et seulement si P, (B) = P(B) c’est-a-dire

1 2 L 1
—+-o=—,soitor=—.
4

12 3
b. 1/4 B
A
173 y
4 _
B
1/4 B
2/3 _
A
3/4

B
3. On lance un dé cubique et un dé tétraédrique, tous
deux supposés bien équilibrés. On s’intéresse aux
événements: A « le décubique améne 50u6» et B«le
dé tétraédrique ameéne le 1 ».

oG

GW
172 ;
12
FZ
12 G,
172
GZ
172

PG, N (G, N G,))
PG1
_PG,NG,) 1/2x1/2 1

Ps, 172 2

A 1. a. PG (GNGy)=

P(G, U G,)(G, N G,))
PG, UG,)

_P(G;NGy)

T P(GUGy)

1 1 1
Oor,P(GiNnG,)=—x—=—cet
6N Gy 272 4

b. Pg 6, (G N G,) =

T 1 1

P(G1UGY) =P(G) +P(G) ~PG1 NG = 45—
3 . 1

=7 D'ou PG1uGZ G NGy)=-.

3
T 1 1
2. a. PM)= P(GNFK)+P(G, nF)=—+—=—
M) = PG NR)+P(G, NF) =+ =2
1 3
PO =1-PFNF)=1-—=>
B =1-PFNR)=1- =2

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance
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P(MﬁF):P(M):%

b. PMNF) #P(M)xP(F) dou M et F ne sont pas indé-
pendants.

B. 1. PM) = 1—- P(G, "G, N G3)—P(F, NF, N F)
11 3

8 8 4

PF) = P(O fille) + P(Ifille) = — + 3 x % _ %

1
8
PMNF) = P(fille et 2 garcons) = %

On aPMnNF) =PM)xP(F) dou M et F sont indépen-
dants.

2. L'indépendance de deux événements n'est pas une
notion intrinséque de ces événements. Cette notion
dépend de la loi de probabilité utilisée. Il faut donc
toujours préciser : « événements indépendants ou non
indépendants relativement a la probabilité P ».

n n
P.(A) =P (0 face)+P,(1face) = Gj + nG)
_nh+1
=
P,(B) = P,(on obtient ni « n pile » ni « n face »)

-5
2 2 2"

. 1Y n
P,(ANB) =P(1face et (n—T)pile) = n(i) = >0

Ona:P,(AnB)=P,(A) xP,([B) lorsque
n n+1 2"-2

- = X

20 20 2N
2" =2n+2ouencore2" ' =n+1.

soit N X 2" =(n+1)x (2" -2) soit

e Pour n=2, on remarque que l'égalité 2" 1=n+1
n'est pas vérifiée lorsque n = 2, mais elle l'est lorsque
n=3.

e Pour n = 4, on peut prouver par une démonstration
par récurrence que 2" > n+1.

En conclusion, I'égalité n'est donc vérifiée que pour
n=3.

65| 1. 45 G,
B
3/4 ! ;
1/5
NZ
3/n+ B,
1/4
N1

n+1/n+4
\N2

4 3
2. a. PB1 (BZ) = E ; P(B-I M BZ) = E
b pE,)=34 3 _12n+63
5 4n+4 20n+4
c. B, et B, sont indépendants si Py (B,) = P(B,), C'est-a-
. .4 12n+63
diresi—=————
5 20(h+4)

Il n'existe aucune valeur de n telle que B, et B, soient
indépendants.

soit4n=-1.

1
3. . Py (D) =Py (N,)= ¢
b. PO) = P(B, AN,)+P(N, ~B,) = — 4 —
P TR R O T 0 T A+ 4)
_n+27
20(n+4)

¢. On cherche ntel quePy (D) = P(D) soitn =11.B; et D

sont indépendants lorsque n =11.

PROBLEMES

A. o Linstruction conditionnelle correspondant a
la cellule C3 amene I'affichage de A lorsque le nombre
aléatoire « ALEA() » est inférieur a 0,5, I'affichage de B
lorsque « ALEA() » est compris entre 0,5 et 0,75, I'affi-
chage de C lorsque « ALEA() » est supérieur a 0,75. Le
nombre « ALEA() » étant distribué uniformément dans
[0,1[, on obtient donc A, B et C avec les probabilités 0,5 ;
0,25 et 0,25.

e Linstruction conditionnelle correspondant a la cellule
D3 fait afficher 1: avec la probabilité 1/4 lorsque A
figure a sa gauche, avec la probabilité 1/2 lorsque B
figure a sa gauche, avec la probabilité 1/3 lorsque C
figure a sa gauche. Sinon, c'est 0 qui s'affiche.

e La formule de la cellule G2 donne la fréquence de A1
(le joueur gagne contre A) relative aux parties jouées
contre A.

B.1.a. u=PA)=0,5;v=PB) =0,25;

1 1 1
W=P,(Q=—;x=PRGQ==;y=P. G =-.
A (@G) 4 3 (G > y=Pc(Q 3

b. Le second arbre peut étre complété a l'aide des
données.




2. a. L'événement A N G est représenté par le chemin
gris. L'événement BN G est représenté par le chemin
pointillé.

P(ANG) =PA) X P, (G) =

P(B G) =P®) x Py(G) =

b. P(G = PANG+PBNG+PICNG)
T 1 1 1 1.1 1
=—X—+—X—+—X—=—
2 4 4 2 473 3
La fréquence de G calculée sur un échantillon de taille
10 000, en partie A est 0,335. Cette fréquence est trés

proche de la probabilité calculée :%
3. PA(@ # P(@Q); PG # PG ;P (G # PG

C et G sont indépendants relativement a P ; ce n'est pas
lecasde AetG,nideBetG.

4, 3/8 A
G 3/8 B
1/3

2/8 c

9/16 A

23 a 3/16 B

4/16 C

PANG 1/8 3

Pey="ANS _1/8_3,

PG 1/3 8

PBNG 1/8 3

P = = —=—

<® PG 1/3 8
Pi(A):P(AQG):1/2><3/4:3;
G P(G) 1-1/3 16
Pi(B):P(BQG):1/4><1/2:i
G P(G) 1-1/3 16

(67]1. .

p -_—

=

.

1-p

-
2. a. PMNT)=pSe;PMNT)=pd-Se);
PMAT)=(1-p)(1-5p);PMNT) = (1- p)Sp
b. P(juste conclusion)= PMNT)+P(MNT)

= pSe+(1—p)Sp = p(Se - Sp)+ Sp
3. a. P(T) = pSe+ (1— p)(1— Sp)

b. VPP =P (W)= FTOM _ pse
P(T) pSe + (1— p)(1—Sp)

PTAM) (1—p)Se
P(T) p(1—Se)+(1—-p)Sp
c. VPP > p équivaut a Se > pSe + (1— p)(1— Sp)

VPN = P (M) =

soit Se > 1—Spou Se+ Sp > 1

4. a. VPP(Afrique) = 0.9%0,95 ~ 0,983

0,9%0,95+0,1x0,15
VPP(France) = 0,001 0,95 ~ 0,006

0,001% 0,95+ 0,999 x 0,15
1
VPN(Afrique) = 0.1x0,85 ~ 0,654
0,9% 0,05+ 0,1x 0,85
0,999 % 0,85

VPN(France) = =
0,001x 0,05+ 0,999 x 0,85

b. ¢ A un patient africain

- dont le test est positif :

«vous avez 98 % de « chances » d'étre malade »

— dont le test est négatif :

«vous avez 65 % de « chances » de ne pas étre malade »
o A un patient francais

- dont le test est positif :

«vous avez 0,6 % de « chances » d‘étre malade »

- dont le test est négatif :

«vous avez la quasi-certitude de ne pas étre malade »

5. a. v(p) = 0.95p __1%
0,95p+0,151—p) 16p+3
0,850 - 17(1—
w(p) = (-p _170-p
0,05p+0,85(1—p) 17-16p
b.
o | —
0.8 +
0,7 +
ll:!n : #-win|
o4 — 1 —a—wiln)

0.1 -+
0,2

a a1 o2 03 o4 05 0, & L o5 L]

6. a. Se et Sp ne dépendent pas de p.VPP augmente et

VPN diminue lorsque p augmente.

b. Lorsque p n'est pas trop faible, Py (M) est nettement

supérieur a P(M) = p. Un test positif rend donc beau-

coup plus probable la présence de la maladie.

_Pu(M
M

plus de chance d'avoir le test positif s'il est atteint par la

maladie que dans le cas contraire. Ce rapport ne dépend

pas de p. Pour le test étudié, il vaut environ 6,3.

indique combien de fois le patient a

d. Pour une maladie rare, un test de dépistage
systématique de toute une population a l'inconvénient
de fournir beaucoup de faux positifs (personnes non
malades ayant un test positif) et donc de susciter
beaucoup d'inquiétude.
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1. a. | Couple de parents | Probabilité
(RR; RR) (1 - @)?
(RR;Rn) o(1-0o)
(Rr; RR) ol - @)
(Rr; Rr) o2
b. Probabilité que I'enfant soit
Sachant que le
couple de parents RR Rr rr
est
(RR; RR) 1 0
(RR;Rr) 1/2 1/2
(Rr;RR) 1/2 1/2
(Rr;Rr) 1/4 12 1/4
¢ (RR; RR) ! (RR)
1/2 (RR)
(RR; Rr) 1/2
(Rn)
12 (RR)
(Rr; RR) 12
(Rn)
(Rr; Rr) 1 (RR)
172
(Rn)
1/4

(rm)
10— 4+ o— o)+ Vo= o+ a2
PRR) =1(1— o) +2(x(1 ot)+2a(1 00+4

) 1 1\ o)’
(-0 +a(1—oc)+za2=(1—a+§(xj :(1_,)
1 1 1
P(Rr)—goc(1—a)+5a(1—a)+5a2

1 o?
—5062 +OC(’|—OC)—O£—7

1
P(r) = Zotz
Vérification :PRR) + PRr) + P(rr) = 1
2
o PR YTy
d. 3 =P (Rroum)= Pen) _71_f
4

43 _ .

=5l) (3

Comme o> 0 et 1+g> 1, B < a. La probabilité qu'un

adulte soit porteur du géne r diminue d'une génération
ala suivante.

2. a. Chaque parentde cetadulte avait nécessairement
le génotype Rr. Or, pour un couple (Rr, Rr), les génotypes
des enfants se distribuent ainsi :

RR
1/4
1/2 Rr
1/4

rr

Les enfants rr n'étant pas viables, I'adulte ne peut avoir
le génotype rr. On calcule donc

1
PR 5 2
P-RN) = =—2_==
1-Pm ,_1 3
4
b. Parents Enfa:;ljf;/enu Conjoint Enfant
1-0 RR 0 rr
Rr
2/3 >
] Rr _va rr
(Rr, Rr)
1-0 RR 0 m
1/3
RR
o
Rr 0 rr
2 1 «
P(enfantrr) =1 XEXO‘XZ =—
Toaa— 1
aa— 1 aa
AA
1/4
Aa 1/2 Aa
1/4
aa
2. (AN, — 1 an,,
y 1/4 AR
Y
n (Aa), 1/2 (Aa),
1/4
o (@a),.,
(aa), L (aa) 4

a. xg=0;y,=1;2,=0

1 1 1
b. x,=—;y;,==;z,=—
1 4Y1 ATy

I rac |7 1 1
c. Dapreslarbre:xnﬂ:xn+zyn;yn+1:Eyn

1
d z,,= Zyn +2z,

3. a. Lasuite(y,) est géométrique de 1°" terme y, =1

et de raison —.
2



.IH
PourneN,y, :(E) .

b. D'aprés (1) : pour toutkeN, x; ;= x; + %)’;«

n-1 n-l
1
D'olu:pourn=1, Z X1 =X =~ ZYk-
k=0 =0

[ Drou:pourn>1,xn—x0:Z ]

1——

2
X, =X +11—(1)n
n 0 2 2

d. Les suites (x,) et (z,) ont le méme premier terme
Xy = Zg = 0 et sont définies par la méme relation de

. 1 1
récurrence: X, = X, +Zy” i Zpi1 =2, +Zy,,. On en

déduit x,, = z,,, pour toutneN.

n
4, a. Comme |im (lj =0,0na:

n—+oo

lim x,=x,+0,5=0,5;

n—+eo

lim y,=0;
n—+eo

lim z,=2,+05=0,5
n—+eo

b. Par autogamie, a la n®™Me génération avec n trés
grand, la répartition des génotypes sera trés proche de
celleci:

AA Aa aa
0,5 0 0,5

@ 1. a. Les deux personnes affectées ont chacune
le génotype mm.

b. Pour permettre a la fois une descendance de
génotype mm et de génotype non mm, les quatre
parents ont chacun le génotype Nm.

c. Les génotypes possibles de 'homme et de la femme
de ce couple sont NN et Nm.

2. NN
1/4
! (Nm, Nm) 172 Nm
1/4
mm
a P(Nm)—l
) 4
1
bp o POM 5 2
mm 1-Pmm) ,_1 3
4
3. P(pére Nm sachant mm et mére Nm sachant mm et
2 2 1 1
enfantmm)==-Xx=x—=—,
3 3 4 9

(n[a..

Algorithme :

Tirer au hasard x entre 1 et 2 //tirage de la position de
départ

Affecter 0 a n //n comptera le nombre de sauts

Tant que (x # 0 et x # 4) Faire

Tirer un nombre aléatoire entre 0 et 1.
Siil est inférieur a 2/3 affecter x + 1 a x
Sinon affecterx — 1 a x
FinSi

Affecter n+1an

FinTant que
Afficher « Arrivée en : », x
Afficher « en », n, « sauts »

Tirer au hasard x entre 1 et 2 //tirage de la position
de départ
AffecterOan
de sauts
Tant que (x # 0 et x # 4) Faire

//n comptera le nombre

Tirer un nombre aléatoire entre 0 et 1.
Si il est inférieur a 2/3 affecter x + 1 a x
Sinon affecter x — 1ax
FinSi
Affectern+1an
FinTant que
Afficher « Arrivée en : », x
Afficher « en », n, « sauts »

Remarque: al'aide de la question 2. a. on peut remplacer
les instructions figurant dans la partie encadrée par la
seule instruction ci-dessous :

Affecter a x la valeur x + 2*ent(alea()+2/3)-1

puisque x + 2*ent(alea()+2/3)-1 est égala x+ 1 avecla
probabilité 2/3 eta x - 1 avec la probabilité 1/3.

2. a. Voir les fichiers sur le site didiermathx.com

Sur AlgoBox

¥ VARIABLES
-« EST_DU_TYPE NOMBRE
Fn EST_DU_TYPE NOMBRE
~trage EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
-« PREND_LA_VALEUR floar2 randsm{}+1
n PREND_LA_VALEUR O
v TANT_CQUE (<=0 ET xi=4) FAIRE
= DEBUT_TANT_QUE
* PREND_LA_VALEUR x+2*floor(randorm(+2/3)-1
n PREMD_LA_VALELUR n+1
FiIN_TANT_QLE
=AFFICHER "Arrivée en x = *
=AFFICHER »
=AFFICHER * &n®
=AFFICHER n
L AFFICHER * saul(s)*
= FIN_ALGORITHME

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance
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b. On obtient par exemple sur 10 simulations :

Arrivée en x =4 en 2 sauts

Arrivée en x =0en 7 sauts

Arrivée en x =4 en 4 sauts

Arrivée en x =4 en 16 sauts

Arrivée en x =4 en 2 sauts

Arrivée en x =0 en 4 sauts

Arrivée en x =4 en 4 sauts

Arrivée en x =4 en 4 sauts

Arrivée en x =4 en 2 sauts

Arrivée en x =4 en 3 sauts

B.l. 1.a.Uy=1;U,=0

b. Pour 0 <N < 4: P(le mobile part de N et s'arréte
en 0) = P(le mobile va en N — 1 et partant de N - 1
s'arréte en 0) + P(le mobile va en N + 1 et partant de
N + 1 s'arréte en 0).

1 2

Cela se traduit par: Uy = gUNq + §UN+1
2. a. On cherche g tel que, pour toutneN,

2 1 2 1

n = Zgn+l 4 _gn-lsoit n—1(7 2 _ +7j= 0

q 3 q 3 q q 3 a-—-q 3
soit2g2 —3g+1=0carqg# 0 soitg=1ou soitq:%
Il existe donc deux suites de la forme (g") satisfaisant

(1);ce sont(1)et(%) .

k
b. On admet que Uy = N +k’; k etk’ réels.

_ k+k =1 k:E
{Uo—1 15
Sk =
U,=0 E+k’:0 k’——i
15
D'ou Uy, =E><i—i,pour0<Ns4.

15 2N 15
Il. De méme que dans la question | :

1 2
Vo=0;Vy=1Vy=2Vyg+ -V
| 3 3
Vy = 2—N+ I"; 1 etl” réels.
1 1
Vo=0etV, :1donnentl:——§etl’:£
161,16
N7 95728 T s
LUy + V) = 1.La probabilité que le processus soit sans

fin est donc nulle. Bel exemple d’'un événement non
impossible de probabilité nulle.

@ On préleve au hasard une personne dans la popu-
lation concernée, en début d’année. On consideére les
événements :

J:«la personne est un jeune de 18 a 24 ans »

T: «la personne est tuée sur la route dans I'année »
Posons P(T) = p. En traduisant les données, on a:
P(J)=0,09;P;(J)=0,22.

D'ouPUNT)=PMP;(J))=0,22p.
MaisPUNT) = PU)P,(T) = 0,09P,(T)
022p 22

0,09 9

Par ailleurs, P(T) = P(T N J) + P(T N J)
etdoncP(TNJ)=p—0,22p=0,78p
PTnJ) _ 0,78p 78

douP,(T) =

D'ou P (T) = — = =—
(@ P(J) 1-0,09 91 P
22p
o 24
Le quotientﬂ _9°_2 9 2,85.
P(T) 78 9 78
’ P

La probabilité d'étre tué sur la route est donc 2,85 fois
plus grande pour un jeune que pour un non-jeune de
cette tranche d'age.

@ Soit les événements: A «le tableau est VRAI », E
«le 1" expert dit VRAI et le second dit COPIE ».

4 0 1 5
Ona:PA :0,8:7,}) E:—X—:i;
® 5 n® 176 33
1 5 5
PE=—x>=2
a® 11 6 66
PANE) Py E)P(A)

On cherche :Pc(A) =

PE)  PAEPMA) +P;EP(A)
oo a8
d'ou P (A) = 5

74 | Soit M et T les événements : « la personne préle-
vée au hasard est malade » et « son test est positif ».

0,99 T

00001 _~M
0,01 -
T
0,02 T

09999 1
0,98 _

On connait:

— la prévalence de la maladie: 10*

— la sensibilité du test : Se = 0,99

- la spécificité du test : Sp = 0,98

On peut calculer :

— lerapport de vraisemblance du test :

w:Wm=@5
Py (M
- P(T) = 0,0201
— la valeur prédictive positive du test :
VPP =P (M) = PMATD _ 60049
P(M

— la valeur prédictive négative du test :
VPN = P—(M) = PMAT) _ 6,9999

T P(T)



Si le directeur de cabinet tient compte de la valeur
VPP = 0,005, il peut interdire la commercialisation du
test: chez les personnes ayant un test positif, une
personne sur 200 est malade ! Ce test crée beaucoup de
« faux positifs ».

Sile directeur de cabinet observe en priorité RV = 49,5, il
pourra retenir que le test a environ 50 fois plus de
chance d'étre positif pour un malade que pour un non-
malade, ce qui est a prendre en compte dans le
processus diagnostique.

(75 2.

3. Soit les événements :

V: « derriére la porte choisie se trouve la voiture »

W, : « derriére la porte 1 ne se trouve rien »

W, : « derriére la porte 2 ne se trouve rien »

Stratégie 1: Lucas choisit une porte au hasard et ne

1
change pas de porte ensuite. P(V) = 3
Stratégie 2: Lucas choisit une porte au hasard puis

change de porte aprés que l'animateur a ouvert la
sienne.

Choix Choix Choix final
de Lucas de I'animateur de Lucas
1
12— W W,
w ! w
v 172 2 L
1/3 !
1/3 w, 1 w, 1 v
1/3
1 1
w, w, v
pv)=141-2

Conclusion : Lucas a intérét a changer de porte.

P(AmBmC):P({S}):%;

1
2

’

PN =P®) =P(O) = 5

PANB) =P{2; 8) =

’

®IN o

PBN O =P(3;8) =

PCNA)=P{8) = %

Ona:P(ANBN O =PAPBP;P(ANB) =PAP®);
PBN O =PBPO mais I'égalité P(CnA)=POPA)
n'est pas vérifiée.

Conclusion: A et B sont indépendants. B et C sont
indépendants. C et A ne sont pas indépendants. A, B et
C ne sont pas « mutuellement indépendants ».

77 | 1. a. B §
A ANB ANB
A ANB ANB

Les cases correspondant a AUB étant grisées, on
observe que A U B et A n B sont complémentaires dans
Q.D'ou:AuUB=ANB.

b. B

A ANB

B
N
N

> >
W | @I

A ANB

Les cases correspondant & AUB sont grisées:

ANnB=AUB.

c. P(AUB)=P(ANB);P(ANB)=P(AUB)

2. a.

P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+P® - P(AP®B)
=1-P(A)—P®B +P(AP®B)

P(A N B) = P(A)P(B) = (1— P(A)(1- P(B))
=1-P(A)-P®B +P(AP®B)

b. P(AUB)=P(ANB). Mais on ne peut en déduire
AUB=ANB, qui est cependant vrai (établi en ques-
tion 1).

Accompagnement personnalisé

@ Exploiter un énoncé

1. (1)P(S)=§= 0,4;2PE=PM;

— 1 2 1
BGPENO==-=02;AHPrO==;PcO=—.
5 3 2
2.
el el 1 | s | Total
Programme
C 0,1 0,2 03 0,6
C 02 | 01 0,1 04
Total 03 0,3 04 1
3. a. P(O=0,6 b. P6N0O=0,3
1 3
¢ PO=— d. P.(O) =~
x (O 3 s (O 2
1 1
e. P =— f. -O=-
cM=1 5O =2

@ Construire et utiliser un arbre de probabilité
1.a. «=P®B); B=PR); y=PN); p=~RG);
q=P(G);r =Pr(G);s =PR(G);t = Py(G);u =Py(G).

Chapitre 12. Conditionnement et Indépendance
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b. 1/2 G

B 172 G
1/5

3/5 3_—G

1/5 2/3 G

io G
1

G

i

N

2. a. P(RmG)zéxlzl
5 3 5

b. PBAG) =~ x+ = .PNAG =0;
5 2 10

1.1 3 3 7
PG =—+—=—PG)=1-—=—
©=5t10"10" 915710
PBNG) _1/10 1

3. P,(®) =

PG  3/10 3

@ Utiliser des formules de calcul sur les probabilités

1. P(ANB)=P®)P;(A)=0,6x0,7 =0,42;
P(B)=1-P(®) = 0,4.

2. PA=P(ANB +P(ANB)=0,3+0,5=0,8;

P(A)=1-P(A)=0,2;

p®=TACE _03_3_, s
PA 08 8
3.P(B)=1-P®) =0,8;
P§(A): LOB): 0’4 = 0,5.
PB) 0,8
a.p,@="ACB_01_, 5,
PA) 0,4

P(ANB)=P(A)-P(ANB)=0,4-0,1=0,3;
P(A)=1-P(A) = 0,6.



Pour reprendre contact

@ Avec les variables aléatoires
A. 1. On peut illustrer la situation par un arbre de probabilité.

R———

1/4
< 1/3 R
3 <

R

2/5 /4 J
2/3 J
1/3 R

R <
3/5 172 2/3 J
J R
12

2/3
J <
J

1/3

1T 1 1
X prend les valeurs 0, 1 et 2. P(X = 0) = P(3 boules jaunes) = % X 5 X 3 = 0
P(X=1)=P(1rougeet2jaunes)=z><§><E 3 l><z+§><l><3=l+l+l=§.
5 4 35 2 35 2 3 5 555
P(X=2)=lex1+£x§xl+§xlxl=i+l+l=i.
5 4 5 4 3 5 2 3 10 10 10 10
En résumé:
X; 0 1 2
1 6 3
P(X =x; — — —
(X=x) 10 10 10

2. EX)=1,2;V(X) = E(X?) - (E(X))*=1,8-1,44=0,36; 6(X)=0,6.

Comme on a:Y =4X, on déduit : E(Y) = 4E(X) =4,8,; V(Y) = 16V(X) = 5,76 ; 6(Y) = 46(X) = 2,4.
B. 1. On répéte ici 3 fois le tirage d'une boule dans I'urne, avec remise.

X, qui compte le nombre de « succeés » (boule rouge), suit la loi binomiale 973(3 ; é)

2 6 2 3 18
2.EX)=3x—=—=12;VX)=3x—x—=—=0,72;0(X)=+/0,72 = 0,85.
X P X) s X5 % X)
Ayant a nouveau Y = 4X, on obtient : E(Y) =4,8;V(Y) =11,52; o(Y) = 3,39.

Chapitre 13. Lois a densité



@ Avec les intégrales et les aires

1

1. a. &Q1='fo(\/;—x)dx.

Par symétrie par rapport a A, ona:sl, = o’ avec s —f(x—xz)dx—[lx2 —lx3}1 LI
Y A T 273 3 6

1
Par conséquent s{, = gu.a.

—_

1 1 T 1 1
b. i, =2x—=—ua. d;=demiairecarré—sd,=—-——=—ua. A, =1--—
6 3 3

w
Wl =

2. a. sdn= Jone‘°'5" dx =[-2e705%]) = 2 - 2e705",

b. lim (n) = 2. Laire du domaine «illimité » situé sous la courbe ¢ est égale a 2 unités d'aire.
n—+oo

@ Avec les diagrammes
1. P(X=24)=0,18;P(X =29) = 0,01.

2. Laréponse est clairement p=10,8.

Activité 1. Loi uniforme et densité
A. 1. Non car il existe une infinité de valeurs prises par X dans [0 ; 10].

2. a. Les décimaux de E,, sécrivent :
1x10™;2x107™;...; Nx 107 avec N tel que Nx 10 =10, soit N = 10"*1. P(E,,, ;) = 10" ¢

1

b. Si >0, P(E,,,) dépasse 1 dés que 10"*! > —. 'hypothése o> 0 doit donc étre rejetée. D'oti P(X = x) = 0, pour tout
a

x € [0;10].

B. a. Les fréquences sont trés voisines (égales & 1072 pres).
. Les deux intervalles ont la méme longueur.
. 1.P(Xelk; k+1)=0,1.
. f()=0,1.
10 10
. a. P(X e[0;10]) = 1;j0 f(x)dx =1.0nadoncP(X €[0;10]) = jo f(x) dx.

o W N N T

. La proportionnalité de P(X € [a ; b]) a la longueur b — a de l'intervalle sécrit : P(X € [a ; b]) = k(b — a).
En particulier, P(X € [0; 10]) = Tdonne kx 10 = 1, soit k= 0,1.

b

On peut donc proposer :P(X € [a ; b]) = 0,1(b — a) qui coincide avec L f(x)dx ou f(x)=0,1, pour tout x € [0; 10].
€ PXelW2;m)=0,1(m—~2) ou P(Xe[V2 ;)= j;;m dx.

On obtientP(X € [\/2 ; ]) = 0,173 qui est approchée a 1073 prés par la fréquence obtenue en partie B.

Activité 2. Loi exponentielle

1. a. Lafréquence de la classe modale est environ 0,057 x 5 = 0,285.

o

. fr(T < 15) = (0,057 + 0,043 + 0,03) x 5= 0,65 ; fr(5 < T < 15) = (0,043 + 0,03) x 5 = 0,365.

o

fr(T < 10) = (0,057 + 0,043) X 5 = 0,5. Une estimation de t, tel que P(T < t,) = 0,5 est donc t,= 10.
t
2. a. F(0)= [ 0,07e70 07 dx = [~ 007x]; =100,
b. F(15) = 1- 7195 = 0,650. Cette valeur qui coincide avec l'estimation faite correspondant a l'aire sous la courbe € sur
I'intervalle [5; 15].
15
c. Sionestime P(5=<T=15) par fr(5<T < 15) = 0,365, on peut la comparer avec L f(x)dx = F(15) = F(5).

On obtient F(15) — F(5) = 0,355 qui est a comparer avec l'estimation faite a la question 1. b. qui s'en écarte de 1072,

In0,5
d. F(t) = 0,561 — e-0.07t = 0, 5¢5e-007t — 0,55t = —2

d'olit=9,9.

’



e. lim F(t) =1.Laire sous la courbe € est égale a 1.
t—+oo

Activité 3. Standardiser une variable aléatoire

1. a. Poids centré associé a x: 800 - 750 = 50.

b. Poids centré réduit associéax:z = % =0,5.
X =750 = -1 d'oux =650.
100
X-7
3.a. Z= 50. Lorsque X =800, Z=0,5. Lorsque X =650, Z =-1.

1 1
b. E@) = - E(X=750) = —_(EX)~750) = 0;

1 1
0(Z)=—0(X-750)=—0(X)=1.
@ =150 )=150°™
Une variable centrée réduite a pour moyenne 0 et pour écart-type 1.
X, — 680
120
7
b. P(X, =750) = P(Z1 = %j ;PX=800=P(Z=0,5).

4. a. Z,=

70 . . . 7
Commeﬁ = 0,58 > 0,5 et que Z et Z; suivent la méme loi,ona:P(Z = 0,5) > P(Z] = Ej

Les foies pésent respectivement 750 g (2011) et 800 g (2012) ont pour poids centrés réduits 0,58 et 0,5.
Comparativement a la production annuelle dont ils sont issus, le classement serait : foie 2012 < foie 2011.

Activité 4. Vers la courbe de Gauss

A. 1. a. La variable aléatoire X, compte le nombre de «succes» (géne A actif) observés sur un échantillon de n
personnes dont le prélévement s'effectue avec remise. X,, suit donc la loi binomiale %(n ; 0, 4).

b. E(X,) = 0,4n; (X )=+/0,4x0,6 xn = 0,49n.
¢ m—o <X, <m+20 donne, pour n=5:0,91< X5 < 4,19 soit encore 1< X5 < 4 puisque X5 prend des valeurs

entieres.

X —m
2. a. m—o <X, <m+20 sécritaussi —1< " s2soit -1s=s7, <2
o

k—-m .
b. z, = aveckentierO <k <n.
o

1

Zen "5 T
c. Lalargeur commune des rectangles R est é.
La hauteur de R, estdonc 6+ P(Z,=z) = 0+ P(X, = k).
La somme des aires des rectangles R, est égale a 1.
d. Quand n augmente, I'histogramme « se lisse » et prend I'allure d'une forme en cloche.
e. P(E,)=P(m-o=<X, <=m+20)=PEnt(m-o0)+1) <X, <Ent(m+ 20))

=P(X,, <Ent(m+ 20)) - P(X,, < Ent(m - 0)).

En langage GeoGebra, on obtient :

| Pn = Binomiale[n, 0.4, floor(m + 20), true] - Binomiale[n, 0.4, floor(m - o), true] |

Pour n =5, P(E5) =0,912.

B. 1. On constate que lorsque n augmente, I'histogramme se lisse et tend a se confondre avec ¢ : y = f(x).
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3. lest'aire du domaine limité par I'axe des abscisses, la courbe € et les droites d’équations x =- 1 et x = 2.
Lorsque n augmente, P(E,) est trés voisin de I.

TP1. Deux lois uniformes pour une rencontre possible
A. 1. a.et b.Voir les fichiers sur le site Math'x.

2. a. Lorsqu'on choisit au hasard un réel x dans un intervalle [a; b], la probabilité que x appartienne
B —oa _longueurlo; f]
—a longueurfa;b]

De méme, lorsqu’on choisit au hasard un point M dans le carré OIKJ, la probabilité que M appartienne au trapeze OABK
ire OABK

est égale a :L = aire OABK puisque aire OIKJ = 1.
aire OIKJ

La fréquence des points rouges parmi les 10 000 points pris au hasard dans le carré donne donc une estimation de la

probabilité de « M appartient a OABK » qui est égale a |'aire de OABK.
0,8x0,8

ala; Blc [a; b], est égale, selon la loi uniforme, a

b. aire OABK = aire OIKJ - aire OIK - aire JAB :1—O,S—f:0,18.
La probabilité que M appartienne a OABK est donc égale a % = aire OABK = 0,18.
aire
B. 1. a.
120
60
0 60 120

b. o E est réalisé lorsque x € [0 ; 60]et y € [0 ; 60] (voir partie hachurée)
e b=3600 (en unités d'aire).

¢ PE=—2 —02s
120120
2. a. SiRoméo arrive a 17 h 15, il rencontrera Juliette si celle-ci arrive entre 177 h 05 et 17 h 35.
i 30 1
La probabilité de rencontre estdonc:P(5<Y < 35) = 120 = 2 =0,25.
b. SiJuliette arrive a 17 h 15, elle rencontrera Roméo si celui-ci arrive entre 17 h et 17 h 25.
25 5
La probabilité de rencontre est doncP(0 < X < 25) = 120 = o = 0,21.

3. a. SiX<Y,Festréalisé lorsqueY - X < 20.
120

20

0 120

120120 100 x 100

Aire du domaine hachuré : = 2200 (unités d'aire) soit 22 cm2.




2 11

Pyey)(F) = == = — = 0,31.
wn(F)=27= 5
b. SiY <X, F estréalisé lorsque X-Y < 10.
120
B
3 N
//+/
ﬁ
0 10 120
120x120 110x110
Aire du domaine hachuré : >2< - >2< = 1150 (unités d'aire) soit 11,5 cm?2.
11,5
Pxey)(F) = —= = 0,16.
x<)(F) 72
1T 11 1 115
€. P(F)=P(X < Y)Pyy)(F) + P(Y < X)Pry_y(F) = = X — + = X = 0,23.

2 36 2 72

TP2. Désintégration radioactive

A. 1. a. Nombre de noyaux se désintégrant entre les instants t et t + s : N(t) - N(t + s).
N(t) - N(t N(t) - N(t 1
N =Ne+s) soit, par unité de temps : h(t) = N -Ni+s) X —.

N(t) N(t) s
Nt+s)-N@)  —1 _ -1 N

NOX N0 ™ Ny

D’ou leur proportion :

b. lim h(t) = lim =
s—0 5—0 S N(t)
N'(t)

Comme h(t) = A, pour toutt = 0, on en déduit lim h(t) = A et donc N(D) =—A, pour toutt = 0.
5s—0

c. De I'égalité précédente, avec N(t) > 0, résulte : In(N(t)) = — At + k, avec k réel.
d. N(t) = ek Mais N(0) = N, donne ek = N,. D'ou N(t) = Nye .
N@®)

0
b. La variable aléatoire X prend ses valeurs dans [0 ; +oo[ et pourtousaetbtelsque0 <a=<b,

Pa@as<X<b)=PX<b)-P(X<a)=(1-eW)-(1-eM)=e M b =j:/1e-ﬂx dx.

2. a. PX>t)= e M pX<t)=1—eM,

X suit donc la loi exponentielle de paramétre A.

B. 1. Testla médiane de la variable aléatoire X.
In2
2. P(X < t) = 0,5 équivaut successivementa:1—e 4 =0,5;e"* =0,5;-AT =—In2;T = n7

. 1. a. |n72=14,3;;t=|n72z0,0485.
A 14,3

’

T N

. PX<7)=1-e74=0,288 ; P(X > 30) = e304=~ 0,234.

2, 1=1,54%x10710

In2
a. T = n7 =~ 4501 millions d’années = 4,5 milliards d’années.

b. P(X > 4,5x10%) = e45x10°2~ 0,5,
Remarque : il suffit en fait d'appliquer :P(X > t) = 0,5.
c. On cherche ttel que P(X <t) = 0,99, soit:1— e 4 = 0,99 ;e* = 0,01; - At =1n0,01;

| 1
t= —% =~ 44,9 milliards d’années.
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TP3. Des lois a densité dans la nature

A. 1. Regroupement en classes et histogramme normalisé :

Sur le tableur, les instructions

| =NB.SI(“plage des tailles Pére;taille t)/1078 | ol t varie de 1,48 a 2
avec un pas de 0,01, donnent la série statistique (tailles
Peres ; fréquences) de moyenne 1,72 m et d'écart-type
0,07 m.

L'histogramme normalisé s'obtient en prenant pour
hauteurs des rectangles les fréquences divisées par 0,01
pour que la somme des aires de ces rectangles soit
égalesal.

La forme de I'histogramme évoque une courbe «en
cloche ». Lajustement par la fonction de densité de la loi
normale N(1,72;0,072) parait satisfaisant (voir son
tracé).

2. En procédant de méme avec la distribution des
tailles Fils dont la moyenne est 1,74 m et I'écart-type
0,07 m, on obtient I'histogramme normalisé ci-contre.
Cette fois encore, I'ajustement par la fonction de densité
de la loi normale N(1,74;0,072) parait satisfaisant.

Taille des péres

Taille des fils

3. Linstruction | =1_LOI.NORMALE(1,77;1,74:0,07,VRAI) | affiche la valeur approchée 0,33.

4. a. Il'y a davantage de points situés au-dessus de D.
198 o - < | Les fils ont globablement tendance & étre plus
* N
" of B | i grands que leurs péres.
1.88 2 . “isioo ‘A°i. ] ) . s .
‘: *s3 !ii f $ Sl b. Les fils des « petits » (péres de taille inférieure
] * * N N
€ 178 T it i;:. S a 1,58 m) sont tous plus grands que leur pére. Les
* . By . 7.
H o :“.; : ‘* 1373 fils des «grands» (péres de taille supérieure
= -* i1l . Y
N S 3 *.;“ sjsde .,;‘« ¥ a 1,88 m) sont tous plus petits que leur pére.
i i 3t W 3o Le * Clest une observation du phénoméne dit de
B + v = , )
i £27n 1 « régression » vers la moyenne.
0‘ *
1,48 + ®
1,48 1,58 1,68 1,78 188 1,98
Tallia du poro Temps d'attente entre deux éruptions du volcan Aso
B. 1. En procédant comme dans le A,, a0e
. . S 0,08
on obtient I'histogramme normalisé suivant : s
@ U
Remarque: les rectangles ont pour hauteurs les -E 0.06
fréquences normalisées, c’est-a-dire . g 005
5 2 0,04
8 v
Le profil de I'histogramme suggére une loi exponentielle. | § 0,03
=
La moyenne étant 9,28, on peut prendre comme | & 002
. . ) 1 . * 0,01
paramétre de la loi exponentielle A = 998 soit A = 0,11 ! 5

’

4102 pres.

25 75 125 175 225 275 325 375 425 475 525 57,5
Classes d'amplitudes § années




56
2. OnaP(T =56)=1-P(T <56)=1- -[0 0,11e 011 dt = 0,002.

On peut aussi utiliser I'instruction | =1-LOLEXPONENTIELLE(56;0,11;VRAI) |
Une telle période de repos est donc, dans ce modéle, assez exceptionnelle.

C. ] = - 1. La distribution des durées entre éruptions ne
Difrjss antreiGiptions Ot Falthial 2040 peut se modéliser par I'une des fonctions de densité
0,07 figurant au programme de terminale (loi
0,06 exponentielle ou uniforme exclue, et loi normale
0,05 aussi en raison de la présence, non négligeable, de
0,04 durées autour de 65 minutes, loin de la moyenne.
0,03
0,02
0,01
0 -

b
w

(e} w o~ =2 [e=] w0
=T w -~ w w @

104

o~ o [es]
— o~ o~
-~ -— -—

2, Ici, par contre, la distribution des moyennes journalieres
des durées entre éruptions évoque une courbe en cloche. 0.5
L'ajustement par la fonction densité de la loi normale N
(92,35, 1,882) parait satisfaisant. 02

Moyenne journaliére des durées entre éruptions

0,15
0,1

0,05

TPA4. Distribution « normale » d’un taux de cholestérol
A. 1. a. On sait, par propriété, queP(T € [u —20;u1 +20]=0,95.
1 suitlaloiN'(0,T)etP(T el —20; 4 +201=P(ze[-2;2)=2P(z<2)—1=0,954.

Plus précisément, z =

. H—-20=1,3
b. Le systeme donne u =1,8eto=0,25.
u+20=2,3
T suit doncla loi N'(1,8;0,252).
2. a. P(T<1,6)=0,212;

b. P(1,7 <T <2,3)=0,633;

¢. P(T =2,5) = 0,003.
3. Sur un tableur, | =LOI.NORMALE.INVERSE(0,85;1,8,0,25) |donne t, = 2,06.
T —w 14—y ST
B. 1. «P(T" <1,4)=0,11équivauta P[—,/'t < _}#) =0,11 ou /# suitla loi N'(0, 1).
o} o} c

’

14—

Sur un tableur, | =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(0,11) | donne =~ —1,2265.

T - 24—y
e Deméme,P(T" >2,4)=0,09 équivauta P(T" < 2,4)=0,91 ouencorea P(—,u < —,’u) =0,91.
c o
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) VAT 42065 ,
2,4-u e . o’ U ~1,88
Le tableur donne : ——-— = 1,3408. La résolution du systeme , donne
o 2,4-u 0’ =0,39
O_/

=1,3408

a—1,88 < T'-1,88 < b-1,88
0,39 0,39 0,39
N(0,1). Oril existe une infinité de couples (o; ) tels que P(ar < z’ < B) = 0,9, car cela revient a chercher 2 réels et Btels

T'—-1,88 . .
————suitlaloi

2. a. Pla<T’ <b)=0,9 sécritencore P[ j: 0,9 ou z' =

1

que l'aire sous la courbe de Gauss, entre « et f3, soit égale a 0,9. Il existe donc une infinité de couples (a;b) tels que
P(a<T’<b)=0,9, ce quirend impossible leur détermination.

b. Les réels a et b symétriques par rapporta y” = 1,88 sont de laformea =1,88 — h etb = 1,88 + h,avec h > 0.

—h h
Recherchons h > 0 tel que :P(1,88 — h < T’ < 1,88 + h) = 0,9 soit encore P(— <z < —j =0,9

’

avecz =

’

h N
Sur un tableur, | =LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE(0,95) |donneﬁ =~ 1,645 dou h = 0,64 etdonc

3. P(T" > 2,45) = 0,07.

0,39 0,39

T -1 h
T’gsssuivant laloi N'(0,1). Cela revient a rechercher h > 0 tel que P(z’ < ﬁ) =0,95.

’

a=188—-h=124
b=188+h=2,52

La probabilité qu'une personne prise au hasard dans cette population ait un traitement anticholestérol est donc égale

a0,07.

Exercices

(1 /1. Px{4;5;6;7;8)=0

2. P25<X=<45=2="
4 2
08 _2.

3. PX>72)=

( ) 2
2
T

5. On obtiendrait en moyenne

4. Py (X>5)=

8
=6.

@ 1. T suit la loi uniforme sur [0 ; 120] si I'on exprime
la durée en minutes.

2. P(T<12)= 22 —01.
120
1

1
3. P(T>105)= > = 1 _ 0125,
120

8
1
(371221
6
1 L
2. f(x)=—e 6.
(x) 6
3. Py.4(V>6)=P(V>2) car la loi exponentielle est la
loi « sans vieillisement », ou « sans mémoire ».

@ 1. Aire rouge.

2, Aire bleue = J‘—10 5f(x) dx.

a
Aire verte = lim _[ f(x)dx.
a—+e0?1,5

3. Dans lordre «Rouge, Bleu, Vert»: P(X=<-2),
P(-0,5<X<1),P(X=1,5).

5|/a.P(0<X=<3)===0,5.
1

b. P(-0,5=X=<15)=—=—.
6 3

@ Soit T le temps d'attente, en minutes.
2
1.P(T=4)=2=04.

2. EKT)= % =3,5.

@ 1. affiche un réel au hasard dans [0; 1[.
Dol renvoie un nombre au hasard dans

[~ 2; 7[. X suit la loi uniforme sur [- 2; 7[.

2. a. P(X< 0)=§.

\NO\\UU

b. P(X =2) =

o |un

6 2
c. P(-3<X=3)=—=—.

9 3
d. x2-2x-3=(x+1)(x-3)
x2-2x-3<0&s-1<x<3

P(—1<X<3):g.

1. T suit la loi uniforme sur [1; 5[.

2. a. «t a une partie entiére égale a 3» équivaut a
«tel[3;4]».

P(3<T<4):%=0,25.

b. «t a un arrondi a 107" égal a 3» équivaut a
«2,95<t<3,05»



P(2,95<T < 3,05) = 0:

=0,025.

¢. «3estune valeur approchée deta 107" » équivaut a
«29=<t=3,1»

0,2
P2,9=T=37)= "2 =0,05.
(9 [1. P(x=270)=0.
2. P135<X <157,5= 222 - 1
360 16
45 1
3. Pazsoxeaen (2475 <X < 2925) = = = .

1. On peut modéliser I'heure d'arrivée de Paolo
par la variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur
[7,;7,75].

2 1
2. a. PX>7,5 =22 _1
0,75 3
10
b P(X<7+Ej=@ lxizg.
60 0,75 6 3 9
2
c. P(7+§<X<7+E):@=ixi=i.
60 60 0,75 30 4 40

d. P(X=7)=0.

Remarque: En repérant I'heure d'arrivée par le temps T
en minutes écoulé depuis 7 heures, on disposait d'une
loi uniforme sur [0 ; 45] plus simple a utiliser.

(11/ . P(105 < T <150 0u 255 < T < 300)

4
B s
300 300

b. P(90 < T <150 ou 240 < T =< 300).
L0 60 o,
300 300
c. PO=T=<750u150=<T =< 225)

R N
300 300

(12/1. a. P(T=20)=0.

4
b. P(T < 45)= 2 _ 0,3,
150

. P(45<T=60)= > =0,
150
60
d. P(T>90)=— =0,4.
150

2. En utilisant la formule des probabilités condition-

10
P50 <T=<60) 150
nelles : P. T<60)=——F=-2-=0,1.
T-s0( )= 50 100
150
En restreignant I'univers (loi uniforme sur [50; 150]) :

10
Proso(T<60)= — = 0,1.
T>50( ) 100

(13]1. f = 2,5e725%

Le logiciel Geogebra donne:

0 05 1 15 2 25 3
2. Calculs
12
PX<12)= jo 2,5e~25% dx

=1-e 1225 =1_¢3 = 0,95.

3
PO5S<X<3)= L (2,575 dx

=e37° —e75 =0,02.

1. P(Y > £) = 0,95 > e 2t = 0,95

& t=-0,5In(0,95).
D'ou t = 0,026.
2, t'esttelque P(Y <t)=P(T=1t")=0,5.
OrP(Y=t)=05oe2'=05<t =-0,5In(0,5)
D'ouit’=0,347.
Le nombre t’ est la médiane de la variable aléatoire .

(15 1. P(Z < 50) = 0,05 équivaut a:

1-e304=0,05, C'est-a-dire &
1
e 504 =0,05doul=— Eln 0,95

et finalementa A=0,001.
2. P(Z > 25)=e 254~ 0025~ 0,975,

1. P(D <T)=0,5 équivaut a:
1-e*T=0,5, clest-a-dire a
e*T=05dou-AT=In0,5

etfinalementa T = —1In 0,5= E
A A

2. T=30donnei= Ig—oz = 0,023.

5
—=In2
P(D>50)=e0%=¢ 3 =~0,315.

(17] 1. Comme E(X) =240, 0na A = ——.
240
2. a. P(X > 480) = e 4804 = o2 = 0,135,
b. P(X <120) = 1—- e 120A=1_ =05 =~ 0,393,
c. En utilisant la propriété de « non vieillissement »
Pyo240(X < 360) = 1= Py_5,0(X = 360) = 1 - P(X = 120)
=P(X < 120) = 0,393.
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En utilisant la formule des probabilités conditionnelles :
P(240 < X < 360
Py=40(X < 360) = P(240 = X < 360)

P(X = 240)
B @—240) _ o—3601 B e 1_e15
2401 - o1
=1-e05=0,393.

Remarque: La premiere démarche est préférable car
elle tire profit d’'une particularité de cette loi.

Soit X la durée de fonctionnement sans panne, en
heures, du moteur. X suit la loi exponentielle de para-

métre A = _ = 0,0005.
2000

P(X<10)=1-e7104 =1 -¢70005-0,005.

Remarque: Le temps de fonctionnement du moteur
avant ce vol n'intervient pas puisque sa durée de
fonctionnement est modélisée par une variable
aléatoire suivant une loi exponentielle, réputée « sans
mémoire ».

(19/1. A:%:o,t

2. a.P(T=10)=e 192 =¢""~0,368.

b. P(T<20)=1-e204=1-¢20,865.

C. P(5<T<10)=e>t-e102=e05_g10,239.

3. Prro ) (T<25)=1-Pqq5(T>25)
=1-P(T=10)
=1-e1%=1_e1<0,632.

4. mesttel que P(T =m)=0,5, soite™*=0,5

e 0Im=05

m=-101In(0,5) = 6,93.

La durée de vie médiane du monstre est d'environ

7 minutes.

1. Méthode 1

T suit une loi exponentielle. Son paramétre A est tel que
P(T > 800) = 0,45 ou encore e-8002 = 0 45,

1
Dot A = ———In(0,45) = 0,001.
800

On calcule alors P(T = 2 000) = 20004 = g-2 < 0,135,

Méthode 2

La propriété des «durée de vie sans vieillissement »

permet d'écrire: P1—;50)(T = 2000) =P(T = 800) ou
P(T = 1200 et T = 2 000)

P(T = 1200)
soit P(T = 2 000) = P(T = 800) x P(T = 1 200).
Il en résulteici: P(T = 2 000) = 0,45 x 0,30 =0,135.

encore: =P(T = 800),

21[ 1. P(X > 10) = 0,286 équivaut 3 e 194 = 0,286
dou A = —%In(0,286) ~0,125.

2. P(X<0,5)=1-e05% ~1-e00625 - 0,061,
3. P(X>8)(X >10)=P(X>2)= e 24~ @025 0,779.

@1. a. Pourt=0,

t
F(t) = [ 710e710% dx = [~ e 710 = 1—e 7100,

b. Par théoréme, F est la primitive de f: x— 710e~710x
sur [0, + o[, s'annulant pour t = 0.

D'oll F" = f et comme f> 0, F est strictement croissante
sur [0, + eo[.

c. lim F(t)=1.

t—+oo
Il s'agit, en unités d'aire, de I'aire du domaine situé entre
I'axe des abscisses et la courbe de densité de la loi
exponentielle.

d. ]

084
Ciy=1-exp-T101)

0.69

0.2

0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0.008 0009 0.01

2.a F(t)=0,5<1-e710t =0,5
In2

1
e/ -05o5t=——1In05t=—!.
710 710

A 1075 pres, t =~ 0,00098.

On retrouve par lecture graphique une valeur de t trés
lIégerement inférieure a 0,001, donc en accord avec ce
calcul.

t
3.1(t) = 71oj0 xe~710 dx.
a. Sionpose g(x)=xe’"%on a
g'(x)=e 7% - 710xe 7% d'ou
710xe™710x = e=710x _ g7(x),
Il en résulte que x — 710xe~7"% a pour primitive

1
X = _%9*710)‘ — g(x) soit encore

1
X —(x + —]e‘”ox.
710

t
Doul(t) = |- (x + i)e‘”"’(
710 )

= i — (t + ije—Tlot.
710 710

1
Onaalors lim I(t)=—.
t—>+oo 710

t 1
b. lim 710'foxe*71°’( dx = =

t—>+oo

Ce nombre est I'espérance de la variable T.
X2

@ 1. a. Pourx =0, f'(x) :%QT(— x) = —xf(x).
n

En dérivant a nouveau, on obtient pour x =0,
f/(x) == f(x) = x F(x) = (x* = 1) f(x).



b. fétant paire, sa courbe 6 est symétrique par rapport
a I'axe des ordonnées; il suffit donc d'étudier f sur
[0;+ oo[. Or, ' sannule en 0 et est négative pour x > 0.

La fonction fest donc décroissante sur[0;+ oof.
1
La tangente a ‘6 est horizontale au point B(O ; —)
9 p o
2. a. Ladroite (T) d'équation:y=f(1) (x- 1)+ f(1) est
la tangente a € au point d’abscisse 1.
b. Pourx = 0,d'(x)=f'(x)-g'(x) =f'(x) - f'(1) et

d”(x) =f"(x)= (- 1) f(x).
c. llen résulte le tableau suivant :
X 0 1 + oo
d”(x) - 0 +
do | ——o0_ ———>
d’(x) + 0 +
d(x) 0 —>
d(x) - 0 +

d. Lesigne de d(x) indique que la tangente (T)a¢ en A,
est en dessous de € sur [0; 1[ et au-dessus de 6 sur
]1;+ o<[. Le point A est donc un point d'inflexion de la
courbe €.

.n..-
&
(<]

(24/ 1. 9(t)=——te z_\/_( t)e 7
2

1 t
est de laforme ——u’eY avecu(t) = ——.
\21 ®) 2

D'oll g admet une primitive de la forme —

1
t2 \/ﬁ

1
——e 2,
21

c'est-a-dire G(t) = —

@ 1. Avecune calculatrice ou unlogiciel, on obtient :

P(X < 1,35)=0,9115
P(X >-0,35) = 0,6368
P(-1<X<1)=0,6827

2. utel que P(X < u) = 0,334 s'obtient,

par exemple sur

un tableur, par : [ =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(0,334) |

qui affiche u=-0,4288945.

Par exemple, avec Geogebra :
a.

- Calculs de probabilités =13
HEE
¥ T : T -
Distribution -
woernels ] of
Probabilités

[intervatie [»] pefo

|sxsr6
Rl i

. Calculs de probabilités

-4 2 0 2 4
Distribution
Moernelo i |
Probabilités
[2 gauche (¥ Pexx[pst |y= [0.994 |

. Calculs de probabilités

4

| o |

Distribution
Woyeme[;
Probabilités

[aarote v p([o7s

|sx)=[02265 |
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- Calculs de probabilites

a 2 0 2 4
Distribution el
Probabilités

[intervatte (| p([-0.4
=12 ]

|sxs<[oa

3

)= 03108
|

@ Par exemple avec une calculatrice :
a. P(0 = X=x)=0,4236 équivaut a

P(X < x) - P(X < 0) = 0,4236, soit

P(X < x)=0,4236 + 0,5=10,9236.

W TEXAS INSTRUMENTS TI-83 PlUS.ﬁf‘

FracHormaleid, 32
55:H, 1)
1.429718937)

d'oli x = 1,43.

CASIO

GRAPH 35+

InvMormChoBE, 7967, 1,82
A.8298917319

mn

d'oux=0,83.

c. P(X=x)=0,0655 équivaut a P(X < x) =0,9345
on obtientx=1,51.

d. P(x<X=2)=0,1équivaut a
P(X<2)-P(X<x)=0,1,s0itP(X<x)=P(X=<2)-0,1.
OrP(X=2)=0,9772 dou

P(X < x)=0,8772 quidonne x=1,16.

a. P(S<s;)=0,05donnes; =-1,64.

Par symétrie de la courbe de Gauss, P(S>s5)=0,05
donne s; = 1,64.

b. P(S <s,)=0,20donne s, = - 0,84 et donc s, = 0,84.
c. Biensar,s3=0.

X;—9
1. a Z2,="1—27,=X,-75.
b. Par propriété, E(Z,) =E(Z,) =0 o(Z;)=0(Z,) =1.
2. a. «P(X,=10,5)= P(Z1 > 105 9): P(Z,=1).
o P(X, =9)=P(Z,=9-75)=P(Z,=15).
Avec une calculatrice ou un logiciel, on obtient :
P(X; =10,5)=~0,159 P(X, = 9) = 0,067

’

Pour un étudiant pris au hasard ayant composé au
partiel blanc puis au partiel, il est plus de 2 fois plus
probable qu'il obtienne au moins 10,5 au partiel blanc,
qu’au moins 9 au partiel.

b. Relativement a ses camarades, on peut considérer
que Max est mieux placé au partiel qu'au partiel blanc;
en effet, avec 10,5, il fait partie des 7 % des éleves ayant
le mieux réussi, alors qu’avec 9 au partiel, il fait partie
des 16 % des éléves ayant le mieux réussi.

Max peut donc considérer avoir progressé.

1. M*:M—750

15
2. a. P(M > 765) = P(M* > 1) = 0,159.
b. P(M < 720) = P(M* < —2) = 0,023.

suit la loi normale N'(0, 1).

4
. P(730 <M <775)= P(—g <M* < g) ~0,861.

3. On cherche u’ tel que:
P(M > 765) < 0,02, soit encore
P(M* > 76517;“) < 0,02, soit

P(M* = Mj = 0,98.
15
A l'aide d’une calculatrice ou d’un logiciel, on obtient :
P(M* < t) = 0,98 lorsque t = 2,05.
D'ou P(M*<t)=0,98 lorsque t = 2,05, c'est-a-dire
lorsque 76517;#, = 2,05, ou encore lorsque y’ < 734.
@ 1. Avec une calculatrice ou un logiciel :
a. P(X=<0)=0,0013.
b. P(—1< X < 2) = 0,1586.
c. P(X=6)=0,013.
d. P(4 <X <7)=0,1586.
2. On conjecture:
PX<0)=P(X=6)etP(-1=<X<2)=P4=<X<7).
Preuve : X suivant une loi normale de moyenne u =3, la
courbe de la densité de la loi de X admet pour axe de
symétrie la droite A d’équation x = 3.
PX<0)=P(X<pu-3)
Com
{P(XB 6)=P(X < 1 +3)
onabienP(X < 0)=P(X = 6).
P1<SX<2)=P(u-4<X<pu-1
Comme
{P(4sx<7)=P(u+1sXsu+4)
[u-4; u-11 et [u+1; u+4] sont symétriques par
rapport a y, 'égalité est établie.

et que

@ On cherche a se ramener systématiquement a
P(X =< a) = k avant d'obtenir g a I'aide d’une calculatrice

ou d'un logiciel.
a. P(X=<a)=0,4013 donne a = 6,90.



b. P(6 < X < a) = 0,2475 équivaut a

P(X < a) - P(X < 6) = 0,2475.

Or P(X<6)=0,15866 dol P(X<a)=0,40616 qui
donne a=6,92.

¢. P(X=a)=0,9600 équivaut a P(X < a)= 0,04, d'ou
a=5,10.

d. P(a < X=<5,5) = 0,0244 équivaut a

P(X < 5,5)— P(X < a) = 0,0244.

OrP(X < 5,5) = 0,0783 d'ou

P(X < a) = 0,0783 — 0,0244

P(X < a) = 0,0539 qui donne a = 5,27.

(33/1. P(165 < X < 180) = 0,64308.
P(165 < X < 180)
P(X > 165)

X suit la loi normale N'(32,5 ; 4,52)

Y suit la loi normale N'(38 ; 22)

1. S'il part a 7 h 15, l'étudiant dispose de 45 minutes
pour se rendre a l'université.

P(X < 45) = 0,9973 et P(Y < 45) = 0,9998.

Quelque soit le trajet choisi, I’étudiant sera a I'heure
avec une probabilité trés voisine de 1.

2. P15 (X < 180) = ~0,73942.

Le trajet sur autoroute peut cependant étre conseillé
carP(Y =< 45) > P(X < 45).

2. S'il part a 7 h 30, I'étudiant dispose de 30 minutes
pour se rendre a l'université.

P(X < 30) = 0,28926 et P(Y < 30)~3,17x1075.
Quelque soit le trajet, I'étudiant a « peu de chances »
d‘étre a I'heure.

Comme P(X < 30) > P(Y =< 30), c’est le trajet sur route

qui doit étre ici conseillé.

@ Soit X la variable aléatoire modélisant I'age « des
premiers mots » chez un enfant pris au hasard dans la
population. X suit la loi normale N'(11,5; 3,22).

1. a. P(X < 10) = 0,3196.

b. P(X >18) = 0,0211.

¢ P(11<X=<12)=0,1242.

2. On cherche a tel que P(X=a) < 0,25 ou encore
P(X < a)>0,75.

Le nombre a tel queP(X < a) = 0,75 esta= 13,66.
D'ouP(X < a) > 0,75 est satisfait lorsque a > 13,66.

A partir de 13 mois et 20 jours, environ, la probabilité
gu'un enfant de cet dge n‘ait pas encore prononcé ses
premiers mots est inférieur a 0,25.

1. T suit la loi normale N'(3; 0,752).

a. P(T <2)=0,0912.
b. P(T > 3,5) = 0,2525.

c. P(1,75<T<3,75) = 0,7936.
2. ¢ On peut remarquer queP(T < 0) =04 10 prés.

Dans ce modele, I'événement «T prend des valeurs
positives » est donc quasi-certain.

e Sur un tableur, par exemple, on obtient a; par
I'instruction [ =LOLNORMALE.INVERSE(0,25;3:0,75) | qui affiche
a,;=2,5.

e P(a; < T<ay)=0,25équivauta
P(T<a,)-P(T<a;)=0,25 soita P(T<a,)=0,5
doua,=3.

e P(T >a3) = 0,25 équivaut aP(T < a;) = 0,75.

Le tableur donne a3 = 3,5.

Ce résultat pouvait aussi étre obtenu a partir de a,, par
symétrie par rapport a 3.

Interprétation : selon ce modele, la probabilité qu'une
personne prise au hasard regarde la télévision chaque
jour en moyenne :

1) moins de 2,5 heures

2) entre 2,5 heures et 3 heures
3) entre 3 heures et 3,5 heures
4) plus de 3,5 heures

est la méme et vaut 0,25.

(37/1. Xsuitlaloi N(19; 32).

a. P(X<15)=0,09.

b. On cherche ttel queP(X <t)=0,9.

Une calculatrice ou un logiciel donne P(X<t)=10,9
pour t=22,84 dou P(X<t)=0,9 est vérifié pour
t=22,84.

Si Lisa accepte une attente de 23 minutes, ce délai sera
respecté avec une probabilité supérieure a 0,9.

2. Y suit la loi normale N'(u; 72).

a. On donne P(Y >8)=0,97725 qui équivaut a
P(Y = 8) = 0,02275 ou encore

P(Y_Tu < S—T,u) =0,02275 avec Z = Y—TH qui suit

laloi N'(0;1).
OrP(Z = z)=0,02275 lorsque z= - 2.
D'ou S—TH =-2etdoncu=22.

3. Avec X suivant la loi N'(19; 32)

P(X <10) = 0,001.

Avec Y suivant la loi N'(22; 72)

P(Y <10) = 0,043.

Lisa devrait faire appel a la société Green-Taxi, car obtenir

un taxi dans les 10 minutes est moins improbable avec
cette société qu'avec Blue-Taxi.

Chapitre 13. Lois a densité 13
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On pourra toutefois remarquer que quelle que soit la
société choisie, Lisa a bien peu de chances d’avoir son
train!

1. Ensupposantque le prélévement des 600 pieds
observés se fait avec remise, X suit la loi binomiale

PB(600; 0,4).

a. E(X)=600x 0,4 = 240.

0(X)=+/600% 0,4 x 0,6 =12.

b. P(240 < X < 252) = P(X < 251) — P(X < 240) = 0,313.
P(X = 232) = 1—P(X < 232) = 1- P(X < 231) = 0,760.
P(X < 264) = 0,979.

2. Y suit la loi normale N (240 ; 122).

a. On obtient:

e P(240 <Y < 252) = 0,341

ouencoreP(241=<Y =< 251) = 0,287

o P(X =232)=0,748

o P(X < 264) = 0,977.

b. Les probabilités obtenues dans I'un et I'autre modele
sont assez voisines.

Remarque : L'approximation est encore meilleure si I'on
calcule

P(240,5 <Y < 251,5) = 0,314
P(X = 231,5) = 0,761
P(X < 264,5) = 0,979.

1. P(200 - 30t < X < 200 + 30¢) = 0,4 équivaut 3
P(—t <X=200 t)= 0,4 (*)
30

D’aprés le théoréme 2 page 408, il existe un unique réel
t tel que I'égalité (*) se produise.

2. Déterminationdet:

5 - X=200

suivant la loi normale N(0; 1),

P(-t=Z=<t)=0,4équivauta2P(Z<t)-1=0,4
d’apres une conséquence de la Propriété 4 page 406.
OnaalorsP(Z <t)=0,7 dout=0,5244.

(40/1. a. 068 b. 0,95 c. 0997

Voir Conséquences du théoréme 2 page 408.
2. .P(u—o-sxs#+o-)=P(—1sﬂ<1)
c

=P(-1=Z=<1)=2P(Z=<1)-1=0,683.

e P(U-20=X=su+20)=P(-2=2<2)
=2P(Z=<2)-1=0,954

e P(U-30=X=spu+30)=P(-3=2=<3)
=2P(Z=<3)-1=0,9973

Posons Z = X_—u Zsuitlaloi N(0; 1).

o

1. a. P(,u<X<u+10'j:P(O<X_—'u<lj
2 o 2

:P(Z<%j—P(Z<0):0,691—0,5z0,191.
b. PX>pu+0)=P(Z>1)=1-P(Z=<1)=0,159.
1 1 1
2. a.PIX-ul=—-0o|=P|l-—0<X-u<-o
O 4 2] (2 K 2)
1 1 1
P(—7<Z<fj=2P(Z<f)—1s0,383.
2 2 2

b. P(X - u|>0)=1-P(X - u|< o)
=1-P(-o<X-pu<o0)=1-P-1<Z<1)
=2P(Z=1)=2P(Z<-1)=0,317.

Remarque : On pourra observer que les probabilités

obtenues en question 2. sont les doubles de celles
obtenues en question 1.

1. Soit X la variable aléatoire modélisant la taille
d’une sentinelle prise au hasard dans la caserne.

X suit la loi normale N (175 ; 7).

La question peut se traduire par la recherche du plus
petite réel t tel que P(X < t) = 0,99.

2. Une calculatrice ou un logiciel donne t = 191,28.

En construisant une guérite de hauteur 191,3cm on
permettrait a environ 99 % des sentinelles de la caserne
de s’y tenir debout.

43 [ 1. a. P(X >53500) = 1- P(X < 53500) = 0,191.
b. P(X < 42 000) = 0,023.
c. P(50000 < X <54 000) = 0,341.
2. On cherche le plus grand entier N tel que
P(X < N) < 0,02.

OrP(X < x) = 0,02 donne x = 41 785,004.

On aura doncP(X < N) < 0,02 pour N < 41 785.
L'entreprise pourra proposer une garantie de 41 785 km.

1. X, suitlaloi N(5; 12).
X, suit la loi N'(4; 0,82).

a. P(X,>5)=0,5

P(X, >5) = 0,106

b. P(X, < 3,5) = 0,067

P(X, < 3,5) = 0,266

2. a. P(X, <5)=0,9

b. P(X, < 5) = 0,894

L'objectif, ainsi traduit en terme de probabilité, n'a pas
été (totalement) atteint.

1. Soit X la variable aléatoire modélisant le QI
d’une personne adulte prise au hasard dans la popula-
tion mondiale.



On cherche xtel queP(X = x) = 0,010uP(X < x) = 0,99.
On obtient x = 134,9.

C'est avec un Ql au moins égal a 135 que l'on peut
estimer faire partie des 1 % de la population ayant le
plus grand Ql.

2. On cherche un réel positif t tel que
P(u-t<X<u+t)=0,9

X-100 t ]

ou encoreP —L< <—1=0,9
15 15 15

avecZ = 0 suivantlaloi N'(0; 1).

t

Or P(—L <Z< ): 2 P(Z < %)— 1d'oularecherche

15 15
de ttel que:

2P(Z<Lj—1=0,9
15

P(Z < ij — 0,95,
15

Une calculatrice ou un logiciel donne LS = 1,645 d'ou
t=24,675. 15

En prenant t=25, un intervalle centré sur 100
comprenant environ 90% des QI de la population
mondiale en 1 =[100 - 25; 100 + 25], soit | = [75; 125].

La durée d'une grossesse chez une femme est
modélisée par une variable aléatoire D suivant une loi
normale N'(266 ; 162).

1. P(D < 242) = 0,067.

2. a. Oncherche ttelqueP(D <t)=0,2.

On obtient t = 252,53.

20 % environ des grossesses durent moins de 253 jours.
b. On cherche t’ tel que P(D <t”) = 0,95.

On obtient t’ = 292,31.

95 % environ des grossesses durent moins de 292 jours.

(47/1. a. PQA-t<X=24+1)=0,9
X—24
équivautéP(—£$7s£): 0,9
37 3 3

suivant laloi N'(0; 1).

3
OrP|l—-—=Z7Z<= %) = 0,9 s'écrit encore

ZP(Z < %)—1: 0,9 soit

P(Z S %j = 0,95 qui donneg = 1,6448, t = 4,93.

b. Lintervalle cherché est donc
[24-4,93;24 +4,93] =[19,07; 28,93].
Le partage en trois de l'intervalle conduit a :

O o 6 ® 6
19:07 22:36 25:65 28:93
2. P(X <19,07) = 0,05
P(19,07 < X < 22,36) = 0,24
P(22,36 < X < 25,65) = 0,42
P(25,65 < X < 28,93) = 0,24
P(X > 28,93) = 0,05.

Le fabricant pourra prévoir de répartir sa production
ainsi :

taille 1 2 3 4 5
part de production| 5% [24% [42% |24% | 5%

(48[a. T=3 b.T<025 c 2<T<25

d.2—i<T$2,soit§<Ts2.
12 12

(49 a. Pr_yy(T=32)=P(T=7)

b. Py_so(T = 25) = 1- Py_so (T < 25)

P(T=50etT<25)
P(T = 50)

_,_Pa<25)

P(T <50)
C. Pro3 (T <50)=1-Pr_3,(T > 50)

=1-P(T >18)
=P(T<18).
P(T < 25)
P(T<32)

1. E,s est I'événement :|A — u| = 250,

AZH - 55 ouz= 2K
O o

=1

d. P, (T<25)=

c'est-a-dire :

suitlaloi N'(0; 1).
P(Z| = 25) = 1-P(|Z] < 25)=1-P(- 25 < Z < 25)
=2P(Z > 25)=2(1-P(Z < 25)).

Sur une calculatrice ou un tableur, on obtient une
approximation égale a 0.
Sans étre «impossible », I€vénement E,; a une proba-
bilité quasi nulle de se produire.
2. P(E5)=P(Z|=5)=2P(Z > 5)

=2-2P(Z<5)=57%x107.
P(E¢) =P(|Z| = 6) = 2x10°.

1

— = 2,1%x1077.
13000 x 365

L'’énonce donne P(E;) =
1
PEg)= ———F—
e) = 4705 x 365
Si leur ordre de grandeur parait convenable, les proba-
bilités données dans I'énoncé ne coincident pas avec
celles calculées précédemment.

~6,8%x10710,

Chapitre 13. Lois a densité 15
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@ e Si X suit la loi N(0; 1), on obtient, par exemple
sur une calculatrice :

P(X = 6) ~ 9,86587645 x 1010

P(X = 10) =~ 7,619853024 x 10~24

e SiX’suitlaloi N'(0; 1, 12), on obtient :

P(X’ = 6) = 2,454913754 x 1078
P(X’ =10) = 4,910718399 x 10~20
P(X'=6)-P(X=6)

Le calcul de 24
P(X = 6)
' = - =
ctde PX =10 -PX=10)
P(X = 10)

montre que l'augmentation de 10 % de l'écart-type a
induit une différence de l'ordre de 2400% pour
I'événement «six sigmas» et de 644400% pour
I'événement « dix sigmas ».

L'affirmation est donc exacte, en tenant compte de
I'arrondi effectué.

52| 1. P(1<Xs3):§:0,25

!
2. E(X)=+T9=5

3. P(X=5)=0

(531 Pa= Y =3)= [ 0,2e02x dx = [-e02 T,

=e 0206 ~0,27.
1
2. E(Y)=——=5.
(Y) 0.2

3. P(Y >2)=e02x2 = 04 = 0,67.

(54/1. P—1=Z=<17)=0,68.

1-P(-1<Z<1
2.P(Z>1)=%
3. P(-2<Z<2)=~ 0,95

(55/1. a. P35 < T < 65)
=P(u-30c<T<u+30)

~ 0,9973.
b. P(T = 65) = 0,0013.

2. P(T<t)=0,25.

Sur un tableur, | =LOLNORMALE.INVERSE(0,25;50;5) | donne

t=46,628.
@ Réponse a.

Réponse b.
2. Réponses b. et c.

@ 1. Réponse c.
1. Réponse c.

2. Réponses a, d.

= 0,16.

3. Réponses b, ¢, d.

Faux P(T =30) = 0.
(61 Vrai P(T <180)= 120 — 0,6

300

(62 Faux P(T >100) = 220 - 2
300

3

Faux P(T<t)= te*X dx.
T=0=];

(64] vrai P(x=1)=1- [ e~ dx:1—(1_%):l.
Faux P(X=2)=e2

P(X=5)=e etP(X=10)=e 10, 0ore2xe>ze 10,

@ Faux.

Tsuitlaloi N(O; 1).

Vrai.

P(TBE): P(ﬁsz)
o c o

=P(X<12)=1-P(X>12)
C1-P(8=X<12) _1+0,6 _
2 2

=1

Vrai.

2 2
P(T S f) = 0,8 donne — = 0,842
o o

0,8

doluo= 2 = 2,375.
0,842

’

Evaluer ses capacités

(69 1. P(T>30)=%.

1
.

1
3. P(T>300uT<10):5+

(70]1. E(X):}lzwo.

k
2. PX=<k)= J.o 0,01e-0.01x gy = 1 0,07k,

2. P(T<10)=

o=

3. P(X = 40) = e 04 = 0,670.

60
P(40 < X < 60) = j 0,01e~0.01% dy

40

=e 04 _e06<0,122.
P(40 <X < 60) 0,122
P(X>40) 0,670
b. Py (X < 60) = 1—P,_,o(X > 60) = 1— P(X > 20)
= P(X < 20) = 0,181.

4. a. P ,0(X=<60)= ~0,181,

(71/1. a. «P(X <80)= 0,369

e P(Y=<65)=0,867

e P(X<80etY<65)=

P(X =< 80) x P(Y < 65) = 0,320 car les événements

«X <80»et«Y = 65»sontindépendants.

b. P(non(X <80 etY =< 65))=1-0,320=0,680.

2. On cherche les plus petits entiers x et y tels que
P(X > x) < 0,05 etP(Y > y) < 0,05.



e Comme P(X > x)=0,05 ou encore P(X= x)=0,95
est vérifié pour x = 109,7.

L'entreprise doit disposer d’'un stock de 110 meubles
M;.

e Comme P(Y > y)=0,05 ou encore P(Y < y)=0,95
est vérifié pour y = 69,8.

Lentreprise doit disposer d'un stock de 70 meubles M,

72 | a. Si X suit la loi uniforme sur [0; a] avec a > 5,
P(X < 5) = 0,4 équivaut a £ 0,4 d'olia = 2 _125.
a 0,4

[

b. Si X suit la loi €(A) P(X<5)=0,4 équivaut a
1-e54=0,4soite*=0,6.

A= —%In(0,6) d'ou A=0,102.

c. Si X suit une loi normale de moyenne u =6,
P(X<5)=0,4 équivaut a P(ﬁ < ;1) =0,4 avec
c c

X
Z= 6 suivant laloi N'(0; 1).
c

1 1
Or P(Z < ——j = 0,4 est vérifié pour — — = —0,253 soit
o c

o= 3,95.

d. Si X suit une loi normale d'‘écart-type o= 2,
P(X<5)=0,4 équivaut 2 P(X_T# < 5_7”‘) -0,4
avecT = X-p suivant laloi N'(0; 1).

2
Or P(T = S_T“j = 0,4 est vérifié pour
5-4

2 =~—0,253 d'ou u=5,51.

APPROFONDISSEMENT

@1. a. e CommeO0O=<U<1,0nal-U>0etdonc
In(1 - U) est bien définie.
e Quand U décrit [0; 1[, 1 - U décrit 10; 1] et In(1 - V)
prend ses valeurs dans ]- e ; 0].

1
Dou T= —;lln(1 —U) prend bien ses valeurs dans

[0; +ool.
b. Pourt=0,

PT<t)= P(—%Inﬂ -U)= t): P(n(1-U) = - At)

=P(1-U=e M)=PU=<1-e )

Comme U suit la loi uniforme sur [0; 1],
1—e M

P(T = t’) = =1- e*lf.
c. Pourt=0,F(t)= _[(;f(x)dx =P(T<t)

Dou F(t)=1—e A,

Comme F est la primitive de fs'annulant pour t = 0, 0n a,
pour t = 0, F’(t) = f(t) et donc f(t) = le X,
OnendéduitqueT suitlaloiexponentielle de parametre
Asur[0; + o[

2. o U= ALEA() suit la fonction uniforme sur [0 ; 1[.

e T, =-0,125%In(1 - U) suit la loi exponentielle de

parametre A = ——— =
0,125

T, simule donc le tirage au hasard d'un nombre dans
[0; + oo selon cette loi.

¢ T, =-0,125*In(U) n'est pas définie lorsque U prend la
valeur 0.

T, prend ses valeurs dans ]0 ; + o[ et simule le tirage au
hasard d'un nombre dans cet intervalle selon la loi
uniforme de paramétre 1= 8.

Comme P(T;=0)=P(U=0)=0, on peut considérer
que T, et T, simulent de la méme facon le tirage au
hasard d’un réel selon la loi exponentielle de paramétre
A=8.

3. Linstruction [ ==0,005*In(1-ALEA() | ou [ ==0,005*In(ALEA() |
d'un tableur simule la réalisation d'une variable aléa-

toire de loi exponentielle de paramétre
1

A= ———=1200.
0,005

Voici une série de 10 valeurs ainsi obtenues :
réalisation1 | 0,01379291
réalisation 2 | 0,00442211
réalisation 3 | 0,00152492
réalisation4 | 0,00160623
réalisation5 | 0,00230765
réalisation 6 | 0,00107045
réalisation 7 | 0,00118653
réalisation 8 | 0,00363317
réalisation9 | 0,00036348
réalisation 10 | 0,00017155

Soit T la variable aléatoire modélisant le temps
écoulé, en heures, entre 13 h et I'instant ou Théo quitte
son domicile. T suit la loi uniforme sur [0 ; 1].

L'heure alaquelle Théo parvient au lieu de rendez-vous est
donné par la variable aléatoire 13+ T+T+0,5=2T+ 13,5.

a. P2T +13,5 < 15,25)=P(T < 0,875) = 0,875.
b. P(2T +13,5=15)=P(T = 0,75) = 0.

C. P(ZT +13,5>15,25+ %)z P(T =0,95)=0,05.

d. P(]4+E<2T+13,5<15+£)
60 60

=P(14,9 < 2T +13,5 < 15,1)
=P(0,7<T<0,8)=0,1.

Chapitre 13. Lois a densité
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@ 18 minutes 42 minutes

S B
| |
T 1

30 100 km

o>

1. Xsuit la loi uniforme sur [0; 100].
30—-X

e SiI0=X=30,T= X 60 = 0,6(30 — X)

(en minutes) et donc 0 <T < 18 (en minutes)
X-30

e Si30=X=<100,T= x 60 = 0,6(X —30)

(en minutes) etdonc 0 <T < 42.
T prend donc ses valeurs dans | = [0 ; 42].
2,¢P(T>30)?
«T>30» se réalise lorsque I'accident se produit sur le
segment [SB], pour X tel que 0,6(X — 30) > 30,
c'est-a-dire X > 80.
Dot P(T > 30) = P(X > 80) = 100-80 _ 0,2.
100

e P(T>9)?
«T>9»seréalise:
- soit lorsque I'accident se produit sur le segment [AS],
avec dans ce cas X tel que 0,6(30 - X) > 9, c'est-a-dire
X< 15.
- soit lorsque l'accident se produit sur le segment [SB],
avec dans ce cas X tel que 0,6(X -30) > 9, c'est-a-dire
X > 45,
D'ouP(T > 9) = P(X < 15) + P(X > 45)

_ 15 10045

= + =0,7.
100 100
3. P(T>t)pourte[0;42]?

e Si t>18, l'événement «T>t» se réalise lorsque
I'accident survient sur [SB] avec X tel que 0,6(X — 30) > t,

c'est-a-dire X > 01;6 + 30, ou encore X > gt +30.

’

D’oUsit>18,P(T>t)=P(X>§t+30)

5
100-|=
00 (3t+30)_210_5t

100 300
Remarque : On peut vérifier que P(T > 42) = 0 et retrou-
ver que P(T >30)=0,2.

o Sit=< 18, I'événement «T >t » se réalise :

- soit lorsque l'accident survient sur [SB] avec X tel que
0,6(X - 30) > t, C'est-a-dire X > gt +30.

- soit lorsque lI'accident survient sur [AS] avec X tel que
0,6(30 - X) > t, c'est-a-dire X < 30 — %t.

Dousit=18,

P(T>t)=P(X>§t+30j+P(X<30—§t)

5 5
100 —| =t +30 _z
Greso) 02

100 100 30°
Remarque .on peut retrouver que

P(T>9)=1- 2 =0,7.
30

4. T ne suit pas la loi uniforme sur [0 ; 42].
En effet, on devrait avoir :
42 -
P(T>9)= 9.3 P(T >30) =
2 A 42 7
alorsquel'ona:P(T>9)=0,7etP(T >30)=0,2.

X suit la loi (3,4 ; 0,252)

Y suit la loi N'(3,2 ; 0,252)
1. On cherche x tel que
P(-x<X-3,4<x)=0,5

42-30 2

-3,4
avecZ = 3.4 _ 4(X - 3,5) suivantlaloi N'(0; 1).
0,25
Mais P(—L <7< L) =05
0,25 0,25

équivaut a2 P(Z S Lj -1=0,5

0,25
soit P(Z < 4x)=0,75.
Une calculatrice ou un logiciel donne 4x= 0,674 soit
x=0,169.
Interprétation: La probabilité que le poids d'un
nouveau-né garcon ne s‘écarte pas de sa moyenne
3,4 kg de plus de 170 grammes est égale a 0,5.
2. a. P(X>3,6)= 0,212 et P(Y > 3,6) = 0,055.
Notons F I'événement « le nouveau-né est une fille » et
E I'événement « le nouveau-né pése plus de 3,6 kg ».
On peut alors illustrer la situation par I'arbre pondéré
suivant :
E

0,055
F
0,4
0945 N F
0,212 E
06 _
F
7 —
0,788 3

P(E) = P(F)P-(E) + P(F)P:(E) = 0,4 X 0,055 + 0,6 X 0,212
=0,149.

b. On cherche P (F) = PENP) _0.4x0,055

P(E) 0,149

(77]1. a. P(X>190) = 0,159

b. P(Y > 180) =~ 0,748

2. Notons E l'événement «l'adhérent a un score

dépassant de 20 cm la moyenne de sa catégorie » et F
I'événement « I'adhérent est une fille ».

= 0,148.



P(E) = P(ENF) +P(E N F) = P(F) + P(E) + P(F)P=(E) {P(X <082)=02, . .
équivaut a

=0,4P(X >190) + 0,6P(Y > 180) P(X>0,98)=0,3

~0,4%0,159+0,6 x 0,748 p(x—#<0r82—#):0,2

~0,512. o o

(Xt 0=
. X suit la loi exponentielle de paramétre 1= 0,08. o o
1. a. P(1< X< 5)=e7008 _ =04 < 0,253, avecZ = 2= giivant la loi N(0; 1).
(o2
— 0,16 _
b. P(X>2)=¢e ; ~0),(852. e . P(Z<t)=0,2 t=-0,8416
0,16 _ -0, r onne .
€ Py ,(X<4)= (i(; ;)4) =2 01‘36 ~0,148. P(Z<t)=0,3 t’ = —0,5244
> e
0,82—u
ou mieux:Py,(X<4)=1-P,_,(X=4)=1-P(X=2) T -0,8416 (1)
=P(X<2)=1-e016 ~ 0,148 Doulesysteme ) og
- 2ETH 05244 (2)
2. On cherche le plus grand nombre t > 0 tel que o
P(X < t) < 0,01, soit 1 - e-0%8t < 0,01 0821 _ 48416 (1)
(o2

e 0085099 5t > 0_—018|n(0,99) &1>0,126. soit

’

=0,3172 2)-(1)
La probabilité de manquer un signal reste inférieure a
; PR Cfu =1,244
0,01 tant que la lecture du journal n'excéde pas soit
0,126 heures, soit 7,5 minutes environ. o=0,504

1. P(8,45 < X < 8,70) = 0,9759

P(5,07 <Y < 5,33) = 0,9907 PROBLEMES

2. a. P(8,45<X<8,70et5,04 <Y <5,33) = 0,9668,

en raison de I'indépendance des 2 substances. .A a. P(X <17,50) = 17,50-10 _7,5 _ 0,3.

La probabilité qu'une pilule soit « hors-normes» est 25

donc environ 1-0,9668 = 0,0332. b. PI9<X=<27)= 27 - 19 E =0,32.

Le pourcentage de telles pilules pourrait étre de l'ordre 2 2

de 3 %. B. 1. Y prend ses valeurs dans ]0; 5].

b. Le procédé de fabrication doit donc étre remis en Exemples

question. demandé 10 11,25 | 14,85 | 14,99 15
payé 15 15 15 15 20

Si X est la variable aléatoire modélisant le poids pourboire 5 3,75 | 0,15 | 0,01 5

net de fleur de sel.

1. X suit la loi normale N'(201,6 ; 0,92). 2. a. P(Y <N =P(19<X<200u24 <X<25)

20-19 25-24 1
= + =

27-19 27-19 4’

P(X < 200) = 0,038
2. On recherche p tel que P(X < 200) < 0,03 qui sécrit

3
X— 1 200— b. P(Y <2)=P(19<X<200u23<X<25)=".
encore : P(—u < Mj < 0,03, 8
0,9 0,9 1
X— c. P(Y>3)=P20<X<220u25<X<27)=—.
avecZ = suivantla loi N'(0; 1). 2
! 1
Or P(Z<z)=0,03 est vérifié pour z~-1,881 dou d. P(Y>4)=P(20 <X <2lou25<X<26)=".

P(Z < 208_”j =< 0,03 pour 2087;# = —1,881, soit 3.a. P(Y=2)=P(13=X<150u18=<X<20

,U>2017, ' ou23=<X<250u28<X<30
' ou 33 <X < 35)
2 2
81| Soit X |a variable aléatoire modélisant la glycémie =5x E - =0,4.

d'un individu pris au hasard dans cette population.
b. ¢ Pour t€]0; 5], P(Y<1t) = P(15-t<X<15 ou

. . L o
X suit une loi normale N(u; 0°). 20-t<X<200u25-t<X<250u30-t<X<300u
On cherche u et o tels que: P(X<0,82)=0,2 et t ot

< = —_—=—
POt 088) =05 35-t=X<35)=5x =

Chapitre 13. Lois a densité 19
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e Pourt=0,P(Y <0)=P(Y =0)=0.
D'ou, en réunissant les deux cas :

t
pourte[0;5],P(Y<t)= B

Sifa; bl c[0;5],P(Y ela;b))=P(Y<b)-P(Y<a)
b a _ b—a

5 5 5
Y suit donc bien une loi uniforme.

1
1. a P(T<1)= j;%e‘? dt

4] et
=|—-e 3 0:1—e 3 =0,283.
2

b. P(T>2)=1-P(T<2)=e 3 =0,513.

2
2. a.P(T<2)=1-e 3 =~0,487 d'ou p ~ 0,487.
b. Lorsqu’on répete 50 fois I'épreuve ou la Diva quitte
l'opéra Bastille, la variable aléatoire X qui compte les
succés « Retour en métro » dont la probabilité est p, suit
la loi binomiale (50 ; p).
E(X) = 50p = 24,35.
¢ Y=1X+10(50 - X)
Y =-9X+500.
X prenant pour valeurs:0, 1, 2, ..., 50.
Y prend pour valeurs : 500, 491, 482, ..., 50.
C'est-a-dire 500 - 9k, ou k est entier, 0 < k < 50.
La loi de probabilité de Y est donnée, pour k entier,
0 =< k=50, par:
P(Y =500 — 9k) = P(X = k)

50
- k 50—k
[k Jp (1—p)>°=K

CommeY =-9X+ 500,
E(Y)=-9E(X) + 500 = - 9 x 24,35 + 500 = 280,85 euros.

A. 1. a. N prend pour valeurs tous les entiers non
nuls.

1
b. PN=1)= —
N=D=%

PIN=2)= = x—-
1010

k-1
P(N:k):(ij x -
10 10

n 9 k-1 1
c oP(NSn)zZ(ﬁ] X5

k=1
Cela revient a sommer les n premiers termes de la suite
n—-1
1
éométrique (u,) avecu, =|— X —.
9 q n n (1 0) 10

n

o

D'ot PN=n)=—x——2

00,9

10
soit PIN=<n)=1-(0,9)".

e D'ol P(N>n)=(0,9)".
e lim PIN>n)= Ilim 0,9"=0.

n—+co n—+oo
La probabilité que l'obtention de la boule rouge
nécessite n tirages est aussi proche de 0 que l'on veut,
pour n suffisamment grand.
2. Pour k eN¥*, chaque rectangle R, a pour base
[k—1;kl,_; et pour hauteur P, = P(N = k) = 0,9¥"" x 0,1.
3. a. Lairede R, estégalea 1x P, =0,9"x0,1.
b. P(N<5) correspond a la somme des aires des
rectangles R; aR;.

5
P(N<5)=0,9"x0,1=1-0,9° = 0,4095.
k=1

De méme:
20

P10 <N=<20)= ) Aire (Ry)
k=11

=P(N<20)-P(N<10)
=(1-0,920)-(1-0,9')
=0,910-0,920~0,2271.
P(N>25)= ) Aire (R;)

k=26
=1-P(N < 25)
=0,9%5=0,718.

B. 1. Lafonction de densité d’une loi exponentielle de
parameétre A est donnée par :

f(x) = Ae™™, pour x € [0 ; + ool.

f(0)=0,1 = A=0,1.

2. a. On observe que l'ajustement de I'histogramme
par la courbe de f est satisfaisant.

¢. Les valeurs de «Aire,Courbe » et de «AireHisto»
sont assez proches, pour une méme valeur de t.

3. a. l(n)= J.0n0,1e‘°'1x dx=[- e‘O'”]g =1-e0nn

On avait obtenuP(N < n)=1-0,9".

En écrivant I(n)=1-e %" =1—-(e%7)" et en remar-
quant que e %'=0,9048, on conforte lidée que
I(n) = J:f(x)dx peut étre pris comme approximation
deP(N < n).

b. ¢ P(N < 5) peut étre approché par:
I(5) = josf(x) dx=1-e015<0,3935.

¢ P(10 < N < 20) = P(N < 20) — P(N < 10)
approché par:

120) - 1(10) = Lzoof(x) dx = e"01x10 _ -0,1x20 _ 9 935,

peut étre

e P(N>25)=1-P(N = 25) peut étre approché par:
25
1-125)=1- jo f(x)dx =e 0125~ 0,0821.

c. aire histogramme | aire sous courbe |écart(h-c)
P(N<=5) 0,4095 0,3935 0,0160
P(10<N<=20) 0,2271 0,2325 -0,0054
P(N>25) 0,0718 0,0821 -0,0103




Les calculs de ces trois probabilités effectués a partir de
I'histogramme puis a partir de la courbe de densité de
la loi exponentielle fournissent des résultats tres voisins.

1. a. Lalgorithme fait appel 12 fois a la fonction
random.

b. En sortie d’algorithme, la variable x est la somme de
12 réalisations de la fonction random.

c. La moyenne de la fonction random est 0,5.

La moyenne des valeurs de x en sortie d'algorithme est
donc 6 et celle de x - 6 est 0.

d. La variance des valeurs de x en sortie d'algorithme
1

est12x—=1.
12

Celle de x - 6 est la méme que celle de x c'est-a-dire 1.
2. Algorithme modifié (en gras)

Pouri=1a 10000
Affecter a x la valeur random
Pour k allantde 1a 11

Affecteraxlavaleurx+ random

FinPour

Affecter a X(i) la valeur x — 6

FinPour

Afficher la liste X

3. La densité de la loi normale centrée réduite corres-
pond au « profil » de I'histogramme normalisé des fré-
quences des 10 000 simulations.

On peut considérer que l'algorithme de la question 1.
simule assez correctement une réalisation d'une
variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

Exemple d'implantation sur Scilab :
(1 '|function y=Ff(x}
y=(1/29r1(2*%p13) " exp(-x"x/2) || I Figure nD

n [Frchoes Oty Ednan 7 |

. CCED

g |end

10[X(7 J=x-5

11]end

a2fc1f
13|classes=1inspac
Ha|histplot{classes,
45]x=11inspace(-5,5, 100)
a6{plotlx, f)

5,5,21)

A. X suit la loi normale (35 000 ; 5 0002).

1. a. P(X < 22500) =~ 0,0062

b. P(25000 < X < 40000) = 0,8186

c. P(X=45000) = 0,0228

2. On cherche le plus petit réel x tel que P(X < x) > 0,75.
Or P(X < x) = 0,75 conduit, a l'aide d'une calculatrice
ou d’un tableur, a x = 38 372,45 km.

Comme la fonction x  P(X < x) est croissante, on
auraP(X = x) > 0,75 pour x = 38 573 (km).

B. X suit la loi exponentielle ¢(A).

1. E(X) = 35000 }1: 35000 < A=
On a donc A= 0,0000286.

2. a. P(X <22500) = 1— e 225002 ~ 0, 4742.
b. P(25000 < X < 40 000) ~ 0,1706.

c. P(X = 45000) ~ 0,2765.

35000°

C. 1. Les courbes de densité sont représentatives des
fonctions fet g telles que :

,1(@)2

o f(x)= e 2\ 0 J pourxeR
oV2rn

o g(x) = Ae™pour x e R*

avecici: u=35000 o©=5000 A=0,0000286.

0.0001 4

'.C :y=f(x) (densité loi Normale)

0.00008

0.00006

0.00004 4

0.00002 C':y=hexp(-Ax)

10000 |0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

2. a. Lesallures, trés différentes, des deux courbes justi-
fient les résultats tres différents obtenus dans les deux
modeéles.

Remarque : La fonction f est définie sur R. Mais l'allure
de 6 permet de comprendre pourquoi on peut se
limiter a l'intervalle [0, + o<[. D’ailleurs le tableur donne
pour P(X < 0) une valeur nulle 8 1072 prés.

b. Il s'agit de proposer un nombre N tel que les aires
sous 6 et 6" sur [0 ; N] soient proches.

L'observation du graphique peut conduire a proposer
une valeur de N proche de 35 000.

Plus précisément, on obtiendrait sur un tableur:
N =37 000 (km)

En effet, on a: P(X < 37000) = 0,655 dans le modele
«normal » et P(X=<37000) = 0,653 dans le modele
exponentiel.

c. C'estavous de voir!

1. a. On cherche la plus petite valeur de u telle
que P(X < 100) < 0,001, soit encore

P(X_u < 100_'u)<0,001 avec Z= X—p suivant la
2 2 2
loi N(0; 1).

Chapitre 13. Lois a densité
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Or le quantile zde laloi N'(0; 1) tel que P(Z < z) = 0,001

estz=- 3,09 (en utilisant une calculatrice ou un logiciel).
100 — u
2

On aura donc P[Z <
100 — u

) < 0,001 pour

<—3,090 (car la fonction z—P(Z<2z) est

croissante).

On trouve alors > 106,180.

b. On prend pt=106,18.

Remarque: Avec cette valeur de p, on obtient

P(X <100) = 0,0010008.

Prendre 1= 106,19 aurait été plus sGr pour respecter la

réglementation !

Avec u=106,16 et 0=2,P(X>110) = 0,028.

2. a. On cherche la plus grande valeur de u telle que

P(X>110)<0,01.

OrP(X >110) < 0,01 s"écrit aussi

P(X_—’u > 1107_#) <0,0TavecY = X—u suivant la loi
2 2 2

N@O; ).

Cherchons le nombre y tel que P(Y >y)=0,01 ou

encoreP(Y < y)=10,99.

On trouve y=2,326 et donc P(Y > y)< 0,01 lorsque

y > 2,326 (car la fonction y — P(Y > y) est décroissante).
10—u
2

On prend donc u tel que > 2,326 soit
1=~ 105,34

b. Avec 1= 105,34 et 0=2,P(X <100) = 0,0038.

Ce réglage, plus favorable pour la coopérative, donne
une probabilité plus importante de ne pas satisfaire la
réglementation.

3. On cherche pet otels que:

P(X <100) < 0,001 et P(X >110) < 0,01, ou encore tels
que: P(X_—# < Mj < 0,001
o} o

p(x_iﬂ > 1107_'”) <0,01.

o c
En reprenant les démarches adoptées aux questions
T00=1 _ _3 990
1.a. et 2.a. on obtient : o .
NMO—K 5 30
o
En prenant, par exemple,
100 —u u

110 -
=-3,10 et no-p = 2,33 et en résolvant le
o

systéme, on obtient: = 105,70 et 6= 1,84.

Parking } ).( t

0 1

o Notons E I'événement: «la clé se trouve sur le trongon
[0;1]».0n a, par hypothése, P(E) = p et doncP(E) = 1- p.

¢ Notons E, l'événement: «la clé se trouve sur le
troncon [0; x]» E, peut sécrire EN(0<D=<x) et

P(EX)=P(E)><PE(O<D$x)=p><?=px.

¢ Notons F, I'événement: «la clé se trouve sur le
trongon [x; 1] ».
F peutsécrirrEn(x<D=<1)

etP(FX)zp(E)PE(sts1):px1‘T":p(1_X),

1. Oncalculeici:
P(E, NF,) P(F 1-x

a0 = P(F = PExOF) _ PE) _ p=),
X P(E,) P(E,) 1- px
1 1 p

2. Lorsque x = —,q| = |=—.
q 2 q(z) 2-p

_P
2

1
On n’a donc pas q(ij pourpel0; 1[.

Si X est la durée de vie du composant, en mois,
alors I'énoncé donne : P(X = 150) = 0, 85.

X suivant une loi exponentielle de paramétre A,
P(X=150)=0,85 peut sécrire e 1502=0,85 soit

1
A =———In(0,85).
150

On cherche maintenant t tel que P(X =t) > 0,9, c'est-a-

dire e”>0,9, soit ~ At >In(0,9), soit t < —In(% ou
£ <150 x 109
In(0,85)
In(0,9)

Comme 150 x =~ 97,245, on remplacera le com-

In(0,85)
posant au bout de 97 mois.

2
90 | PIs=X<2)= g équivaut a L Ae ™ dx = g soit
2
A_ o222
et—er=—(1).
9()

s . 2
o Enposante™ =t on estamené arésoudre :t —t2 = 5

2
soitt2—t+§=Oouencore9t2—9t+2=0.

Cette équation a deux solutions :

,_9-3_1 _9+3_2

——=—-o0ou
18 3

18 3
. S . 1

e Léquation (1) équivaut donc a e*’lzg ou et=

douA=In3ould=In1,5.

Il existe donc deux lois exponentielles répondant a la

question, de paramétresA=In3=1,1etA=In1,5=04.

wN

91 | SoitT la variable aléatoire modélisant la taille d'un
individu pris au hasard dans la population concernée.

T suit la loi normale N'(171,5; 52).
Dans cette population, la fréquence des postulants

refusés est 379 =0,758.
500



Si t, est la taille minimale exigée, on peut en obtenir
une estimation en posant P(T < t;) = 0,758.

Sur un tableur, I'instruction

| =LOI.NORMALE.INVERSE(0,758;171,5;5) I donne = 175.

Une estimation de la taille minimale exigée est donc
1,75 m.

92 | La masse, en grammes, de farine destinée a un
paquet pris au hasard définit une variable aléatoire X
suivant une loi normale de moyenne M et d'écart-type
0,02M. On cherche M tel que P(X = 1000) = 0,98,
c'est-a-dire tel que P(X < 1000) = 0,02.
OrP(X < 1000) = 0,02 équivaut a
P[x-m 1000—M) X—M

< =0,02avecZ=—
0,02M 0,02M 0,02M

suivant la loi normale N(0; 1).

Le réel ztel que P(Z < z) = 0,02 donné par une calcula-
trice ou un logiciel est z= - 2,054.

1(())(’)872_,\/:\/‘ =-2,054, on obtient alors
M =1 042,84 et donc 6= 0,02M = 20,86.

En paramétrant la machine avec M = 1 042,84 on peut
s'attendre a avoir 98 % de paquets contenant au moins
1 kg de farine.

En posant

Notons A la variable aléatoire modélisant I'age
d'entrée dans la vie professionnelle d'une personne
prise au hasard dans cette population.

A suit une loi normale de moyenne u et d'écart-type o.
Traduisons I'énoncé par :

P(A < 20) = 0,35 et P(A < 24) = 0,55.

e P(A <20)=0,35 sécrit encore

P(u < M) = 0,35 avec A-u = B variable
o o o}

aléatoire suivant laloi N'(0; 1).

Mais P(B < b) = 0,35 donne (calculatrice ou logiciel) :
b~-0,385 soit 22— H
o

~—0,385(1)
e De méme, P(A < 24) = 0,55 s'écrit
P(B < Mj =0,55.

c

Mais P(B < b”) = 0,55 donne b’ = 0,126 soit
24—
o

= 0,126 (2)
e (2)-(1) donnei = 0,511soit 0= 7,828.
(o]

En reportant dans (2) : o= 23,014.
A suit donc la loi normale N'(23,01; 7,832).
o |l reste a calculer P(A > 25) = 0,6.

Conclusion : selon ce modele on peut s'attendre a ce
que 60 % des personnes n‘aient pas débuté leur vie
professionnelle a 25 ans.

94 | 1. X prenant ses valeurs dans [0; 1], Y = X2 prend
ses valeurs dans [0; 1].

2. a. P(Y < 0,25) = P(X2 < 0,25) = P(X < 0,25) =

N N =

b. Non, car on aurait dans ce cas :P(Y < 0,25) = 0,25.
3. a. Pourte[0;1]:
P(Y<t)=P(X2 <t)=P(X=<+/t)=+.

b. Si f est la fonction densité de la loi de Y, on a
P(Yst):J'(:f(x)dx et donc triP(Yst) est une

primitive sur [0; 1] de la fonction f.

On en déduit: F(t) = Jt et donc f(t)y=F'(t)= L
2Vt

@ 1. U suit la loi normale N'(0; 0,72).

P4+U>2)=PU>-2)=1-P(U=<-2)=0,998.

2. U suit la loi normale N'(0; 62).

On cherche pour quelles valeurs de con a:

P(4+U=2)<0,001TouP(U=-2)<0,001, ouencore

P(E < ;2) <0,00TavecV = v suivant la loi N'(0; 1).
o o (o}

Cherchons le réel v tel que P(V < v) = 0,001.

Une calculatrice ou un tableur donne v = - 3,09.

Comme v i P(V < v) est croissante, on en déduit que

P(V =< v) < 0,001 est vérifié lorsque v < - 3,09.

-2 -2
On a donc P(E = —J < 0,001 lorsque — < —3,09,
c o c

c'est-a-dire 0 =< 0,647.

En conclusion, pour ¢ < 0,647 on peut s'attendre a ce
que la proposition derreurs de transmission d'un
chiffre 1 soit inférieure a 0,001.

Accompagnement personnalisé

ORF

0.4

] 2 3 4 5 B 7 8 9 10

2. Pl=x=3)=>"'-02

3
PASY=3)=[ e dr=[-e ’ _e1_e3=0318.
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-4 -2 0 2 4
b. PI<X=<2)=b
2. P(X>2)=P(X>-2)=a.
PX>1)=P1<X<2)+P(X>2)=b+a.
PO<X<1)=P(X>0)—P(X=1)
=05-(b+a)
=05-a-b.
P2<X<-1)=P(1<X<2)=b.
PX<-1)=P(X>17)=a+b.
P(-1<X<T)=2P(0<X<T1)
=2(05-a-b)
=1-2a-2b.
3. a=0,023,b=0,136.

Y-5
@ 1. a. Z:T

b. Y<3équivautaZ<-1
P(Y <3)=P(Z<—-1) = 0,1587.
2. a. Y suitla loi normale N(/J"ZZ)

P(Y < 3) = 0,04 équivaut a P( 2” T“) - 0,04

avecZ’' =

Or P(Z’ <t)= 0,04 conduit, a I'aide d'une calculatrice
oud'un logiciel,at=-1,75.

’

Diou P(Z’ <3 _2” j = 0,04 est vérifié lorsque

3 _2“ = —1,75dou i’ =6,5.
b. Y suit la loi normale N'(5; 672

5<—2) 0,04 ou
o

Y_
P(Y <3)= 0,04 équivaut a P(
o

-5
Z" = suitlaloi N(0; 1).

Comme dans 2.a. P(Z” < —i,j = 0,04 est vérifié
o}

2
lorsque —— = —1,75,doli 0" = 1,143.
o

XZ

@1 a. f(x)—\/_e 2 pourxelR.

1

b. m = f(0) = —— =~ 0,399.

m=1£(0) N

¢. P(Z¢[-5;5))=2P(Z>5)=2(1-P(Z<5))
~5,73%x107.

d. En unités d'aire, si E est ce domaine,
5
slE) = [ fx)dx =P(-5 <X =<5)
~1-573x10"7

=~ 0,999999427.
Une valeur approchée a 107 prés de s4(E) est 1.

2. a. Xsuit la loi uniforme sur [- 5 ; 5].

b. Y suit la loi uniforme sur [0 ; m].

c. Uneréalisation (x; y) correspond au choix d'un point
au hasard dans le rectangle correspondanta-5 < x <5
et 0 <y < mreprésenté ci-dessous.

d. lly arejet lorsque le point de coordonnées (x; y) est
situé au-dessus de la courbe €.

e. La probabilité de rejet correspond a la proportion de
I'aire de la partie du rectangle située au-dessus de G,

1 -1 2
c'est-a-dire om =1- Nem 0,75.
10m 10

f. Pour une valeur x acceptée, la probabilité que x
appartienne a [a, b] est le quotient de l'aire bleue et de
j f(x)dx

4 = J f(x)dx.

On en déduit qu'une teIIe valeur x constitue une simula-
tion d’'une réalisation de la variable aléatoire Z.

|'aire verte, soit



Pour reprendre contact

@ Avec I'échantillonnage et le loi binomiale

1. On répete 100 fois le tirage d'une boule, avec remise, ou le succes : « La boule est rouge » a pour probabilité p = 0,6.
La variable aléatoire X, qui compte les succés au cours de ces 100 tirages, suit la loi binomiale 93 (100; 0, 6).
OnaalorsE(X)=100% 0,6 = 60 ; o(X)=+/100%x 0,6 X 0,4 = 4,90.

2. Avec une calculatrice ou un logiciel (par exemple, GeoGebra, tableur), on obtient a 10~* prés :

a. P(X =60) = 0,0812 (voir copie d'écran ci-dessous) ;

b. P(X < 49) = 0,0168; P(X<50)=0,0271; P(X=69 =1-P(X < 68) =~ 0,0398 (voir copie décran ci-dessous) ;
P(X =70)=0,0248

Distribution
| Jfx | =LOI.BINOMIALE(E30;100;0,6;FAUX) |Binomiale el njioo  |ejos |
2 o8 !l Prabanilités
{4 droite P(/69 |<x)= 00398 |

@ Avec les intervalles de fluctuation

1. F= % 2.1=[0,5;0,7] ;P(0,5=<F=<0,7)=P(50=<F=<70)=0,9685.

3.a. ¢ P(F < 2) =P(X < a). D'apres l'exercice 1, le plus grand entier a tel que P(X < a) < 0,025 est égal a 50.
n

. P(F > 2) = P(X > b). D'apres I'exercice 1, le plus petit entier b tel, que P(X > b) < 0,025 est égal a 69.
n

D'ou l'intervalle de fluctuation cherché: J = [ﬂ ; 2:' =[0,50; 0,69].
100 100

b. P(gs Fs—)=1—P(F<£)—P(F>2).CommeP(F <2

n n n n

=< 0,025 et P(F > 9
n

< 0,025, on en déduit :

P(g <F< —) = 0,95.0n a donc, ici :P(0,50 < F < 0,69) = 0,95.
Remarque : la copie d'écran figurant dans I'énoncé de I'exercice 1 permet de vérifier cette affirmation.

@ Avec le théoréme de Moivre-Laplace
X, —np
Nnp(1-p)

normale N'(0; 7). Avec une calculatrice ou un tableur, on obtient : P(—1,96 < Z < 1,96) = 0,950004.

D'aprés le théoréme de Moivre-Laplace, lim P(—1,96s
N—+oo

s1,96)= P(—1,96 <Z <1,96) olu Z suit la loi

Chapitre 14. Echantillonnage et estimation
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Activités
1. Un intervalle de fluctuation « asymptotique » !

1. Le lancer, répété n fois, d’'une piece de monnaie constitue un schéma de Bernouilli ou le succes « Pile apparait » a
pour probabilité p = 0,5. La variable aléatoire X,, qui compte les succes obtenus au cours de ces n lancers suit la loi
binomiale de paramétre net p = 0,5.

Onaalors:E(X,)=nx0,5=0,5n ;0(X,)=1/nx0,5%0,5=0,5Vn.

098 _ X, _ 5., 098

Jnon Jn
=P(X, < 0,5n+0,98vn) - P(X, < 0,51 - 0,98).

2. a. P(F,el,)= P(O,S— j: P(0,5n-0,98vn <X, < 0,5n+0,98Vn)

b.
n  |osn —0.98 Vi losn +098Vn i i P(F, el,)
100 20,2 59,8 0 59 0,943
1000 369,01 530,99 265 330 0,046
2500 1201 1299 1200 | 1299 0,952

3. a. X, prend des valeurs entieres.
e Lentieritel que P(Xn <0,5n- 0,98\/5) =P(X,, <i)estle plus grand entier strictement inférieur a 0,5n — 0,98n.

Remarques : (1) prendre pour entier i la partie entiére de 0,5n — 0,98+/n ne convient pas lorsque 0,5n — 0,98v/n est un
entier;

(2) prendre pour entier i la partie entiére de 0,5n — 0,98+/n, diminuée de 1, ne convient pas lorsque 0,5n — 0,98+/n nest
pas un entier.

Solution : en prenant I'entier i donné par :| =ARRONDI.SUP(0,5n-0,98vin ; 0)-1 | on obtient bien l'entier précédant (strictement)
0,5n— 0,98\/5, qu'il soit entier ou non.

e Par ailleurs, l'entier j tel que P(Xn <0,5n+ 0,98\/5) =P(X, =< j) est le plus grand entier inférieur ou égal a
0,5n + 0,98v/n. On peut donc prendre pour j la partie entiére de ce nombre, soit sur un tableur :

b. Surle graphique, la suite (P(F, € |,,)) représentée pour n croissant de 0 a 1 000 000, parait converger vers 0,95.

On conjecture donc: lim P(F, €1,)=0,95.
n—+oo

X,—-np _X,—0,5n

4,7, =—~ = .
" Jop(-p)  0,5Vn
X
a. F, el équivauta 0,5 - 0\’;8 <1 <05+ 0\’;8 Clest-a-dire 0,5n—0,98Vn < X, =<0,5n+ 0,98n ;
n n n
X,—0,5 T
—-1,96 < ’(’)57\5’7 <1,96;-196 <7, <1,96.D'ou l'équivalence :F, €|, & Z, €[-1,96;1,96].

b. D'apres le théoréeme de Moivre-Laplace, lim P(Z, €[-1,96;1,96]) = P(Z € [-1,96 ;1,96]) ol Z suit la loi normale N'(0; 7).
N—>too
Une calculatrice ou un logiciel donne P(Z € [-1,96;1,96]) = 0,950004. D'ou enfin, lim P(F, €1,) = 0,95.
N—+oo

2. Loi exponentielle e —

Objels libres
1. a. Voir sur le site Math'x. it :‘:2::“:";? 1 7
b. En utilisant le curseur du fichier GeoGebra pour ;P32 {0e 09 : - //
afficher la valeur de p et en lisant les ordonnées des points & fi(x) = x — 0.196 u@ 92 / /»’
AetB, on obtient: ERE IRy i
pour p = 0,4,1=[0,304;0,496] ; S RRERNURER) /B ;/ :
pourp =0,71,1=[0,6211;0,7989| ; 74
pour p = 0,02, | =[-0,0074;0,0474]. Dans ce dernier Valeﬂ e / /)
cas, la borne inférieure de | est un nombre négatif. On ' 5 ///
peut retenir| = [0; 0,0474]. i /./{/
2. a. Lefichier GeoGebra permet d'obtenir le résultat ci- ik
contre. La lecture des coordonnées des points C et D: /
(0,502;0,6) et (0,6906 ; 0,6) conduit a écrire : x; = 0,502 et BV R R YR T T R
Xy = 0,6906. | Valeur de p



b. Les abscisses des points C et D sont les solutions des équations f;(x) = 0,6 et f,(x) = 0,6.
e Or fi(x) = 0,6 équivauta x —0,1964/x(1—-x) = 0,6
soitx — 0,6 = 0,196/ x(1— x)
(x=06 ©
soit
(x=0,6)2 =0,1962x(1- x) (2)

(2) devient successivement : x2 —1,2x + 0,36 = 0,038416(x — x2) ;1,038416x2 —1,238416x + 0,36 = 0.

1,238416 +4/0,03835514

Le calcul de A = 0,038355149 conduita: x = 2 d'ou x = 0,5020 ou x = 0,6906.

2x1,038416
e De méme, f, (x) = 0,6 équivaut a x +0,196+/x(1— x) = 0,6 soit 0,6 — x = 0,196,/ x(1— x)

x<0,6 (3)

ui équivaut a
auiea {(0,6—x)2=0,1962x(1—x) (4)

On remarque que l'équation (4) coincide avec I'équation (2). La condition (3) améne a retenir x = 0,5020. D'ou les solutions
obtenues cette fois algébriquement: x; = 0,5020 et x, = 0,6906. Un intervalle de confiance de p a 95% est donc
[0,5020; 0,6906].

3. Les fonctions x — x — 0,1et x — x + 0,1sont des fonctions affixes. La copie d'écran GeoGebra montre les points E et F
dont les abscisses 0,5 et 0,7 déterminent l'intervalle de confiance cherché:J =[0,5;0,7].

Objets Wores -I‘-

Jery=x+ 04

afdiy=x-01

Ir=06

Objets dépendants

S E= (0.5, 0.6)

4 F = (0.7, 0.6}

ibiy=06

@ flfx) = x—0.196 % (1—=x)

@ 2(x) m x +0.196 X (1 =%) |vgiadirdef

06

ad

02

02 o4 08
Valeur da p.

TP1. Lois de I'hérédité de Mendel
A. 1. Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la variable aléatoire F correspondant a la fréquence

Jp(1— Jp(1—
de caractére «yeux rouges » sur un échantillon aléatoire de taille 300 est | = {p - 1,96%;p + 1,96% R
Avec p = 0,75 et n = 300, on obtient| = [0,701; 0,799]. n n

2. Sifest la fréquence observée du caractére « yeux rouges » sur un échantillon aléatoire de taille 300, deux cas sont
possibles.

o f €1 ;dans ce cas, on ne rejette pas I'hypothése p = 0,75, au seuil de 5 %.
o f ¢ 1 ;dans ce cas, on rejette I'hypothese p = 0,75, au seuil de 5 %.

237
3. La fréquence observée sur I'échantillon de taille 300 est f = —— =0,79. Donc f €. La répartition observée est
N . . 300
conforme a la loi de Mendel, au seuil de 5 %.

4. Laconformité aveclaloide Mendel serait rejetée, au seuil de décision de 5 %, silon avait f = 300 endehorsdel'intervalle
. Cela se produit lorsque l'on a :

N
° soitﬁ < 0,701c’est-a-dire N < 210,3, soit N < 210,

N
e soit 300 > 0,799 c'est-a-dire N > 239,7, soit N = 240.

En conclusion, sur un échantillon de taille 300, on rejette la conformité a la loi de Mendel, au seuil de décision de 5 %,
lorsque le nombre N de drosophiles a yeux rouges est en dehors de l'intervalle [210; 240].

Chapitre 14. Echantillonnage et estimation 3



315
B. 1. Surléchantillon prélevé, Mendel obtient une fréquence de petits pois « jaunes et ronds » égaleaf = 556 = 0,5665.

Or l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la variable aleat0|re correspondant ala frequence des

7_1 6\/16 16 9 96\/16 16

calculs: 1=[0,5213;0,6037]. Comme f €, on considére que la répartition observée dans I'échantillon prélevé est
conforme a la loi Mendel, au seuil de décision de 5 %.

petits pois « jaunes et ronds », sous I'hypothése p = e est |= soit apres

2. a. Lobservation de chacun des 556 petits pois de I'4chantillon s'apparente a un schéma de Bernouilli, ou le succes
« le petit pois est jaune et rond » a pour probabilité e (selon la loi de Mendel). Le nombre X de succes suit donc la loi
binomiale % (556;%).

X
b. La variable aléatoire F = 5 représente la fréquence du caractere « jaune et rond » sur un échantillon de taille 556.
c. |F—0,5625 < 0,004 équivaut a 0,5585 < F < 0,5685 ; réalisé par311< X < 314.
Or X suivant la loi (556 ; 0,5625), une calculatrice ou un logiciel donneP(311< X < 314) = 0,136.

TP2. Peut-on croire un sondage ?

A. 1. F=—— correspond a la fréquence des personnes favorables au candidat sur un échantillon aléatoire de taille
1 000.

2.

P 02 [025 |03 [o35]o4]os5]05]
[P(F =1(p)) =] 029 [ 058 Jos7] 096 [0s6[055]095]
055 | 06 |o6s| 07 [075] 08
095 | 096 [096] 097 0s8 099

3. P(F €l (p) = 0,95 s’écrit P(p - ) = 0,95 ou encore P(F - =0,95.

~/1000 \/1000 \/1000 v/1000

B. 1. Non, il 'y a rien d’aléatoire ici : p appartient ou n‘appartient pas a un intervalle donné. Ici, p = 0,55 appartient a
I'intervalle de confiance [0,502; 0,566].

2. a. Non, certains intervalles de confiance ne contiennent pas p. Le diagramme en montre au moins deux.
b. D'apres la question A.3., cette probabilité est au moins égale a 0,95.

3. Oui, le diagramme de la feuille de calcul montre que des intervalles de confiance de p peuvent étre disjoints.
Quand deux tels intervalles sont disjoints, on est sGr que I'un au moins ne contient pas p.

Exercices

(1] 1.Réponse b. 2.Réponse a. 2. lim P(ﬁ e |n) =P(Z €[-1,96;1,96) = 0,95 ot Z suit
n

Nn—+oo
@ 1. a. Z, est la variable aléatoire centrée réduite
associée a X,,.
b. lim Pa<Z,<b)=Pla<Z<b) ol Z suit la loi

la loi normale N'(0;1).

N—>too @ La fréquence de votes favorables a Z sur un échan-
normale N'(0; 7). tillon de taille 400 est f = 0,48. On constate que f & lgs
2. lim P(—1,96<27Z=<1,96)=P(-1,96 <7Z<1,96) = 0,95. etf €lg,.

N—+oo
e Au seuil de décision de 5% (donc avec un risque

d'erreur de 5 %), on rejette I'hypothése que Monsieur Z
ait dit vrai.

. o X s .
@ 1. a. La variable aléatoire — correspond a la fré-
n

quence du succes dans un schéma de Bernouilli de

parametres n et p.
b. |, estI'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil

X
de 95 % de la variable aléatoire —Z.
n

o Au seuil de décision de 1%, par contre, on ne peut
rejeter I'nypothése que Monsieur Z ait dit vrai.



2, a. Un intervalle de confiance a 95 % de p est de la
1 1
forme: [ -—f +—} Avec f = 0,48 et n = 400, on
Jn n

obtient J =[0,43;0,53].

b. Au niveau de confiance de 95 %,0na 0,43 < p < 0,53.
Rien ne laisse penser que l'on aura p < 0,5 et donc cet
intervalle ne donne pas Monsieur Z battu (tout comme
il ne le donne pas gagnant!).

@ Corrigé en fin de manuel.

@1. L'expérience réalisée est un schéma de Ber-
nouilli de paramétres n =100 et p =0,5. La variable
aléatoire associée au nombre de succes « pile apparait »
suit donc la loi binomiale % (100;0,5).

J0,5%0,5 J0,5%0,5
28,1505 =|0,5-1,96 2220 511,96 o2 2202 |
: J100 J100

lp.os = [0,402 ;0,598] = [0,4 ; 0,6].

b. La probabilit¢é que Zoé perde son pari est
P(F ¢[0,4;0,6). CommeP(F €y 45) = 0,95, on en déduit
queP(F ¢[0,4;0,6]) = 0,05.

3. Xsuitlaloi % (100;0,5).

P(X <40 ou X >60)=1-P(40 < X < 60).

Le logiciel GeoGebra donne P(40 < X < 60) = 0,9648
d'ou P(X < 40 ou X > 60) = 0,0352. Le pari de Zoé était

effectivement peu risqué !

@ 1. a. Le prélévement d’un échantillon aléatoire de
taille 1000 dans cette population s'apparente a un
schéma de Bernouilli o n = 1000 et p = 0,075 (proba-
bilité du succés: «taux de cholestérol» élevé). La
variable aléatoire X, qui compte les succes dans I'échan-
tillon prélevé, suit donc la loi & (1 000; 0,075).

b. Le plus petit intervalle [a; b] avec a et b entiers tels
que P(X<a)<0,025 et P(X>b)<0,025 est1=[59;92].

En effet, une calculatrice ou un logiciel donne :

k | P(Xx<=k) P(X>k)
58 | 0,020823302 0,9791767
59  0,028201567 0,97179843
60 | 0,037583929 0,96241607

k | P(X<=k) P(X>k)

91 0,973578172 0,02642183
92 0,979765102  0,0202349
93 | 0,984662863 0,01533714

e Leplusgrand entieratel queP(X < a) < 0,025 est 59.
e Le plus petit entier b tel que P(X > b) =< 0,025 est 92.

Remarque: on peut aussi (comme en classe de
Premiere), rechercher les plus petits entiers a et b tels
queP(X=<a)>0,025etP(X =< b)=0,975.

c. Lintervalle I'=1[0,059;0,092] est tel que
P

7000 €[0,059;0,092]| = 0,95.I'estdoncunintervalle

de fluctuation au seuil de 95 % de la variable aléatoire
X

F=—",

1000
2. a. Lintervalle de fluctuation asymptotique de F au
seuil de 95 % est donné par :

J= P—1,96@;p+1’96@.
Jn Jn

Avec p = 0,075 et n =1000,

on obtient J =[0,0587;0,0913].

En arrondissant les bornes a 103 prés et en
« élargissant » l'intervalle de facon a préserver I'inégalité
P € J) = 0,95 on obtient J = [0,058;0,092].

b. On peut remarquer que la méthode de Premiére,
avec la loi binomiale, et celle de Terminale, avec
approximation par la loi normale, conduisent a des
résultats trés voisins. Il est vrai que les conditions n = 30,
np = 5etn(1— p) = 5 sont tres amplement respectées.

Le transport des 1 500 ceufs, supposés se compor-
ter de fagon indépendante, s'apparente a un schéma de
Bernouilli, avec n=1500 et p = 0,07 (probabilité du
succes : « I'ceuf est endommagé »). Le nombre X d'ceufs
endommagés suit alors la loi binomiale %(1 500; 0,07).
L'espérance de X étant E(X) =105, on recherche un
intervalle de la forme [105 — £ ;105 + £] qui contienne X
avec une probabilité supérieure ou égale a 0,95.

Les conditions sur n et p étant satisfaites, on sait que
I'intervalle de fluctuation asymptotique de la variable

oy X . )
aléatoire F=—— au seuil de 95% est donné par

J0,07%0,93 J0,07%0,93
J1500 V1500 |

1=10,07-1,96 ;0,07 +1,96

On en déduit que

P(0,07 x 1500 — 1,96+/0,07 x 0,93 x 1500

< X < 0,07 x 1500 +1,96+/0,07 x 0,93 x 1500) = 0,95
d'ouP(105—20 < X <105+ 20) = 0,95 soit

P85 <X =<125)=0,95. Lintervalle [85;125] contient
au moins 95 % des ceufs endommagés.

9 | 1. La fréquence de « pile » est modélisée par la
variable aléatoire Fz% ou X suit la loi binomiale
9% (100; 0,5). Lintervalle de fluctuation asymptotique de
Fest:

a. au seuil de 95 %, l'intervalle

\J0,5% 0,5 40,5%x0,5

los =|0,5-1,96""2=>:0,5+1,96 """ | soit

100 100

los = [0,402;0,598].
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b. au seuil 99 %, l'intervalle

\/0,5x0,5

\0,5x0,5 s
V100

V100

oy =|0,5 2,58 ;0,5+2,58

log = [0,371;0,629].

2. La fréquence de « pile » sur cet échantillon de taille
100 estf = 0,38.

a.Comme0,38 ¢ ly;, on peut rejeter, au seuil de décision
de 5 %, I'hypothése p = 0,5 qui traduit que la piéce est
bien équilibrée.

b. Comme 0,38 € l4y, 0n ne peut pas rejeter, au seuil de
décision de 1%, I'hypothése que la piéce est bien
équilibrée.

1. Lintervalle de fluctuation asymptotique au
seuil de 95 % de F est donné par :

| = |:P _ 1,967\"0(1_’));’) + 1,96Vp(1_p):|
Jn Jn

avec p = 0,26 et n = 400.

D'ou 1=[0,217;0,303].

2. Sur l'échantillon de taille 400 considéré, f = % =0,3.
Comme fel, on ne peut pas considérer, au seuil de
décision de 5 %, que 'échantillon observé présente un
nombre anormal de personnes allergiques.

@On fait I'nypothése que le pourcentage des lym-
phocytes parmi les leucocytes (globules blancs) est
p=25%.

Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de
95 % de la variable aléatoire correspondant a la
fréquence des lymphocytes sur un échantillon de
500 globules blancs est

I—{025—196/025X075 0,25+

soit 1=1[0,212;0,288].

La fréquence des lymphocytes sur I'échantillon de taille
500 observé est f =0,3.

Comme f ¢, on peut considérer, au seuil de décision de
5%, que l'écart avec p = 0,25 est significatif.

96,025 0,75}

@ 1. Sous I'hypothése p = 0,5, I'intervalle de fluctua-
tion asymptotique au seuil de 95 % de la variable aléa-
toire correspondant a la fréquence de «Pile » sur un
échantillon de taille 4 040 est

soit 1 =[0,484;0,516].

2, Soit fla fréquence de « Pile » observée sur un échan-
tillon de taille 4 040.

e Si f¢l, on peut rejeter, au seuil de décision de 5 %,
I'hypothése selon laquelle p = 0,5 (piece équilibrée).

I=10,5-1,96 1,96

e Si fel, l'écart entre f et 0,5 n'est pas significatif au
seuil de décision de 5 %. On ne rejette pas I'hypothese
que la piece soit bien équilibrée.

3. Sur l'échantillon résultant de I'expérience réalisée

204
parl’enfant,lafréquencede« Pile »est f = 2048 0,507.
4040

Nous sommes donc dans le deuxiéme cas de figure
envisagé a la question 2.

@ Corrigé en fin de manuel.

1. Lintervalle de fluctuation asymptotique au
. . s X
seuil 0,95 de la variable aléatoire F = o correspondant

alafréquence des temps d'attente entre deux tremble-
ments de terre graves consécutifs dépassant 365 jours

est donné par:
10,43 % 0,57 10,43 % 0,57
V62

J62
soit 1 =[0,306; 0,554].
2. Soit f la fréquence des temps d'attente entre deux
tremblements de terre graves consécutifs dépassant
365 jours, fournie par un échantillon de taille 62.

|=|:0,43—1,96 ;0,43 +1,96

Au seuil de décision de 5 %:

-Sif¢l, on rejette I'hypothese p = 0,43.

- Si f €l, on ne rejette pas cette hypothese.

3. Lobservation de 62temps d’attente fournit une

fréquencef = 2 = 0,468.
62

Comme f €1, on ne rejette pas, au seuil de décision de
5% I'’hypothése selon laquelle la proportion des temps
d'attente entre deux tremblements de terre graves
consécutifs est p = 0,43.

@1. Sous I'hypothése que la proportion de noix
vides est p =0,06, l'intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % de la variable aléatoire F corres-
pondant a la fréquence de noix vides fournie par un

échantillon de taille 300 est
/0,06 x 0,94 0,06 x 0,94}
V300 V300

soit 1 =[0,033;0,087].
Or I'échantillon observé ayant fourni une fréquence de

|=|:0,06—1,96 ;0,06 +1,96

21
noix vides égaleaf = 300" 0,07, on est dans le cas ou

fel; cet échantillon ne permet donc pas de rejeter
I'affirmation du négociant de noix : « 6 % des noix sont
vides », au seuil de décision de 5 %.

2. On sait que si p est la proportion de noix vides et F,
la variable aléatoire correspondant a la fréquence de
noix vides fournie par un échantillon de taille n, la

1 1 . .
formule p—ﬁ;p+ﬁ fournit un intervalle de

fluctuation (simplifié) de F, au seuil 0,95, lorsque
n=30,np=5etn(1-p)=5.



D’aprés le Théoreme 2, on a, pour n suffisamment

1 1
grand :P(p—ﬁS F, < p+ﬁj> 0,95.

1
Mais comme p — <F,<sp+ équivaut a
J_ Jn

F —LSpsF +i on peut dire que lintervalle
" n n

[F,, - %; F, + %} a une probabilité au moins égale a

0,95 de contenir p.

Si l'on suppose ici p inconnu, on peut approcher p par
une réalisation fde F,.

Pour avoir |p — f| < 0,01, il suffit de prendre % <0,01
soit n = 10 000. 5

Ainsi, en prenant par exemple f = 0,07 qui correspond a
la réalisation de F, effectuée dans la question 1, on aura
p €[0,07 — 0,01;0,07 +0,01] soit 0,06 <p < 0,08, au
niveau de confiance 0,95.

Remarque : La démarche adoptée dans cette question a

conduit a l'intervalle [f i-f + i} qui est un inter-
Jn' o dn

valle de confiance de p, au niveau de confiance 0,95.

Si la notion d'intervalle de confiance a déja été traitée,
la réponse a cette question 2 s'en trouve simplifiée et
raccourcie.

Sur cet échantillon, la fréquence d’adolescents en
21

surpoids estf = —— = 0,42.
500

Commeona:n=30; nf> 5etn(1-f)=5,lintervalle

[0,42 ;0,42 +

NN

intervalle de confiance de p au niveau de confiance de
95 %.

} [0,375; 0,465] est un

17| f = el =0,79.
81

Un intervalle de confiance de p au niveau de confiance

0,95 est donc |:0,79 - %;0,79 + %:| =[0,679;0,902].

Corrigé en fin de manuel.

f=09.

Un intervalle de confiance de p au niveau de confiance
de 0,95 est donc [0,96 -0,1;0,96 + 0,11 =[0,86; 1,06].

Corrigé en fin de manuel.

@ 1. Sur l'échantillon de taille 60 prélevé, la fré-
quence de l'option estf = % =0,15.

Un intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95
de la proportion p de personnes immunisées contre ce

1 1
virusestJ=(0,15——;0,15+ —
[ V60 \/60}

soitJ=1[0,02;0,28].
2. SurIéchantillon de taille 120, prélevé en deux fois, la

1
fréquence de l'option est ' = % =0,15.

Lintervalle de confiance correspondant est alors

J'=|:0,15 ;0,15 +

NIRRT

@ Corrigé en fin de manuel.

} soit J'=[0,06; 0,241.

@ 1. Sur les trois échantillons de taille 1 000 préle-
vés dans les trois populations respectives, onaf; = 0,05,
f,=0,06etf,=0,11.

Les intervalles de confiance « standards » au niveau de

confiance de 95 % sont :
NIAG ,/f 1—
J—[f—196 h +1,96 ( ]

\/— J1000

=[0,036;0,064]
N N
Jzz[f2—1,962( 2) . 4 1,06320 1)

Jrooo 2T fono ]

=1[0,045;0,075]

_{ JEO-1F) 1/f3(1—f3)}
)y =|h—1,96 22— +1,96 22—~

/1000 /1000

=1[0,090;0,130]
2. Les intervalles J; et J, n‘étant pas disjoints, on ne
peut pas considérer qu'il existe une différence signifi-
cative de la proportion de bébés de poids inférieur a
2,5kg a la naissance entre les populations de meres
non fumeuses et de méres fumeuses ayant arrété de
fumer au début de la grossesse.
Par contre, les intervalles J; et J;, ainsi que J, et J; étant
disjoints, on peut considérer, au niveau de confiance de
95 %, qu'une différence significative existe entre
chacune des deux populations précédemment citée et
la population des meres fumeuses ayant continué de
fumer pendant la grossesse, relativement a la propor-
tion de bébés pesant moins de 2,5 kg. La proportion de
ces bébés est significativement supérieure dans cette
troisieme population.

1. Les fréquences des votes favorables a X, Y et Z
fournies par le sondage aléatoire portant sur 1 320 per-
sonnes sont respectivement :
f, =027 f,=0,385 fy=0,345.
Les intervalles de confiance des cotes de popularité de
X, Y et Z, au niveau de confiance de 95 %, sont alors :

1 1

I =|0,27 20,27 +
k { J13 J132

} [0,242;0,298]

[0 385 =[0,357;0,413]

I3 =[0,317;0,373].

1
——;0,385+ ———
1320 V1 320]
NPT

1
0,345 - 0,345 + ——
{ V1 320}
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Le journal, au vu de ces intervalles de confiance, ne
peut pas publier un classement des trois personnalités.
Tout au plus, pourrait-il publier que X est distancé parY
et par Z, au niveau de confiance de 95 %, mais sans
pouvoir départager Y et Z, puisque les intervalles |, et I3
ne sont pas disjoints.

2. Avec ces mémes taux et une taille n de sondage au
moins égale a 1 320, il suffit de choisir n tel que

1 1
I7=10,385—-—;0,385+ — | et
? [ Jn Jn ]

1 1
12 =10,345 - —; 0,345 + — | soient disjoints.
’ [ Jn JE} :
Pour cela, il suffit de prendre n tel que

1 1 2
0,345+ — < 0,385 — —= soit —— < 0,04 soit ~/n > 50
Jn NN

oun>2500.

@Les intervalles de fluctuation asymptotique en
question sont :

|5 g P(-p) Jp(i- p)}

lgg = {p 2,58 N ;p+2,58 N et

los = |:P _ 1,967\"0(1_’))”) + 1’96Vp(1_p):|.
Jn Jn

L'affirmation est donc vraie.
Remarque : Sans « écrire » les intervalles, on peut aussi
adopter la démarche «logique» suivante: pour n
suffisamment grand, F,, prend ses valeurs dans loq avec
une probabilité proche de 0,99 et dans lys avec une
probabilité proche de 0,95.

lgo qui contient F, avec une probabilité supérieure contient
donc ly; (méme centre p et rayon supérieur pour lgg).

On rejette I'hypothése a l'aide d'un intervalle de
fluctuation au seuil de 95 % lorsque f & lys.

Comme lgs C lgg, ON peut trés bien avoir f € lyq et ne pas
pouvoir rejeter dans ce cas I'hypothése a l'aide de loq.
Laffirmation est donc fausse.

@ Sif elys, alors f e lgg, car lyg contient lys.
L'affirmation est donc vraie.

Avec lyq, la probabilité de rejeter I'hypothése alors
qu'elle est vraie est d'environ 1 %.

Avec ly5, cette méme probabilité est d'environ 5 %.
L'affirmation est donc vraie.

1. La taille d'une classe d’age étant n, la hauteur
2

de la barre d'erreur correspondante est T
n

Par lecture sur le graphique, on trouve environ, tour a

tour: 13 %, 13 %, 16 %, 18 %, 18 % et 26 %.

A un pourcentage de k %, correspond une valeurzde n
telle que 2 = L soit~/n = @ soitn = (@j .

Jn 100 k k
Cette formule conduit aux effectifs de classes d'age
suivants : 236, 236, 156, 123, 123, 59.
La taille de I'¢chantillon utilisé, tous ages confondus, est
donc d’environ N = 933.
2. Lalongueur d'une « barre d’erreur » est d’autant plus
grande que l'effectif de la classe d'age est petit.
Ici, la classe d'age de plus faible effectif est la classe
«=55»,
3. Non car tous les intervalles de confiance ont une
partie commune. Il faudrait utiliser un échantillon de
plus grande taille pour que les longueurs des barres
d'erreur s'en trouvent réduites, permettant peut-étre a
certains intervalles de confiance d'étre disjoints.

30| 1. Xsuit la loi binomiale %(64 ; 0,18).

X
2. F= o correspond a la fréquence des fumeurs sur

un échantillon de taille 64.

3. Lintervalle de fluctuation asymptotique de F au seuil
de 95 % est l'intervalle

,:{p_t\/pm—p),pH\/pm—p)}
Jn Jn

queP(-t<Z=<1t)=0,9500Zsuitlaloi normale N(0; 1).
Une calculatrice ou un logiciel donne alors t = 1,96.

ou t est le réel tel

D’ou l'intervalle cherché :

1= {0,18 1,06 Y218X082 g, 1,962 18 %082 0’82}
Jea Jo4

1=10,08;0,28].

@ 1. Soit f la fréquence de fumeurs sur un échan-
tillon de taille 64, dans cette population.

e Sifeloul=[0,08; 0,28], on considére que 'échan-
tillon utilisé n'est pas représentatif de la proportion de
fumeurs, égale a 0,18, dans la population, au seuil de
95 %.

e Sifel, onconsidere que I'écart entre fet 0,18 n'est pas
significatif.

Dans ce cas, on ne rejette pas I'hypothése selon laquelle
I'échantillon est représentatif.

17
2. Sur cet échantillon, f = " = 0,266.

Comme f €1, on ne rejette pas I'hypothese que I'échan-
tillon utilisé est représentatif de la population de
fumeurs de la population.

@ Le résultat des 225 lancers du dé constitue un
échantillon aléatoire de taille 225 de la population (infi-
nie) des lancers de ce dé. La fréquence de l'issue « As »

sur cet échantillon estf = 3—85 =~ 0,169.



Un intervalle de confiance au niveau de confiance de
95 % de la probabilité d'obtenir I'as avec ce dé est alors :

1 1
J=10,169 — ——=—;0,169 + ——
[ V225 \/225}

soit J=[0,102;0,236].

Exercices @ a

QCM et VRAI/FAUX : corrigé en fin de manuel

Exercices a

Evaluer ses capacités : corrigé en fin de manuel

APPROFONDISSEMENT

1. X est la variable aléatoire indiquant le nombre
de succés « Posséder I'Alléle A » observés sur un échan-
tillon aléatoire de taille 100 dans une population ou la
proportion de patients présentant 'Alléle A est suppo-
sée étrep=0,15.

X suit donc la loi binomiale (100 0,15).

2. Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de

X
95 % de la variable F = — est
100

s 015055
Voo

soit 1=[0,08;0,22].

3. a. P(F>0,22)=P(X>22)=1-P(X < 22).

Une calculatrice ou un logiciel donne P(X > 22) = 0,02.

70,15+ 1,96

\/0,15><0,85}

I=]0,15-1,
{ 100

b. Selon la regle de décision choisie, la probabilité de
rejeter a tort I'hypothése p=0,15 dans la population

des malades d’Alzheimer est d’environ 2 %.

4. Sur cet échantillon, f = 27 =0,27.
100

Comme f > 0,22 c'est-a-dire X > 22, on rejette I'hypo-
thése p=0,15 chez les malades d’Alzheimer, avec un
risque d'erreur de 2 % environ.

1. La variable aléatoire X associe a tout échan-
tillon de taille 64 de tennismen et d'escrimeurs le
nombre de gauchers. Pour chaque individu observé, le
succes « étre gaucher» se réalise avec la probabilité
p=0,1.

X suit la loi binomiale %B(64 ; 0,1).

2. Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de

X
95 % de la variable aléatoire F = o est

1= {0,1 1,061 09 11 1,06301X 00 0’9}
Vo4 N
soit | =[0,027;0,174].
3. I=[a; Blavec B=0,174.
P(F > B) = P(X > 64f) = P(X > 11,136) = 1 - P(X =< 11)
~0,024.

1+

La probabilité de rejeter I'hypothése a tort selon cette

régle est P(F > 3) = 0,024.

5. Sur cet échantillon de 64 tennismen et escrimeurs, la
. 13

fréquence des gauchers estf = i 0,203.

Comme f > 0,174, on rejette, selon la regle de décision
donnée, I'hypothése selon laquelle la proportion de
gauchers chez les tennismen et les escrimeurs est celle
observée dans la population toute entiére. Le risque de
rejeter a tort cette hypothése est d'environ 2,4 %.

(48] 1. p:%:O,SQ.

2. a. X correspond au nombre de succés « Gargon »
obtenus sur un échantillon de taille n, ou la proportion
de garcons est p=0,512.

X suit donc la loi binomiale %B(n; 0,512).

b. Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de
95 % de la fréquence F, de garcons sur un échantillon
de taille n est donné par:

10,512 0,488

0,512-1,96

l, = Jn '
=
/0,512 % 0,488
0,512+1,96—m—F——
Jn
0,98 0,98
soitl =|0,512 - —=;0,512+ —=|.
" [ Jn \/E}

c. Pourn=227

On rejette I'hypothése p=0,512 si la fréquence de
. T N 0,98

garcons observée est inférieure a 0,512 — NSk

c'est-a-dire inférieure a 0,446. 227

Pour n=132 : on rejette I'hypothese p=0,512 si la

fréquence de garcons observée est inférieure a

0,512 - 0.98

J132°
c'est-a-dire inférieure a 0,426.
d. Pourn=227

P(L < 0,446) =P(X=101)=0,025.
227

Pourn=132
P(i < 0,426) =P(X < 56)=~0,027.
132
e. Selon la régle de décision adoptée, la probabilité de

rejeter I'hypothése p =0,512 alors qu'elle est vraie est
égale a:

X
. P(— < 0,446) = 0,025 lorsque n = 227.
227

X
o P(E < 0,426) =~ 0,027 lorsque n = 132.

3. A Ufa, la fréquence des garcons sur un échantillon
91

de 227 enfants estf = — = 0,401.
227

Comme f < 0,446, on rejette I'hypothése p = 0,512 chez
les enfants des personnes exposées a des pesticides,
avec une probabilité de rejet a tort d’environ 0,025.

Chapitre 14. Echantillonnage et estimation 9
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4. Au Canada, la fréquence des gar¢ons sur un
4
échantillon de 132 enfants estf = é =~ 0,348. Comme

f < 0,426, on rejette I'hypothése p = 0,512, I'écart entre f
et p étant cette fois encore considéré comme significatif.

PROBLEMES

1 Xn 1
49| 1.Plp—-—=<—<p+—|=95équivaut a
[’” g P JH] a
P(np — Jn<xn< np + \/H) = 95 c'est-a-dire a

P(X < np+~/n)—P(Xn < np—~/n)=95.

1. Pour chacun des n billets vendus, la probabilité
que l'acheteur se présente est p. La variable aléatoire X,
qui compte les succés «Lacheteur se présente» au
cours de ces n épreuves supposées indépendantes suit
laloi B(n; p).

Lintervalle de fluctuation asymptotique de F, = );—" au

seuil de 95 % est donné par :

|, = |:p _1,06¥P0ZP). 1,96\")(1_’))}.
Jn Jn

3. Sila condition (1) est vérifiée, alorson a:

p+1,96YPUI=P) _ 300
’ \/H n

D'ouP(X,, > 300) = P(Fn > ﬂ)
n

<P(F,el,)=1-P(F,el,)<1-095<0,05.
Plus précisément, on a méme:

P(X, > 300) = P(Fn > @)
n

< P(Fn >p+ 1,96”’(\}—_’[’))

n
= %(1 -P(F, €1,)

1
S 5 x 0,05 < 0,025.

4, Sur un tableur, on obtient :

[ b4 ~(o f | =B4*DS2+1,96*RACINE(B4*D$2*(1-D$2))
[ 4N L] Lc |ssoisy E
1] tabulation de p p p
2| np+1,96rac(np(1-p)) 0,85 0,9 0,95
4 n 336 298,4286 I 313,1782 _I 327,0302
5 337 299,2977 314,0942 327,9918
6 | 338 300,1668 315,0102 328,9535
8 320 284,5195 298,5185 311,6415
9 | 321 285,389 299,4349 312,6034
10| 322 286,2585 300,3513 313,5653
12 306 272,3425 285,6858 298,1725
13 | 307 273,2125 286,6026 299,1347
14 | 308 274,0825 287,5194 300,0968

Le plus grand entier ntel que np +1,964/np(1— p) < 300
estdonc:

e ny=337 lorsque p=0,85

e n,=321lorsque p=0,90

e n, =307 lorsque p =0,95.

5. Alaide d'une calculatrice ou d’un logiciel, on obtient :
e Lorsque p =0,85, P(X33;, >300) = 0,013

e Lorsque p =0,90, P(X3,;, >300) = 0,012

e Lorsque p =0,95, P(X5,; > 300) = 0,005.

@ 1.a.Lorsqu'on prend au hasard un point M dans le
carré de coté 1, la probabilité p que M appartienne au
domaine bleu (situé sous la courbe) est égale a:
1
S (domaine bleu) J.O(p(x)dx
A(carré)

b. Le logiciel GeoGebra donne:

.Onadoncp= f:) @(x)dx.

Algehre (=&l (Graphique
Objets libres i
= Objets dépendants H
@ a=0.85562
051
0

T T

0 05 1

2. Dans cette simulation, n désigne le nombre de points
tirés, a choisir par l'utilisateur.
La boucle Pourkde 1 an ... FinPour (lignes 3 a 7) simule
n fois le tirage de deux nombres aléatoires x et y dans
[0; 1[, donc simule n fois le tirage aléatoire d'un point
M(x;y)situédanslecarré (0 <x<1;0<y<1).
Le test de laligne 5 est positif si le point M est situé dans
la partie du plan comprise entre I’a>§e des abscisses, la
X
courbe déquation y =f(x)= e 2, Cest-a-dire slil
appartienta la partie du carré colorée en bleu (frontieres
comprises). Dans ce cas, on incrémente s de 1.
La variable s, initialisée a 0, est donc augmentée de 1 a
chaque fois que le point tiré aléatoirement est situé
dans la partie du carré colorée en bleu. Au bout des n
tirages, s contient donc le nombre de points ainsi tirés
aléatoirement qui appartiennent a la partie du carré
colorée en bleu.
La ligne 8 déclenche donc l'affichage de la fréquence
de I'événement « Le point tiré est dans la partie du carré
colorée en bleu» lors de la simulation de n tirages
aléatoires d'un point dans le carré [0; 11 % [0; 1].

3. a. Si f, est la fréquence des points situés sous la
courbe sur un échantillon de n points pris au hasard
dans le carré, I'expression d’un intervalle de confiance
de p au niveau de confiance de 95 % est donnée par

1 1
Jn :{fn_ﬁ;fn-’-ﬁil'



b. Pour n suffisamment grand, J,, contiendra p avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,95.

4. a. En confrontant les 4 résultats obtenus par
simulation avec la valeur approchée de p calculée a la
question 1.b., on observe que le nombre de décimales
exactesdepest2;2;2et1,respectivement.

b. On obtient, au niveau de confiance de 95 %, une
estimation de p a la précision 1073 pour n tel que

1
T < 10-3soit+/n = 2 000 oun = 4 x 106.En exécutant
n

I'algorithme pour n = 4 x 10, on obtient :

nombre de points n = 4%10%6
0.8557362

Exécution terminée.
D'ou I'estimation de p suivante, au niveau de confiance

de95%:p6[0,8557—#;0,8557+
2x103

2><103:|'

@ 1. La variable aléatoire X, qui donne le nombre de
succés « boule rouge » obtenus sur un échantillon de
taille n suit la loi binomiale B (n; p).

X 1 X 1
2.1 =P(pel)=P|2—-—<ps-"+—
2(P)=P(pel,) (n N \/Ej

n

3.
n| p |mp—n|mp+in|i|j| L@
100 | 0.47 37 57 36 | 570,965
100{ 0,471 37,1 57,1 37157]0,955
110] 0.45 | 39.012 | 59.988 |39 |59 ]0.945

4. Le couple (110; 0,45) est dit « malheureux» car
I'intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %
contient p avec une probabilité inférieure a 0,95.
5.b.Pourn =110, on observe sur le graphique 6 valeurs
de p pour lesquelles la probabilité de recouvrement de
p par l;;o est inférieure a 0,95. Ces valeurs de p sont
0,411;0,45;0,459;0,541,0,55;0,559.

c. e Pour n = 30, on obtient le graphique suivant :

Probabilité de recouvrement de p, lorsque n=30

1 p—
055 -
098
057 |

096 |
0.95 |
094 |
093 |
09z L

valeurdap

Les valeurs de p telles que f3;(p) < 0,95 sont: 0,35 ;
0,383;0,384;0,416;0,417;0,45,;0,483,;0,484,;0,516;
0,517,;0,55;0,583,;0,584;0,616;0,617;0,65.

« Pour n =200, il n'existe aucune valeur de p telle que
(200 ; p) soit un couple « malheureux ».

Probabilité de recouvrementde p, lorsque n=200

058 .

o4 L | l | J 1 |
(] 01 02 03 04 85 0.6 07 o8 08 1
valeurde p

e Pour n =210, il existe deux valeurs de p telles que
f10(p) < 0,95. Ce sont 0,45 et 0,55.

Probabilité de recouvrementde p, lorsque n=210

1 pe— T
099 \

6 01 02 03 04 0S5 06 07 08 09 1
valeur de p

@ 1. Max doit proposer un intervalle de fluctuation
de la fréquence f du virus au seuil de 95 %.

o S'il est éléve de Seconde, il propose l'intervalle simplifié

I=[p—#;p+%}=[0,04—$;0,04+$} ;
I=1[0,06;0,74].

o S'il est éléve de Premiere, il pourra déterminer avec la
loi binomiale les plus petits entiers a et b tels que
P(X=a)>0,025 et P(X=<0b)= 0,975 ou X suit la loi
binomiale %(900; 0,04). Une calculatrice ou un logiciel
donne alors a=25 et b=48. D'ou lintervalle

r25 4
I= =2 ;—8}[0,027;0,054].
1900 900

o S'il est éléve de Terminale, il déterminera l'intervalle
de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % :

I= :p - 1,967\';)3—;’?);,0 + 1,967\")3—;[)) ;

I =[0,027;0,053].

2. La fréquence du virus observée sur le lycée est
54

f=——=0,06.
900

e Si Max est en Seconde, il vérifiera que f €1 et il ne
rejettera pas, au seuil de décision de 5 % (c'est-a-dire
avec un risque derreur de 5%) I'hypothése selon
laquellelafréquence du virus sur le lycée est compatible
avec celle de la population nationale (I'écart entre fet p
sera considéré « non significatif »).

Chapitre 14. Echantillonnage et estimation
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e Si Max est en Premiére ou en Terminale, il observera
que f ¢1 et il pourra considérer que la fréquence f
observée sur le lycée n'est pas conforme a la population
nationale, au seuil de décision, de 5 %.

3. Max doit rechercher n tel que si|f — p| = 0,02, alors

fel

1 1 1
o Sil=|p——;p+—| il suffit davoir ——= < 0,02
[” Jn'P Jﬂ Jn

c’est-a-dire n > 2 500.

oSlI—[ —196‘ 196‘ } il suffit

p(1 —p)
Jn

d‘avoir1,96 < 0,02 soit,avec p = 0,04, n = 369.

Surl'échantillon de taille 642 considéré, la fréquence
des parents espérant que leur garcon obtienne un bac S
est f; = 0,771 et celle des parents espérant que leur fille
obtienne un bac S est f, = 0,507. En construisant des
intervalles de confiance au niveau de confiance de 95 %
des probabilités p; et p, que des parents, pris au hasard
dans la population, se prononcent pour un «espoir de
bac S » pour leur garcon ou pour leur fille, on obtient :

1 1
J,=10,771—-—,0,771+ soit J 0,73;0,82
! [ J642 \/642] 1= b
1 1
J,=|0,507 - ——; 0,507 + ——— |soitJ, =[0,46; 0,55].
2 { J642 \/642} 2= |

Les intervalles J; et J, étant disjoints, on considére qu'il
existe une différence significative entre les fréquences
f, et f,. On peut donc conclure avec un niveau de
confiance de 95 % que l'espoir de bac S pour un enfant
est influencé par le sexe de celui-ci.

@ En construisant les intervalles de confiance au
niveau de confiance de 95 % des probabilités p, et p,
qu’un individu fumeur de cette population soit atteint
ou non d'un cancer du poumon, on obtient a partir des
fréquences f; et f,:

1 1
J,=[0,913— ———;0,913+ soitJ; =[0,89: 0,94
! [ J605 \/605} 1= &
1 1
J,=|0,653————:0,653+——— |soitJ, = [0,62;0,69
2 { 780 \/780} 2= |

Comme J, et J, sont disjoints, la différence entre f, et f,
est significative, au niveau de confiance de 95 %. D'ou
I'affirmation ainsi justifiée de Wynder et Graham.

.1 Pourmontrerque
196“f(1 196“f(1 [f—— f+ 1}
NEN |
il suffit détablir I'inégalité 1,96./f(1—f) <1 ou méme

N )\%.

Or/f(1-f) < 0,5 équivautaf(1—f) < 0,25 c’est-a-dire
af2—f+0,25= 0 soitencore a

(f — 0,5 = 0, qui est vrai quel que soitf €[0;1].

2. La probabilité de recouvrement de p par l'intervalle
de confiance « standard » a 95 % est donc inférieure ou
égale a la probabilité de recouvrement de p par
l'intervalle de confiance « simplifié » de méme niveau
de confiance.

3. Voir fichier sur le site Math'x.

Accompagnement personnalisé

@ Faire le point sur les intervalles utilisés

1. Soit X,, une variable aléatoire suivant la loi B(n; p) et
X . e . .

F = — la variable aléatoire correspond a la fréquence
n

de « succes » observée.

¢ Unintervalle de fluctuation au seuil de 95 % de F,, est
un intervalle I tel que P(F, € ) = 0,95.

Remarques :en classe de Premiére, on obtientl'intervalle
de fluctuation «exact » a I'aide de la loi binomiale en
déterminant les plus petits entiers a et b tels que
P(X, < a) = 0,025 et P(X, < b) > 0,975.

) ab
| est alors l'intervalle [f;f].
nn

En classe de Terminale, pour n=30, np=5 et
n(1—p) =5, on peut utiliser l'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 %, soit

I=|p—1,06YPU=P). 4 1 963PUZP) |
Jn Jn

e Lorsque p est inconnu, un intervalle de confiance au
niveau de confiance de 95 % est un intervalle J obtenu a

1 1
partir d'une réalisation de l'intervalle [Fn -—F = T]

\/H r'n
dont les bornes sont aléatoires et qui contient p avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,95.
Remarque: si f est la fréquence observée sur un
échantillon de taille n (f est une réalisation de F,), on

1 1
obtientalors J = |f — —;f + —— | comme intervalle de
{ Jn \/E}

confiance au niveau de confiance de 95 %. Il y a autant
d'intervalles de confiance de p que d’échantillons !

@ Comparaison de deux populations a l'aide
d’intervalles de confiance a 95 %

1. Les intervalles de confiance correspondant aux
fréquences f, et fz[fournies par deux échantillons de

1 1
fio——f+——|et
v Voo \/100}
1
!
\/100}

taille 100 sont J; =

1
.J2 :[fz_ifﬁ;fz



J, et J, sont disjoints lorsque l'on a soit

1 1 1
f+—— <f————, soith, + —— <
Voo % Vhoo N

ce qui se résume par ff, — f,| > 0,2.

1
fi———
' Jhoo

2. Voir fichier sur le site Math'x.

La probabilité d'obtenir deux intervalles de confiance
au niveau de confiance de 95 % qui soient disjoints
(alors qu'ils portent sur des échantillons d'une méme
population ou p est connu et vaut 0,7) parait trés faible
(trés inférieure a 0,5 %).

3. Voir fichier sur le site Math'x.
a. En cellule B104, on peut entrer :
[ =B103-1,96*RACINE(B103*(1-B103)/100) |

b. Deux intervalles [a;b] et [c;d] sont disjoints si et
seulement si on a: b<c ou d < a. Cela peut sécrire
encore :Min(b, d) < Max(c, a).

Linstruction entrée en cellule B104 renvoie donc 1
lorsque les intervalles de confiance correspondant aux
fréquences affichées en cellules B103 et C103 sont
disjoints. Linstruction renvoie 0 dans le cas contraire.

¢. On peut en déduire que la probabilité de considérer a
tort une différence comme significative est d’environ
0,5 %.
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