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Avant propos

Vous trouverez dans cet ouvrage édité par Math Performance, le cours complet de Terminale S conforme au
programme officiel de l’éducation nationale.

Vous pouvez télécharger ou imprimer ce cours pour une utilisation privée ou collective uniquement.
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Chapitre 1

Limites de suite et de fonction

1. Limite d’une suite

Définition
Soit (Un) une suite de nombres réels.� On dit que (Un) admet une limite finie L et on note lim

n!+1 un = L , si tout intervalle ouvert

contenant L contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang.� On dit que (Un) admet une limite égale à +1 et on note lim
n!+1 un = +1 , si pour tout réel

A, l’intervalle ℄A, +1[ contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang.� On dit que (Un) admet une limite égale à �1 et on note lim
n!+1 un = �1 , si pour tout réel

B, l’intervalle ℄�1,B[ contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang.

Exemples� La suite de terme général un = 1

n2
converge vers 0.

En effet tout intervalle qui contient zéro, contient aussi l’intervalle ℄�a,a[ avec a > 0 et un 2 ℄�a,a[ () 1

n2
<

a () n >r1

a
donc tous les termes de la suite un sont contenus dans l’intervalle ℄�a,a[ à partir du rang n0 vérifiant

n0 >r 1

a
. Ainsi la suite (un) converge vers 0.� La suite de terme général un = p

n admet une limite égale à +1
En effet

p
n � A est équivalent à n � A2. L’intervalle ℄A;+1[ contient toutes les valeurs

p
n à partir du rang n0

vérifiant n0 � A2 donc lim
n!+1pn = +1

Propriété

Une suite croissante non majorée tend vers l’infini.

Démonstration
Soit (un) une suite croissante non majorée et A un nombre positif. (un) n’est pas majorée alors, il existe p tel que
up > A or (un) est croissante donc pour tout n > p un > up > A. Tous les termes de la suite appartiennent à
l’intervalle ℄A, +1[ à partir du rang p. Ainsi lim

n!+1un = +1
Exemple

La suite (n2) est croissante et n’est pas majorée, on en déduit alors lim
n!+1un = +1

Théorème des gendarmes

Soient (un), (vn) et (wn) trois suites vérifiant à partir d’un certain rang� un 6 vn 6 wn� lim
n!+1un = L et lim

n!+1wn = L
alors lim

n!+1 vn = L
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Exemple

Soit un = sin n

n
, (avec n 6= 0), on a �1 � sin n � 1 alors � 1

n
� sin n

n
� 1

n

lim
n!+1� 1

n
= 0 et lim

n!+1 1

n
= 0 alors lim

n!+1 sin n

n
= 0

2. Limite d’une fonction

Définition
Soit f une fonction définie sur D f� On dit que la fonction f admet une limite L appartenant à R en a et on note lim

x!a
f (x) = L

si pour tout intervalle ouvert U contenant L, f (x) appartient à U pour x appartenant à D f

suffisament proche de a.

Il est équivalent d’écrire: Pour tout intervalle ouvert U contenant L, il existe un intervalle I
contenant a tel que pour tout x appartenant à I, f (x) 2 U .� On dit que la fonction f à pour limite L appartenant à R en +1 et on note lim

x!+1 f (x) = L

si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs de f (x) pour x assez grand.

Il est équivalent d’écrire: Pour tout intervalle ouvert U contenant L; il existe A appartenant
à D f tel que pour tout x appartenant à ℄A. +1[ f (x) appartient à U� On dit que la fonction f a pour limite +1 en +1 et on note lim

x!+1 f (x) = +1
si pour tout réel A l’intervalle ℄A, +1[ contient toutes les valeurs de f (x) pour x assez
grand.� On dit que la fonction f a pour limite �1 en +1 et on note lim

x!+1 f (x) = �1
si pour tout réel B l’intervalle ℄�1,B[ contient toutes les valeurs de f (x) pour x assez grand.

Exemple� Montrer que lim
x!1

2x + 3 = 5j f (x)� 5j = j2x + 3� 5j = j2x� 2j = 2jx� 1j,
Soit ε > 0 on a j f (x)� 5j < ε dès que 2jx� 1j < ε, soit jx� 1j < ε

2
En posant γ = ε

2
alors, pour tout ε > 0 il existe γ > 0 tel que jx� 1j < γ implique j f (x)� 5j < ε� lim

x!+1 x2 = +1, en effet pour tout M > 0, f (x) > M si x2 > M, si x > p
M donc pour tout intervalle

I =℄M;+1[ si x > p
M alors f (x) 2 I.

Théorème des gendarmes

Soient f , g et h trois fonctions vérifiant� g(x) 6 f (x) 6 h(x)� lim
x!a

h(x) = b lim
x!a

g(x) = b
alors lim

x!a
f (x) = b

Exemple� Déterminer la limite de
sin(x)

x2
en +1

Pour tout x 6= 0 �1 � sin(x) � 1 et donc � 1

x2
� sin(x)

x2
� 1

x2

Or lim
x!+1� 1

x2
= 0 et lim

x!+1 1

x2
= 0. D’après le théorème des gendarmes lim

x!+1 sin(x)
x2

= 0.
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3. Opération sur les limites

On notera FI pour forme indéterminée, �1 représente soit +1 soit �1
Si f a pour limite l l l +1 �1 +1
Si g a pour limite l0 +1 �1 +1 �1 �1
Alors f + g a pour limite l + l0 +1 �1 +1 �1 FI

Si f a pour limite l l > 0 l < 0 l > 0 l < 0 +1 +1 �1 0
Si g a pour limite l0 +1 +1 �1 �1 +1 �1 �1 �1
Alors f g a pour limite ll0 +1 �1 �1 +1 +1 �1 +1 FI

Si f a pour limite l l +1 +1 �1 �1 �1 0
Si g a pour limite l0 6= 0 �1 l0 > 0 l0 < 0 l0 > 0 l0 < 0 �1 0

Alors
f
g a pour limite

l

l0 0 +1 �1 �1 +1 FI FI

Attention 0�+1 6= 0, il s’agit bien d’une forme indéterminée, par exemple la limite de f (x) = 1

x
� x en +1

correspond à ce cas mais lim
x!+1 f (x) = 1

4. Fonction rationnelle polynomiale au voisinage de l’infini

Théorème
Au voisinage de +1 ou �1 un polynôme se comporte de la même façon que ses termes de plus
haut degré.
Au voisinage de +1 ou �1 une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur
sont des polynômes se comporte de la même façon que ses termes de plus haut degré.

Exemples� lim
x!+1 4x4 � x3 + x2 � 1 = lim

x!+1 4x4 = +1� Calculer lim
x 7!+1 x3 + 2x + 1

3x3 + x2

Au voisinage de +1 la limite de
x3 + 2x + 1

3x3 + x
est la même que la limite de la fonction

x3

3x3
= 1

3

On obtient donc lim
x 7!+1 x3 + 2x + 1

3x3 + x
= 1

3

5. Limite d’une fonction composée

Théorème
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, g une fonction définie sur f (I), a un élément de I
ou une borne de I, l et l0 deux réels, ou +1 ou �1.
Si lim

x 7!a
f (x) = l

lim
X 7!l

g(X) = l0 alors lim
x 7!a

g Æ f (x) = l0
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Exemples� Déterminer lim
x 7!+1r 1

x
+ 4

lim
x 7!+1 1

x
+ 4 = 4

lim
X 7!4

p
X = 2

9>=>; lim
x 7!+1r 1

x
+ 4 = 2� Déterminer lim

x 7!�1px2 + 3x + 2

lim
x 7!�1 x2 + 3x + 2 = +1

lim
X 7!+1pX = +1 9=; lim

x 7!�1px2 + 3x + 2 = +1� Déterminer lim
x 7!1

1

x� 1

Etudions le signe de x� 1:
x �1 1 +1

x� 1 � 0 +
lim
x 7!1
x>1

x� 1 = 0 et x� 1 > 0

lim
X 7!0
X>0

1

X
= +1 9>>=>>; lim

x 7!1
x>1

1

x� 1
= +1

lim
x 7!1
x<1

x� 1 = 0 et x� 1 < 0

lim
X 7!0
X<0

1

X
= �1 9>>=>>; lim

x 7!1
x<1

1

x� 1
= �1� Déterminer lim

x 7!2

x� 5�x2 + 5x� 6
. On transforme

x� 5�x2 + 5x� 6
sous la forme (x� 5)� 1�x2 + 5x� 6

Etudions le signe de �x2 + 5x� 6:
x �1 2 3 +1�x2 + 5x� 6 � + �

lim
x 7!2
x>2

�x2 + 5x� 6 = 0, � x2 + 5x� 6 > 0

lim
X 7!0
X>0

1

X
= +1 9>>=>>; lim

x 7!2
x>2

1�x2 + 5x� 6
= +1

lim
x 7!2
x>2

x� 5 = �3

9>>=>>; lim
x 7!2
x>2

x� 5�x2 + 5x� 6
= �1

lim
x 7!2
x<2

�x2 + 5x� 6 = 0, � x2 + 5x� 6 < 0

lim
X 7!0
X<0

1

X
= �1 9>>=>>; lim

x 7!2
x<2

1�x2 + 5x� 6
= �1

lim
x 7!2
x<2

x� 5 = �3

9>>=>>; lim
x 7!2
x<2

x� 5�x2 + 5x� 6
= +1

6. Comparaison au voisinage de +1
Théorème

Soient f et g deux fonctions.
Si: � pour tout x d’un intervalle ℄b, +1[, f (x) � g(x)� lim

x 7!+1 g(x) = +1 alors lim
x 7!+1 f (x) = +1

Exemple8x > 0
p

1 + x2 > x or lim
x!+1 x = +1 alors lim

x!+1p1 + x2 = +1
7
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7. Asymptote

Théorème� La droite d’équation y = b est asymptote horizontale à C en +1 (respectivement en �1)

si lim
x!+1 f (x) = b (respectivement si lim

x!�1 f (x) = b )� La droite d’équation x = a est asymptote verticale à C si lim
x!a

f (x) =+1
ou si lim

x!a
f (x) = �1� La droite d’équation y = ax + b avec a 6= 0 est asymptote oblique à C en +1 (respective-

ment en �1) si lim
x!+1 [ f (x)� (ax + b)℄ = 0 (respectivement lim

x!�1 [ f (x)� (ax + b)℄ = 0)

Exemple

La fonction d’équation y = f (x) = x + 1 + 1

x
admet une asymptote oblique d’équation y = x + 1. En effet f (x)�(x + 1) = x + 1 + 1

x
� (x + 1) = 1

x
or lim

x!+1 1

x
= 0 et donc lim

x!+1 f (x)� (x + 1) = 0 ainsi y = x + 1 est

asymptote oblique à la courbe.

8. Composée d’une suite et d’une fonction

Théorème
Soit la fonction f et la suite (un). Si lim

n!+1 un = a et lim
x!a

f (x) = b alors lim
n!+1 f (un) = b

Exemple

Soit un =r1 + 1

n2
lim

n!+1 1

n2
= 0 et lim

x!0

p
1 + x = 1 alors lim

n!+1r1 + 1

n2
= 1

9. Limite d’une fonction comportant des "racines"

Méthode
Rechercher la limite d’une fonction comportant des "racines" est souvent délicat. Une forme in-
déterminée peut apparaître. ll convient alors de transformer la fonction de manière à lever l’indé-
termination.
La transformation la plus courante consiste à multiplier par la quantité conjuguée:p

a�pb = (pa�pb)(pa +p
b)p

a +p
b

= a� bp
a +p

b
Il suffit alors d’exploiter cette expression pour lever l’indétermination.
Une autre transformation consiste à factoriser sous la racine:p

ab + c�pad + e = r
a(b + c

a
)�ra(d + e

a
) = p

a

�r
b + c

a
�rd + e

a

�

8
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Exemples� Calculer lim
x 7!+1p2x + 1�px + 1

Au voisinage de l’infini x 6= 0 alorsp
2x + 1�px + 1 =sx

�
2 + 1

x

��sx

�
1 + 1

x

� = p
x

r
2 + 1

x
�px

r
1 + 1

x= p
x

 r
2 + 1

x
�r1 + 1

x

!
lim

x 7!+1r2 + 1

x
= p

2

lim
x 7!+1r1 + 1

x
= p

1

9>>=>>; lim
x 7!+1r2 + 1

x
�r1 + 1

x
= p

2� 1

lim
x 7!+1px = +1 9>>=>>; lim

x 7!+1px

 r
2 + 1

x
�r1 + 1

x

! = +1
ainsi lim

x!+1p2x + 1�px + 1 = +1� Calculer lim
x 7!+1px + 1�px + 2

On multiplie l’expression par la quantité conjuguée, on obtient:p
x + 1�px + 2 = �p

x + 1�px + 2
� �p

x + 1 +px + 2
�p

x + 1 +px + 2
= �p

x + 1
�2 � �px + 2

�2p
x + 1 +px + 2= (x + 1)� (x + 2)p

x + 1 +px + 2= �1p
x + 1 +px + 2

lim
x 7!+1px + 1 +px + 2 = +1

lim
X 7!+1� 1

X
= 0

9>=>; lim
x 7!+1 �1p

x + 1 +px + 2
= 0

ainsi lim
x!+1px + 1�px + 2 = 0� Calculer lim

x 7!�1px2 + x + 2 + 2x

Au voisinage de l’infini x 6= 0 alorsp
x2 + x + 2 + 2x =sx2

�
1 + 1

x
+ 2

x2

�+ 2x = p
x2

r
1 + 1

x
+ 2

x2
+ 2x = jxjr1 + 1

x
+ 2

x2
+ 2x

Or au voisinage de �1 jxj = �x on obtient alors:p
x2 + x + 2 + 2x = �x

r
1 + 1

x
+ 2

x2
+ 2x = �x

 r
1 + 1

x
+ 2

x2
� 2

!
lim

x 7!�11 + 1

x
+ 2

x2
= 1

lim
X 7!1

p
X = p

1 = 1

9>=>; lim
x 7!�1r1 + 1

x
+ 2

x2
= 1

lim
x 7!�1�2 = �2

9>>=>>; lim
x 7!�1r1 + 1

x
+ 2

x2
� 2 = �1

lim
x 7!�1�x = +1

On en déduit alors que lim
x 7!�1�x

 r
1 + 1

x
+ 2

x2
� 2

! = �1
ainsi lim

x!�1px2 + x + 2 + 2x = �1

9
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Chapitre 2

Continuité et tableau de variation

1. Continuité

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un élément de I

f est continue en un point a si lim
x!a

f (x) = f (a)
Théorème

Toute fonction construite par composition ou opération à partir de fonctions polynômes ou trigo-
nométriques est continue.

Remarque

Soit C f la courbe représentative de la fonction f sur un intervalle I alors f est continue sur I signifie que l’on peut
tracer C f sur I sans lever le crayon

Exemples� f (x) = x2 est continue sur R� La fonction f définie par f (x) = E(x) où
E(x) désigne la partie entière de x n’est pas
continue.

0

y

x

2. Théorème des valeurs intermédiaires

Théorème
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soient a et b deux nombres réels appar-
tenant à I. Pour tout réel k compris entre f (a) et f (b), il existe au moins un réel c compris entre a
et b tel que f (c) = k

Corollaire

Si f est une fonction continue strictement monotone sur [a,b℄
alors pour tout réel k compris entre f (a) et f (b), l’équation
f (x) = k a une solution unique dans [a; b℄

0

y

x

f (a)
a

k

c

f (b)
bDémonstration

Soit f strictement monotone (On peut supposer par exemple que f est strictement croissante ce qui signifie que pour
tout x et x0 appartenant à [a,b℄ x > x0 implique f (x) > f (x0).) Soit k appartenant à [ f (a), f (b)℄ alors d’après le
théorème des valeurs intermédiaire il existe c appartenant à [a,b℄ tel que f (c) = k. Supposons qu’il existe un autre
c0 6= c vérifiant f (c0) = k alors l’hypothèse de stricte monotonie est contredite. L’équation f (x) = k admet donc une
unique solution dans [a; b℄

10
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Corollaire
Si f est une fonction continue strictement monotone sur [a; b[ (b 2 R ou +1) alors pour tout
réel k compris entre f (a) et lim

x!b
f (x), l’équation f (x) = k a une solution unique dans [a; b[.

On pourra chercher la solution de l’équation f (x) = k par dichotomie ou balayage avec la calcu-
latrice.

Exemples� Soit f (x) = x3 + 2x + 1.
Montrer que f (x) = 0 admet une seule solution α, encadrer α à 10�2 près. en déduire le signe de f .

f 0(x) = 3x2 + 2.
f est donc strictement croissante sur R.
De plus lim

x!+1 f (x) = +1 et lim
x!�1 f (x) = �1.

On dresse le tableau de variation ci contre:

x �1 α +1
f 0(x) + +1
f (x) 0�1

f est continue strictement croissante sur R, l’image de R par f est R or 0 2 R nous pouvons donc conclure que
f (x) = 0 admet une unique solution dans R notée α.
Pour encadrer α à 10�2 près, nous utilisons un tableau de valeurs, obtenue au moyen d’une calculatrice.
f (�1) = �2 et f (0) = 1 alors α 2 [�1; 0℄
f (�0,5) = �0,125 et f (�0,4) = 0,136 alors α 2 [�0,5;�0,4℄
f (�0,46) = �0,017336 et f (�0,45) = 0,08875 alors α 2 [�0,46;�0,45℄
f est continue strictement croissante sur R et f (α) = 0 ainsi pour tout x 2 ℄�1;α[ f (x) < 0 et pour tout
x 2 ℄α; +1[ f (x) > 0� f est la fonction continue définie sur [�5; 5℄ dont le
tableau de variation est représenté ci contre:
Déterminer le nombre de solution de f (x) = 0.

x �5 � 3 1 5

f (x) �5

10

2

8

D’après le tableau de variation de f , f est continue strictement croissante sur [�5; �3℄ or 0 2 [�5; 10℄.
L’équation f (x) = 0 admet une unique solution dans [�5;�3℄
f est décroissante sur [�3; 1℄ et f (1) = 2 donc pour tout x 2 [�3; 1℄ f (x) > 2. L’équation f (x) = 0 n’a pas de
solution dans [�3; 1℄
f est croissante sur [1; 5℄ et f (1) = 2 donc pour tout x 2 [1; 5℄ f (x) > 2.
L’équation f (x) = 0 n’a pas de solution dans [1; 5℄
L’équation f (x) = 0 admet donc une unique solution.� Considérons la fonction f définie pour tout x 2 ��2;� 1

2

�
par f (x) = p�x2 � x + 2

Montrer que l’équation f (x) = 1 admet une unique solution.

f est dérivable sur

��2;� 1

2

�
et f 0(x) = �2x� 1

2
p�x2 � x + 2

Or pour tout x 2 ��2;� 1

2

�
f 0(x) � 0

f est continue et strictement croissante sur

��2;� 1

2

�
et l’image de x 2 ��2;� 1

2

�
est f (x) 2 #0;

p
5

2

#
or

p
5

2
�

1,12 ainsi 1 2 #0;

p
5

2

#
L’équation f (x) = 1 admet alors une unique solution.

11
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Chapitre 3

Dérivation

1. Rappels de première

Définitions
Soit y = f (x) une fonction de courbe représentative C.

f est dérivable en x0 si lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

est un nombre A appartenant à R.

Ce nombre est appelé nombre dérivé noté A = f 0(x0) = dy

dx
.

f est dérivable sur I si pour tout x appartenant à I, f est dérivable en x.
Le nombre dérivé f 0(x0) est égal au coefficient directeur de la droite tangente à la courbe C au
point d’abscisse x0.
Une équation de la droite tangente à la courbe au point M0 d’abscisse x0 est :

y = f 0(x0)(x� x0) + f (x0)
Propriété 1

La définition de la dérivée peut se traduire de la façon suivante :
Si f est dérivable en a alors f (x) = f (a) + (x� a) f 0(a) + (x� a)ε(x) avec lim

x!a
ε(x) = 0.

Cela signifie que lorsque x est proche de a alors une approximation de f (x) est f (a)+ (x� a) f 0(a)
On parlera alors d’approximation affine de f .(x� a)ε(x) représente l’erreur commise lorsque l’on remplace f (x) par f (a) + (x� a) f 0(a)

Propriété 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I alors� Si f 0(x) = 0 pour tout x appartenant à I alors f est constante sur I .� Si f 0(x) > 0 (resp f 0(x) > 0) pour tout x appartenant à I alors f est croissante sur I . (resp
f est strictement croissante sur I .)� Si f 0(x) 6 0 (resp f 0(x) < 0) pour tout x appartenant à I alors f est décroissante sur I . (resp
f est strictement décroissante sur I .)� Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I .

Si f admet un extremum local en x0 alors f 0(x0) = 0.� Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et x0 un réel de I .

Si la fonction dérivée s’annule en x0 en changeant de signe alors f admet un extremum local
en x0.

Propriété 3

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un même intervalle I et k un nombre réel alors :� u + v est dérivable sur I et (u + v)0(x) = u0(x) + v0(x)� u� v est dérivable sur I et (u� v)0(x) = u0(x)v(x)+ u(x)v0(x)� k� u est dérivable sur I et (k� u)0(x) = k� u0(x)� Si v ne s’annule pas sur I alors
u

v
est dérivable sur I et

�u

v

�0 (x) = u0(x)v(x)� u(x)v0(x)
v2(x)� Soit f (x) = ax + b une fonction affine telle que f (I) appartienne à l’ensemble de définition

de u alors (u(ax + b))0 = a.u0(ax + b)
12
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2. Etude de la fonction tangente

Etude de la fonction tangente

Etudions la fonction f (x) = tan x.

f (x) = tan x = sin x

cos x
f est continue dérivable sur les valeurs de x telles que cos x 6= 0 soit x 6= π

2
+ kπ k 2 Z

f est continue dérivable sur I = R r fπ

2
+ kπ=k 2 Zg8x 2 I, x + π 2 I f (x + π) = sin (x + π)

cos (x + π) = � sin x� cos x
= sin x

cos x
= tan x = f (x)

ainsi f est périodique de période π , on fera une étude sur
i�π

2
;
π

2

h8x 2 I, �x 2 I et f (�x) = tan (�x) = sin (�x)
cos (�x) = � sin x

cos x
= � tan x = � f (x)

ainsi f est impaire. Si x 2 h0;
π

2

h
alors �x 2 i�π

2
; 0
i

d’où étude sur
h
0;

π

2

h
La courbe représentative de f sur I s’obtient à partir de la courbe représentative de f sur

h
0;

π

2

h
,

en faisant une symétrie par rapport à l’origine et ensuite en reportant la courbe obtenue sur des
intervalles de longeur π .8x 2 h0;

π

2

h
f 0(x) = cos2 x + sin2 x

cos2 x
ainsi f 0(x) = 1

cos2 x
= 1 + tan2 x8x 2 h0;

π

2

h
f 0(x) > 0 donc f est strictement croissante sur

h
0;

π

2

h
Etudions la limite de f en

π

2
:

lim
x 7!π

2
x< π

2

cos x = 0 et cos x > 0

lim
X 7!0
X>0

1

X
= +1 9>>>=>>>; lim

x 7!π
2

x< π
2

1

cos x
= +1

lim
x 7!π

2
x< π

2

sin x = 1

9>>=>>; lim
x 7!π

2
x< π

2

sin x

cos x
= +1

Ainsi f admet une asymptote verticale d’équation x = π

2

Courbe représentative de f suri�π

2
;
π

2

h [ �π

2
;

3π

2

�
Tableau de valeur

x 0
π

6

π

4

π

3

tan x 0

p
3

3
1

p
3

π

2
�π

2
3π

2

13
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3. Dérivation d’une fonction composée

Théorème
Soit g une fonction définie sur I tel que g(I) appartienne à l’ensemble de définition d’une fonc-

tion f alors ( f Æ g)0(x) = g0(x)� f 0(g(x))
Exemple

Soit f la fonction définie par f (x) = sin (�x2 + x) alors f 0(x) = (�2x + 1) cos (�x2 + x)
4. Tableau récapitulatif des dérivées usuelles

Dans ce tableau vous trouverez deux nouvelles fonctions (ln x et ex) dont les dérivées sont à connaître et qui
seront étudiées ultérieurement.

Fonction: f(x)= Dérivée: f’(x)= Fonction: f(x)= Derivée: f’(x)=

k (k 2 R) 0

xn (n 2 N� ) nxn�1 un(x) nu0(x)un�1(x)
1

x
(x 6= 0) � 1

x2

1

u(x) (u(x) 6= 0) � u0(x)
u2(x)

1

xn (x 6= 0 n 2 N� ) � n

xn+1
1

u(x)n (u(x) 6= 0; n 2 N� ) � nu0(x)
un+1(x)p

x (x > 0) 1

2
p

x

q
u(x) (u(x) > 0) u0(x)

2
p

u(x)
sin x cos x sin(u(x)) u0(x) cos(u(x))
cos x � sin x cos(u(x)) �u0(x) sin(u(x))

ln x (x > 0) 1

x
ln(u(x)) (u(x) > 0) u0(x)

u(x)
ex ex eu(x) u0(x)eu(x)

tan x 1+ tan2 x = 1

cos2 x
tan u(x) u0(x)

cos2 u(x)
14
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Chapitre 4

Introduction de la fonction exponentielle

1. Méthode d’Euler

Méthode
La désintégration nucléaire du radium est une notion traitée en physique en classe de terminale S.
Si N(t) désigne le nombre d’atome de radium présent à l’instant t, nous savons que N0(t) = �aN(t) avec a
une constante positive. (se reporter au cours de physique.)
Connaissant N(0) = N0, on souhaite tracer la courbe représentative de N, de manière à pouvoir visualiser
la désintégration du radium en fonction du temps.
Ce problème revient à déterminer la courbe représentative de N vérifiant N0 = �aN et N(0) = N0

La méthode d’Euler permet d’obtenir une construction approchée de la courbe représentative de N.
L’objet de ce paragraphe est la résolution d’un problème plus simple: Faire une construction approchée de
la courbe d’une fonction f vérifiant f 0 = f et f (0) = 1.
La méthode que nous allons utiliser est la méthode d’Euler décrite dans les lignes suivantes:

L’intervalle sur lequel nous étudions la courbe est [0; 1℄
Considérons l’intervalle [0; 1℄ que nous découpons de la façon suivante:
x0 = 0; x1 = 0 + h; x2 = x1 + h;......; xk+1 = xk + h; ........ xn = 1. On prendra h = 0,2 et ensuite h = 0,1.
f est dérivable alors l’approximation affine de f (a + h) est f (a) + h f 0(a) avec h proche de 0
On peut écrire f (a + h) � f (a) + h f 0(a)
Ainsi dans notre cas, si on prend a = xk

f (xk + h) � f (xk) + h f 0(xk)� f (xk) + h f (xk) car f 0 = f� (1 + h) f (xk)
or xk + h = xk+1 on a alors f (xk+1) � (1 + h) f (xk),
Nous avons alors

f (x1) � (1 + h) f (x0) = (1 + h) f (0) = (1 + h)
f (x2) � (1 + h) f (x1) = (1 + h)(1 + h) = (1 + h)2

ainsi de proche en proche on obtient: f (xk) � (1 + h)k

Ainsi si h = 0,2 on construit la courbe point par point
à partir des points M(xk ; f (xk)) dont les coordonnées
sont obtenues dans le tableau ci dessous:

xk 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

f (xk) = (1,2)k 1 1,2 1,44 1,72 2,07 2,48

~j ~i0

�����
�

Ainsi si h = 0,1 on construit la courbe point par point
à partir des points M(xk ; f (xk)) dont les coordonnées
sont obtenues dans le tableau ci dessous:

xk 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

f (xk) = (1,1)k 1 1,1 1,21 1,33 1,46 1,61

xk 0,6 0,7 0,8 0,9 1

f (xk) = (1,1)k 1,77 1,95 2,14 2,36 2,59

0

~j ~i����������
�

Avec un pas h de plus en plus petit le tracé de la courbe est de plus en plus proche de la fonction f .

15
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2. Fonction exponentielle

Théorème
Si f est une fonction dérivable non nulle sur R vérifiant f (x + y) = f (x)� f (y) avec x 2 R et
y 2 R alors
f (0) = 1 et pour tout réel x f 0(x) = k f (x) où k = f 0(0)
Démonstration

f 6= 0 alors 9 a 2 R = f (a) 6= 0
f (a + 0) = f (a)� f (0) soit f (a) = f (a)� f (0) or f (a) 6= 0 alors f (0) = 1

Supposons x fixe alors ( f (x + y))0 = f 0(x + y) et ( f (x)� f (y))0 = f (x)� f 0(y)
donc f 0(x + y) = f (x)� f 0(y), en particulier si y = 0, f 0(x) = f (x)� f 0(0)

Théorème et définition
Il existe une unique fonction f dérivable et strictement positive sur R telle que f 0 = f et f (0) = 1
Cette fonction est appelée fonction exponentielle
On la note f (x) = exp(x) = ex

Démonstration
On admet l’existence d’une fonction f vérifiant f 0 = f et f (0) = 1.

Montrons l’unicité de f . Soit g une autre solution de f 0 = f et f (0) = 1 alors g0 = g et g(0) = 1 Soit h = g

f
définie

et dérivable sur R alors h0 = g0 f � g f 0
f 2

or g0 = g et f 0 = f alors h0 = g f � g f

f 2
= 0.

Il s’ensuit que h est une fonction constante égale en particulier à h(0) = g(0)
f (0) = 1

Nous obtenons donc h(x) = g(x)
f (x) = 1 soit g = f

Théorème
Soit k un nombre réel
Il existe une unique fonction f dérivable et strictement positive surR telle que f 0 = k f et f (0) = 1.
Cette fonction est ekx

3. Propriété de la fonction exponentielle

Propriétés� La fonction exponentielle est strictement croissante sur R� Pour tout réel x ex > 0� Pour tout réel a et b ea < eb est équivalent à a < b� Pour tout réel a et b ea = eb est équivalent à a = b� La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout réel x (ex)0 = ex� Si u dérivable R alors (eu)0 = u0eu� Pour tout réel x et y ex+y = exey� Pour tout réel x e�x = 1

ex� Pour tout réel x et y ex�y = ex

ey� Pour tout réel x et tout n 2 N (ex)n = enx

16
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4. Tracé de la fonction

0 1

1

e

5. Etude des limites

Propriétés� lim
x!+1 ex = +1� lim
x!�1 ex = 0

� lim
x!+1 ex

x
= +1� lim

x!+1 ex

xn
= +1 � lim

x!�1 xex = 0� lim
x!�1 xnex = 0� lim

x!0

ex � 1

x
= 1

Remarque sur la détermination de limites

Au voisinage de l’infini l’exponentielle l’emporte sur la fonction puissance.
Si on a une forme indéterminée du type +1 �1 alors vous pouvez essayer de factoriser l’expression, pour lever
l’indétermination. On peut alors aboutir par exemple à une forme du type1�1.
Si on a une forme indéterminée du type 0�1 alors vous pouvez essayer de développer l’expression, pour lever l’indé-
termination. On peut alors aboutir par exemple à une forme du type +1+1.

Exemples� En +1, x3 � ex est une forme indéterminée

Pour x 6= 0 x3 � ex = x3

�
1� ex

x3

�
lim

x!+1 1� ex

x3
= �1

lim
x!+1 x3 = +1 9>=>; lim

x!+1 x3(1� ex

x3
) = �1 � En +1,

ex

x2 � 1
est une forme indéterminée

Pour x 6= 0
ex

x2 � 1
= ex

x2
� 1

1� 1

x2

lim
x!+1 1

1� 1

x2

= 1

lim
x!+1 ex

x2
= +1 9>>>=>>>; lim

x!+1 ex

x2
� 1

1� 1

x2

= +1� En +1, (x + 1)e�x est une forme indéterminée

Pour x 6= 0 (x + 1)e�x = xe�x + e�x = 1

ex

x

+ e�x

lim
x!+1 ex

x
= +1

lim
X!+1 1

X
= 0

9>=>; lim
x!+1 1

ex

x

= 0
lim

x!+1�x = �1
lim

X!�1 eX = 0

9=; lim
x!+1 e�x = 0

On obtient donc lim
x!+1 1

ex

x

+ e�x = 0

17
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Chapitre 5

Fonctions logarithmes et exponentielles

1. Fonction logarithme népérien

Théorème et définitions
Pour tout nombre a strictement positif il existe un unique nombre réel α tel que eα = a.
Ce nombre est appelé le logarithme népérien de a et est noté ln a

On appelle fonction logarithme népérien la fonction ln qui à tout x appartenant à ℄0; +1[
associe ln x
On appelle fonction logarithme décimale la fonction log qui à tout x appartenant à ℄0; +1[
associe log x = ln x

ln 10

Démonstation
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante de R dans R+� Ainsi pour tout nombre a > 0 il existe
un unique nombre α tel que eα = a

Propriétés� ln 1 = 0 et ln e = 1� Pour tout nombre réel x strictement positif eln x = x� Pour tout nombre réel x, ln ex = x� ln x est négatif sur ℄0; 1℄� ln x est positif sur [1; +1[� Pour tous nombres réels x et y strictement positifs: ln x = ln y équivaut à x = y� Pour tous nombres réels x et y strictement positifs: ln x > ln y équivaut à x > y� La fonction ln est continue dérivable et strictement croissante sur ℄0; +1[� Pour tout nombre réel x strictement positif: ln0 (x) = 1

x� Si u dérivable et strictement positive sur I alors (ln Æu)0 = u0
u� Pour tous nombres réels x et y strictement positifs ln xy = ln x + ln y� Pour tous nombres réels x et y strictement positifs ln

x

y
= ln x� ln y� Pour tout nombre réel a strictement positif et tout nombre rationnel r ln ar = r ln a

Remarques� En général ln (x + y) 6= ln x. ln y alors que ex+y = ex.ey� La propriété ln ar = r ln a est utile pour résoudre une inéquation du type 0,2n < 0,3 avec n 2 N
en effet 0,2n < 0,3 , ln 0,2n < ln 0,3 , n ln 0,2 < ln 0,3 , n > ln 0,3

ln 0,2

18
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2. Tracé de la fonction

1

0 e1

3. Etude des limites
Propriétés� lim

x!+1 ln x = +1� lim
x!0

ln x = �1 � lim
x!0

x ln x = 0� lim
x!0

xn ln x = 0

� lim
x!+1 ln x

x
= 0� lim

x!+1 ln x

xn
= 0� lim

x!0

ln (1 + x)
x

= 1

Démonstration

Nous allons nous intéresser à la démonstration de lim
x!0

ln (1 + x)
x

= 1. Nous en profiterons pour mettre en évidence

une approximation affine au voisinage de 0, de x 7! ln (1 + x).
x 7! f (x) = ln(1 + x) est dérivable sur ℄� 1 ; +1[ et en particulier en x = 0

f 0(x) = 1

1 + x
donc f 0(0) = 1

Nous avons alors f (x) = f (0) + x f 0(0) + xε(x) soit ln (1 + x) = x + xε(x) avec lim
x!0

ε(x) = 0

Ainsi une approximation affine de ln (1 + x) au voisinage de 0 est x.

ln (1 + x) = x + xε(x) , ln (1 + x) = x(1 +ε(x)) ainsi
ln (1 + x)

x
= 1 +ε(x)

Or lim
x!0

1 +ε(x) = 1 alors lim
x!0

ln (1 + x)
x

= 1

Remarques� Au voisinage de l’infini la fonction puissance l’emporte sur la fonction logarithme.� lim
x!0

ln x

x
= �1 (En écrivant

ln x

x
= 1

x
� ln x le résultat en découle)

4. Fonction exponentielle de base a et racine nième

Définition� Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1

On appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie sur R par
R ! R
x 7! ax = ex ln a� Soit n un nombre entier supérieur ou égal à 2

On appelle fonction racine nième la fonction définie sur R+ par
R+ ! R
x 7! x

1
n = e

1
n ln x
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5. Comportement asymptotique séparé

y = ln x

y = p
x

y = xy = x2y = ex

1

1 e

Exemples� Etude de f : x 7! e�kx avec k > 0
f est définie continue dérivable sur R8x 2 R f 0(x) = �ke�kx8x 2 R f 0(x) < 0
lim

x!�1 f (x) = +1, lim
x!+1 f (x) = 0

x �1 +1
f 0(x) �
f (x) +1

0

Représentation graphique de la fonction pour
k = 0,2; k = 0,7 et k = 2

k = 0,2

k = 0,7

k = 2

1

0 1

� Etude de x 7! e�kx2
avec k > 0

f est définie continue dérivable sur R8x 2 R f 0(x) = �2kxe�kx28x < 0 f 0(x) > 0 et 8x > 0 f 0(x) < 0
lim

x!�1 f (x) = 0, lim
x!+1 f (x) = 0

x �1 0 +1
f 0(x) + �

f

0

1

0

Représentation graphique de la fonction pour
k = 0,2; k = 0,7 et k = 2

k = 0,2

k = 0,7
k = 2

1

0 1
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Chapitre 6

Suite numérique

1. Rappels

Notion intuitive de suite
La notion de suite est une notion que l’on peut rencontrer dans la vie quotidienne, par exemple le
tirage des six numéros du loto est une suite de nombres obtenus d’une manière aléatoire. Néan-
moins il y a des suites de nombres qui obéissent à des lois particulières. Vous avez peut être déjà
répondu à des tests psychotechniques: on vous propose une série de nombres et on vous demande
de trouver le nombre suivant. Par exemple, soient les nombres 3, 6, 9, 12 . Quel est le nombre sui-
vant? Il s’agit évidement du nombre 15. Pour passer d’un nombre au suivant il suffit d’ajouter 3
à chaque fois.
Comment traduire mathématiquement cette situation?
On remarque que les nombres 3, 6, 9, 12 sont rangés dans un certain ordre, chaque nombre occupe
une position particulière.
Il serait peut être judicieux de proposer une association entre la position occupée par le nombre
(qui appartient à l’ensemble des entiers naturels) et la valeur de ce nombre qui appartient à l’en-
semble des nombres réels c’est à dire :

- à la position n = 1 on associe le nombre réel 3
- à la position n = 2 on associe le nombre réel 6
- à la position n = 3 on associe le nombre réel 9
- à la position n = 4 on associe le nombre réel 12

On défini alors une application de N dans R où l’image de n peut se noter u(n).
Ce résultat peut être traduit dans le tableau suivant :

n 1 2 3 4
u(n) 3 6 9 12

Dans le paragraphe suivant nous allons définir d’une manière rigoureuse la notion de suite.

Suite numérique

Soit a 2 N, soit Ia = fn 2 N , n > ag c’est à dire l’ensemble de tous les entiers naturels à partir
de l’entier naturel a.

Une suite numérique est une fonction u définie de Ia dans R soit
u : Ia ! R

n 7! u(n)
Notation
Compte tenu de cette définition, il faudrait utiliser une notation du type u(0), u(1), u(2) . . . ..
pour désigner les images de u, mais on préfère la notation en indice uo, u1, u2, . . . . . . .un

un s’appelle terme de la suite.

Remarques

La notation fonctionnelle u peut être remplacé par l’écriture (un) ou (un>a).
Une suite étant une application, il est légitime de définir une suite comme on définit une application à savoir : un =
f (n) où f (n), est une fonction de n, mais nous verrons dans le paragraphe suivant que ce n’est pas systématique.
En effet il existe une autre manière de définir une suite.
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Mode explicite d’une suite

Le terme général de la suite est exprimé en fonction de n, un = f (n)
Exemples et représentations graphiques� un = n + 1

n
; un = n2; un = 1

n
; un = (�1)n; un = 1

n� 3� Représentation graphique de un = n2

Puisqu’une suite est une fonction, on peut obtenir sa re-
présentation graphique. Cherchons la représentation gra-
phique de un = n2 à savoir, la représentation graphique

de
u : N ! R

n 7! n2

La représentation graphique de u se déduit de celle de
f : R ! R

x 7! x2 en ne représentant que les points dont

les abscisses sont entières.

1

1 2
� �

�

Mode récurrent d’une suite
Une suite récurrente est définie par la donnée de son premier terme et d’un procédé qui permet

de déterminer un terme en fonction des autres.

�
un+1 = f (un)
u0

Exemples et représentations graphiques� � un+1 = un + 1
u0 = 3

�
un+1 = 2� un

u0 = �3

8><>: un+1 = 1

2
��un + 2

un

�
u0 = 3

2� Représentation graphique de

8><>: un+1 = 1 + 1

un

u0 = 1

2

Soit f (x) = 1 + 1

x
alors un+1 = f (un)

On représente u0 = 1

2
sur l’axe des abscisses.

On représente u1 = f (u0) sur l’axe des ordonnées, en uti-
lisant la courbe C f .
Pour représenter u2 il convient de ramener u1 sur l’axe des
abscisses en utilisant la fonction y = x, il suffit ensuite de
déterminer l’image de u1 par f en utilisant la courbe C f .
f (u1) = u2 se retrouve alors sur l’axe des ordonnées.
On ramène u2 sur l’axe des abcisses et ensuite on cherche
l’image de u2 par f on obtient u3, etc

y = 1 + 1

x

y = x

u0

u1

u1

u2

u2

u3

u3
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Suite arithmétique et géométrique

Suite arithmétique� On appelle suite arithmétique de premier terme u0 et de raison r la suite

�
un+1 = un + r
u0� Si u est une suite arithmétique de premier terme u0 et de raison r alors un = u0 + nr� Si u est une suite arithmétique alors pour tout n � p, un = up + (n� p)r

en particulier un = u1 + (n� 1)r� Soit u une suite arithmétique, alors

1er terme dernier terme

u0 + u1 + ......... + un = (n + 1)(u0 + un)
2

nombre de termes

Suite géométrique� On appelle suite géométrique de premier terme u0 et de raison q la suite

�
un+1 = qun

u0� Si u est une suite géométrique de premier terme u0 et de raison q alors un = u0qn� Si u est une suite géométrique alors pour tout n � p, un = upq(n�p)
en particulier un = u1qn�1� Soit u une suite géométrique de raison q et de premier terme u0, alors

u0 + u1 + ......... + un = u0
1� q n + 1

1� q

1er terme nombre de termes

2. Raisonnement par récurrence

Principe

Considérons une proposition dépendant d’un entier naturel n, que l’on nomme P(n). Le raison-
nement par récurrence permet de démontrer que P(n) est vraie:� Etape 1: On vérifie que la proposition est vraie pour un entier n0� Etape 2: On suppose que la proposition est vraie pour un entier n � n0

On démontre que la proposition est vraie pour l’entier n + 1
(Si l’étape 2 est vérifiée, on dit que (P(n)) est héréditaire.)

Conclusion: La proposition est vraie dès que n � n0.

Exemple 1

Soit

(
un+1 = 1

4
un + 3

u0 = 1
Montrez que un 6 4

Etape 1: La proposition est vériféee pour n = 0 car u0 6 4
Etape 2: Supposons un 6 4, montrons que un+1 6 4.

D’après l’hypoyhèse de récurrence un 6 4 alors
1

4
un 6 1 et donc

1

4
un + 3 6 1 + 3

On obtient donc
1

4
un + 3 6 4 soit un+1 6 4. Conclusion: un 6 4 pour tout n 2 N
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Exemple 2

Soit la proposition P(n) : "2n est supérieur ou égal à n2"
Faisons une démonstration par récurrence sur l’entier n;
Etape 1 : P(4) est vraie car 24 = 16 et 42 = 16 (on remarque que P(3) est fausse).

Etape 2 : On suppose que 2n > n2. Démontrons que 2n+1 > (n + 1)2:

2n > n2 donc 2n+1 > 2n2. Comparons 2n2 et (n + 1)2.

2n2 � (n + 1)2 = n2 � 2n� 1. C’est un polynôme de degré 2 qui admet deux racines : 1�p2 et 1 +p2

Si n > 1 +p2 et en particulier si n > 4 alors n2 � 2n� 1 > 0 et donc 2n2 � (n + 1)2 > 0 soit 2n2 > (n + 1)2.

Ainsi, pour tout n > 4, 2n+1 > 2n2 > (n + 1)2

Conclusion P(n) est vraie pour n > 4.

3. Terminologie relative aux propriétés d’une suite

Définitions
La suite (un) est dite croissante (respectivement strictement croissante) si 8n 2 N, un � un+1

(respectivement un < un+1)

La suite (un) est dite décroissante (respectivement strictement décroissante) si 8n 2 N,

un � un+1 (respectivement un > un+1)

La suite (un) est dite stationnaire si 8n 2 N un+1 = un

La suite (un) est dite majorée s’il existe un réel M tel que : 8n 2 N un � M

La suite (un) est dite minorée s’il existe un réel m tel que : 8n 2 N un � m

Une suite qui est à la fois majorée et minorée est dite bornée.

Exemple� Soit un = 2n avec n 2 N
La suite (un) est à termes strictement positifs

un+1

un
= 2n+1

2n
= 2 et donc

un+1

un
> 1

On en déduit que un+1 > un et donc que (un) est strictement croissante.� Certaines suites ne sont ni croissantes ni décroissantes, par exemple, un = (�1)n.

Théorèmes
Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Soit (un) une suite définie par un+1 = f (un) alors si (un) converge de limite l et si f est continue
alors l est solution de l = f (l)
Exemple

Considérons la suite suivante:

(
un+1 = p

un

u0 = 1

4

Montrons par récurrence que un < 1.

La proposition est vraie pour n = 0, u0 < 1 car
1

4
< 1.

Supposons la proposition vraie à l’ordre n soit un < 1 alors
p

un < p
1 soit un+1 < 1

Ainsi la proposition est vraie à l’ordre n + 1. Conclusion 8 n 2 N un < 1.

Montrons par récurrence que (un) est strictement croissante.

u1 = p
u0 =r1

4
= 1

2
ainsi u1 > u0 la proposition est vérifiée au rang n = 0

On suppose que la proposition est vraie à l’ordre n alors un+1 > un ainsi
p

un+1 > p
un soit un+2 > un+1

La proposition est donc vérifiée à l’ordre n + 1. Conclusion 8 n 2 N un+1 > un

La suite (un) est donc strictement croissante. (un) est donc majorée croissante, donc (un) est convergente.

Sa limite L, verifie L = p
L soit L2 = L c’est à dire L(L� 1) = 0 soit L = 0 ou L = 1.

Or L = 0 est exclu puisque (un) est strictement croissante un > u0 soit un > 1

4
donc L = 1.
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4. Suites adjacentes

Définition
Deux suites (un) et (vn) sont adjacentes si l’une est croissante et l’autre décroissante et si

lim
n!+1(un � vn) = 0

Exemples� Soit un = 1� 1

n
et vn = 1 + 1

n

un+1 � un = 1� 1

n + 1
� (1� 1

n
) = 1

n(n + 1) un+1 � un > 0 donc (un) est croissante.

vn+1 � vn = 1 + 1

n + 1
� (1 + 1

n
) = � 1

n(n + 1) vn+1 � vn < 0 donc (vn) est décroissante.

De plus un � vn = 1� 1

n
� (1 + 1

n
) = � 2

n
or lim

n!+1� 2

n
= 0 ainsi lim

n!+1un � vn = 0

Il en résulte donc (un) et (vn) sont adjacentes.

� Posons f (x) = 1

2
x + 1

Soit

(
vn+1 = 1

2
vn + 1 = f (vn)

v0 = 5
alors v1 = 3,5 v2 = 2,75 v3 = 2,375

Soit

(
un+1 = 1

2
un + 1 = f (un)

u0 = 0,5
alors u1 = 1,25 u2 = 1,625 u3 = 1,8125

y = x
y = 1

2 x + 1

u0 u1 u2 v0v1v2

Montrons par récurrence que (un) est croissante et que (vn) est décroissante :
u1 > u0, on suppose un+1 > un alors f (un+1) > f (un) soit un+2 > un+1 ainsi (un) est croissante.
v0 > v1, on suppose vn > vn+1 alors f (vn) > f (vn+1) soit vn+1 > vn+2 ainsi (vn) est décroissante.

De plus un+1� vn+1 = 1

2
(un � vn) ainsi (un � vn) est une suite géomètrique de raison

1

2
donc lim

n!+1un � vn = 0

Il en résulte donc que (un) et (vn) sont deux suites adjacentes.

Théorème
Si deux suites (un) et (vn) sont adjacentes avec (un) croissante et (vn) décroissante alors� Pour tout n un 6 vn� Les deux suites (un) et (vn) convergent et ont même limite L� Pour tout n un 6 L 6 vn

Démonstration
Montrons que un 6 vn

Soit wn = vn � un alors wn+1 �wn = (vn+1 � vn)� (un+1 � un)
d’après le sens de variation de (un) et (vn) wn+1 �wn 6 0, donc (wn) est décroissante.
Soit n fixe alors pour tout p > n, wn > wp or lim

p!+1wp = 0 donc wn > 0 soit un 6 vn

Montrons que (un) et (vn) convergent et ont la même limite.
On a u0 6 u1 6 ........un 6 vn 6 .............v1 6 v0

1. un 6 v0 (un) est croissante et majoré par v0 donc (un) est convergente de limite u

2. vn > u0 (vn) est décroissante et minoré par u0 donc (vn) est convergente de limite v

3. Pour tout n 2 N un = (un � vn) + vn

lim
n!+1un � vn = 0 et lim

n!+1 vn = v et lim
n!+1un = u alors u = 0 + v soit u = v
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Application� Encadrement de π par la méthode d’archimède

La méthode d’archimède permet d’encadrer π par deux suites adjacentes qui convergent vers π� Encadrement d’un nombre réel à 10�n près

On peut encadrer un nombre réel x par deux suites adjacentes qui convergent vers x.

Nous rappelons que E(x) est la partie entière de x.

La suite dn = E(10nx)
10n donne une valeur décimale approchée par défaut de x à 10�n près.

La suite en = 1 + E(10nx)
10n donne une valeur décimale approchée par exces de x à 10�n près.(dn) et (en) sont deux suites adjacentes qui convergent vers x.
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Chapitre 7

Intégration

1. Intégrale

Définition
Soit f une fonction continue et positive. On considère la courbe représentative C de f dans un

repère (O,
�!
OI,

�!
OJ). L’aire du domaine situé sous la courbe, entre les droites d’équation x = a,

x = b et l’axe des abscisses est appelé intégrale de a à b de f noté
Z b

a
f (x)dx . Cette aire est

exprimée en unité d’aire, l’unité d’aire étant égale à l’aire du parallélogramme de côté [OI℄ et[OJ℄.
Exemple

L’intégrale
Z 3

1
�(x � 2)2 + 2dx est représentée par

l’aire ci contre

0

J

I

C

Convention
Si f est continue et négative sur [a,b℄ alors l’integrale de a à b est égale à l’aire du domaine situé
sous la courbe, entre les droites d’équation x = a, x = b et l’axe des abscisses, auquel on affecte
un signe moins. On parlera alors d’aire algébrique. Soit f une fonction continue sur [a,b℄ alors
l’intégrale de a à b est égale à la somme des aires algébriques définies sur les intervalles où f (x)
garde un signe constant.

ExempleC représente la courbe représentative d’une fonction f

impaire. Alors
Z 3�3

f (x)dx = 0 car la somme algé-

brique des aires sous la courbe est nulle.
0

J

I

C
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Définition
Soit f une fonction continue définie sur un intervalle [a,b℄ (a < b) alors le nombre réel

1

b� a

Z b

a
f (x)dx est appelé valeur moyenne de la fonction f sur [a,b℄.

Propriétés�LinéaritéZ b

a
( f + g)(x)dx = Z b

a
f (x)dx + Z b

a
g(x)dx

Pour tout réel λ:
Z b

a
λ f (x)dx = λ

Z b

a
f (x)dx�Positivité

Si pour tout x 2 [a,b℄ f (x) 6 0 alors
Z b

a
f (x)dx 6 0

Si pour tout x 2 [a,b℄ f (x) > 0 alors
Z b

a
f (x)dx > 0�Ordre

Si pour tout x 2 [a,b℄ f (x) 6 g(x) alors
Z b

a
f (x)dx 6 Z b

a
g(x)dx�Relation de Chasles

Pour tout réel c 2 [a,b℄ alors
Z b

a
f (x)dx = Z c

a
f (x)dx + Z b

c
f (x)dx�Inégalité de la moyenne

Soient m et M deux nombres réels tels que pour tout x 2 [a,b℄, m 6 f (x) 6 M

alors m 6 1

b� a

Z b

a
f (x)dx 6 M

Exemple

Soit x 2 � 1

e
; e

�
alors ln

1

e
� ln x � ln e soit �1 � ln x � 1

En appliquant l’inégalité de la moyenne on obtient�1 � 1

e� 1

e

Z e

1
e

ln xdx � 1

donc �1 � e

e2 � 1

Z e

1
e

ln xdx � 1

2. Application

Aire du domaine compris entre deux courbes

Soient f et g deux fonctions continues et po-
sitives de courbes représentatives respectivesC f et Cg telles que f (x) > g(x) alors l’aire du
domaine compris entre ces deux courbes, les
droites d’équation x = a et x = b avec a < b

est
Z b

a
( f � g)(x)dx .

Dans l’exemple ci contre l’aire hachuré estZ 4

0
( f � g)(x)dx.

0

J

I

Cg

C f
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Chapitre 8

Intégration et dérivée

1. Primitive

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, on appelle primitive de f sur I toute fonction F

dérivable sur I telle que pour tout x 2 I F0(x) = f (x)
Propriété 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant une primitive F sur I alors l’ensemble
des primitives de f sont les fonctions G définies sur I de la forme, G(x) = F(x) + C avec C 2 R
Démonstration

Si G est une primitive de f alors G0 = f or F0 = f donc G0� F0 = 0 soit (G� F)0 = 0 ainsi G� F = C avec C 2 R.
Réciproquement si G(x) = F(x) + C alors G0(x) = F0(x) = f . G est donc une primitive de f .

Propriété 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant des primitives, et x0 2 I et y0 un
nombre réel. Il existe une unique primitive F de f sur I vérifiant F(x0) = y0

Démonstration
Soit H une primitive de f alors toute primitive de f est F(x) = H(x) + C avec C 2 R, or F(x0) = y0 , H(x0) +
C = y0 , ainsi il existe une unique primitive F définie par F(x) = H(x) + y0 � H(x0).

2. Tableau des primitives usuelles

Fonction Fonction primitive Fonction Fonction primitive

f (x) = xn n 2 N� F(x) = xn+1

n+ 1
+ c f (x) = u0(x)un(x) n 2 N� F(x) = un+1(x)

n+ 1
+ c

f (x) = 1

x
F(x) = ln jxj+ c f (x) = u0(x)

u(x) F(x) = ln ju(x)j+ c

f (x) = 1p
x

F(x) = 2
p

x + c f (x) = u0(x)p
u(x) F(x) = 2

q
u(x) + c

f (x) = 1

xn
n 2 N� � f1g F(x) = �1(n� 1)xn�1

+ c
f (x) = u0(x)

un(x) n 2 N� � f1g F(x) = �1(n� 1)un�1(x) + c

f (x) = ex F(x) = ex + c f (x) = u0(x)eu(x) F(x) = eu(x)+ c

f (x) = cos x F(x) = sin x + c
f (x) = u0(x) cos(u(x))

F(x) = sin(u(x))+ c

f (x) = sin x F(x) = � cos x + c
f (x) = u0(x) sin(u(x)) F(x) = � cos(u(x))+ c
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Méthode
Soit f une fonction dont on cherche une primitve.
La méthode consiste à rapprocher f des formules du tableau des primitives. Il convient souvent
de transformer f pour faire apparaître clairement la formule du tableau que l’on souhaite utiliser.

Exemples� Une primitive de x6 est
x7

7
(de la forme xn)� Une primitive de (2x� 3)(x2 � 3x + 5)8 est

(x2 � 3x + 5)9

9
(de la forme u0un)� Une primitive de

ln t

t
= 1

t
� ln t est

ln2 t

2
(de la forme u0un)� Une primitive de

sin x

cos x
= �� sin x

cos x
est � ln j cos xj (de la forme

u0
u

)� Une primitive de
7(�2x + 3)6

= � 7

2
� �2(�2x + 3)6

est � 7

2
� �1

5(�2x + 3)5
(de la forme

u0
un

)

3. Intégrales et primitives

Théorème
Si f est continue sur un intervalle I et si a est un point de I, la fonction F telle que

F(x) = Z x

a
f (t)dt est l’unique primitive de f sur I s’annulant en a.

Démonstration
Dans le cas général ce théorème est admis.
Faisons une démonstration dans le cas particulier où f est continue et croissante sur I
Soit x0 2 I et h > 0 tel que x0 + h 2 I alors

F(x0 + h)� F(x0) = Z x0+h

0
f (t)dt� Z x0

0
f (t)dt = Z x0+h

0
f (t)dt + Z 0

x0

f (t)dt = Z x0+h

x0

f (t)dt

f est croissante 8t 2 [x0 ; x0 + h℄ f (x0) < f (t) < f (x0 + h) alors

d’aprés l’inégalité de la moyenne, f (x0) < 1

h

Z x0+h

x0

f (t)dt < f (x0 + h)
On obtient donc f (x0) < F(x0 + h)� F(x0)

h
< f (x0 + h)

Or f est continue en x0 alors lim
h!0
h>0

f (x0 + h) = f (x0) et donc par application du théorème des gendarmes:

lim
h!0
h>0

F(x0 + h)� F(x0)
h

= f (x0).
Une démonstration analogue avec h < 0 donne lim

h!0
h<0

F(x0 + h)� F(x0)
h

= f (x0)
Ainsi lim

h!0

F(x0 + h)� F(x0)
h

= f (x0) soit F0(x0) = f (x0)
Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux nombres réels de I alors:Z b

a
f (x)dx = F(b)� F(a) où F est une primitive de f sur I.

On notera
Z b

a
f (x)dx = [F(x)℄ba
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4. Intégration par partie

Théorème
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I et soient u0 et v0 leurs dérivées respectives supposées

continues alors pour tous nombres réels a et b de I
Z b

a
u(t)v0(t)dt = [u(t)v(t)℄ba � Z b

a
u0(t)v(t)dt

Démonstration(uv)0(t) = u0(t)v(t) + u(t)v0(t) alorsZ b

a
(uv)0(t)dt = Z b

a
u0(t)v(t) + u(t)v0(t)dt.

La linéarité de l’intégrale donne:Z b

a
(uv)0(t)dt = Z b

a
u0(t)v(t)dt + Z b

a
u(t)v0(t)dt[(uv)(t)℄ba = Z b

a
u0(t)v(t)dt + Z b

a
u(t)v0(t)dt

Exemples� Déterminer
Z 1

0
x.exdx

Posons
u(x) = x u0(x) = 1
v0(x) = ex v(x) = ex

alorsZ 1

0
x.exdx = [x.ex℄10 � Z 1

0
exdx= e� [ex℄10= e� (e� 1)= 1

� Déterminer
Z e

1
ln xdx

Posons
u(x) = ln x u0(x) = 1

x
v0(x) = 1 v(x) = x

alorsZ e

1
ln xdx = [x ln x℄e1 � Z e

1
x.

1

x
dx= [x ln x℄e1 � Z e

1
1dx= [x ln x℄e1 � [x℄e1= e ln e� 1. ln 1� (e� 1)= 1� Déterminer

Z e

1
x ln xdx

Posons
u(x) = ln x u0(x) = 1

x

v0(x) = x v(x) = x2

2
alorsZ e

1
x. ln xdx = �ln x.

x2

2

�e

1
� Z e

1

x2

2
.
1

x
dx= e2

2
� 1

2

Z e

1
xdx= e2

2
� 1

2

�
x2

2

�e

1= e2

2
� 1

2
( e2

2
� 1

2
)= 1

4
(1 + e2)
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Chapitre 9

Equation différentielle

1. Equation différentielle

Définitions
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre l’équation
a(t)y0(t) + b(t)y(t) = 0 (1)
où a : I ! R b : I ! R sont deux fonctions continues définies sur I avec a(t) 6= 0 y : I ! R est
une fonction inconnue que nous nous proposons de déterminer.
Résoudre (1) c’est trouver toutes les applications y : I ! R telles que
a(t)y0(t) + b(t)y(t) = 0
Par convention d’écriture on remplace y0(t), y(t) par y0, y.
Il existe une unique solution de cette équation différentielle vérifiant la condition initiale y(α) = β

avec α 2 R et β 2 R
Exemple

y0 = ky est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

2. Equation différentielle du type y0 = ay+ b

Résolution de y0 = ay+ b

Soient a et b deux élèments de R avec a 6= 0
Les solutions de l’équation différentielle y0 = ay + b sont les fonctions

yk(x) = keax � b

a
avec k 2 R

Démonstration
Considérons l’équation y0 = ay + b (E)
On montre facilement que yk verifie y0 = ay + b.
Réciproquement supposons que f vérifie y0 = ay + b alors f 0 = a f + b

Posons u = a f + b alors f = u

a
� b

a
. On a alors f 0 = u0

a
.

Ainsi f solution de (E) est équivalent à f 0 = a f + b , u0
a

= u , u0 = au;

Et donc f solution de (E), u solution de y0 = ay (E0) avec u = a f + b.
Posons v(x) = u(x)e�ax alors v0(x) = e�ax(u0(x)� au(x)) = 0 car u vérifie (E0)
ainsi v0(x) = 0 donc v(x) = c avec c 2 R et donc u(x)e�ax = c soit u(x) = ceax

et donc u = a f + b , ceax = a f (x) + b soit f (x) = c

a
eax � b

a
= ke�ax � b

a
en posant k = c

a
k 2 R

Exemple

Résoudre y0 = �3y + 2 (E) et déterminer la solution f telle que f (�1) = 0

Les solutions de cette équation sont les fonctions yk(x) = ke�3x + 2

3
avec k 2 R

On détermine k tel que yk(�1) = 0 , ke3 + 2

3
= 0 , ke3 = � 2

3
soit k = � 2

3
e�3

La solution f de (E) telle que f (�1) est f (x) = � 2

3
e�3e�3x + 2

3
= � 2

3
e�3x�3 + 2

3
.
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Chapitre 10

Nombres complexes

1. Module et conjugué

Définitions
On appelle ensemble des nombres complexes noté C , un ensemble dont tout élément s’écrit de

manière unique z = a + ib . avec a et b appartenant à R et i un élément vérifiant i2 = �1 .
a s’appelle partie réelle noté Re(z) et b partie imaginaire noté Im(z). Si a = 0, z s’appelle imagi-
naire pur.

On appelle nombre complexe conjugué de z = a + ib noté z le nombre complexe définie par

z = a� ib

On appelle module de z = a + ib le nombre réel positif noté jzj défini par jzj = p
a2 + b2

Exemples� Soit z = 2 + 5i alors z = 2 + 5i = 2� 5i et jzj = p
22 + 52 = p

29� Soit z = �3� i alors z = �3� i = �3 + i et jzj =p(�3)2 + (�1)2 = p
10

Propriétés

Les opérations dans C sont les mêmes que celles dans R, en remplaçant à chaque fois i2 par �1 et
en particulier les identités remarquables dans R sont également valables dans C .� (a + ib) + (a0 + ib0) = (a + a0) + i(b + b0)� (a + ib)� (a0 + ib0) = aa0 � bb0 + i(ab0 + ba0)� a + ib

a0 + ib0 = (a + ib)(a0 � ib0)(a0 + ib0)(a0 � ib0) = (a + ib)(a0 � ib0)
a02 + b02 = aa0 + bb0

a02 + b02 + i

�
ba0 � ab0
a02 + b02 �

Exemples� (3� i)(2� i)2 = (3� i)(4� 4i� 1) = 12� 12i� 3� 4i� 4 + i = 5� 15i� 1 + i

1� i
= (1 + i)(1 + i)(1� i)(1 + i) = 12 + i + i + i2

12 � i2
= 2i

2
= i� 4� 2i

2 + i
= (4� 2i)(2� i)(2 + i)(2� i) = 8� 4i� 4i� 2

4 + 1
= 6

5
� 8

5
i

Propriétés� Egalité:

a + ib = a0 + ib0 est équivalent à a = a0 et b = b0� Propriétés du conjugué:

z + z0 = z + z0
z.z0 = z.z0� z

z0 � = z

z0 , pour tout z0 6= 0� Propriétés du module:jz.z0j = jzj.jz0j��� z

z0 ��� = jzjjz0j , pour tout z0 6= 0.

� Autres propriétés:
z.z = jzj2
z est réel équivaut à z = z
z est imaginaire pur équivaut à z = �z

Re(z) = z + z

2

Im(z) = z� z

2i
z = z; jzj = jzj; j � zj = jzj
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2. Résolution dans C d’une équation du second degré

Propriété

Soit az2 + bz + c = 0 avec a 2 R, b 2 R, c 2 R et a 6= 0, une équation du second degré à coefficient
dans R.
Soit � = b2 � 4ac le discriminant associé à l’équation.

Si � > 0 alors l’équation admet deux solutions distinctes réelles:

z1 = �b +p�
2a

et z2 = �b�p�
2a

Si � = 0 alors l’équation admet une unique solution réelle:

z1 = �b

2a

Si � < 0 alors l’équation admet deux solutions distinctes complexes:

z1 = �b + i
p��

2a
et z2 = �b� i

p��
2a

Exemple

L’équation suivante: z2 + z + 1 = 0 admet pour discriminant � = 12 � 4� 1� 1 = �3.

L’équation admet deux solutions dans C , z1 = �1 + i
p

3

2
et z2 = �1� i

p
3

2
.

3. Argument d’un nombre complexe

Définition
A tout nombre complexe z = a + ib on associe un point M du plan appelé image de z:C ! P

z = a + ib 7! M(a,b)
A tout point M(a,b) du plan on associe un nombre complexe z = a + ib appelé affixe de z, on
notera M(z) l’affixe du point M de z:P ! C

M(a,b) 7! z = a + ib

Soit A(za) et B(zb) alors zb � za est appellé affixe du vecteur
�!
AB

Remarque

Soit z = a + ib un nombre complexe alors son image est le point

M(a,b) dans le repère (O,
�!
i ,
�!
j ). Or en utilisant la trigonométrie nous

avons a = OM. cosθ et b = OM. sinθ de plus le théorème de pytha-

gore montre que OM = p
a2 + b2.

En remplaçant alors dans z = a + ib, nous obtenons
z = OM. cosθ + OM. sinθi = OM(cosθ + (sinθ)i) =p

a2 + b2(cosθ + i sinθ) = jzj(cosθ + i sinθ) �!
i

�!
j

O

θ

M

a

b
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Définition
On appelle argument du nombre complexe z = a + ib (z 6= 0) et on note arg(z) l’angle θ définie

à (2π) modulo près par

8><>: cosθ = ajzj
sinθ = bjzj

Pour déterminer θ on pourra s’aider d’un cercle trigonométrique.

Exemple� Déterminer l’argument de z = 1 + i: jzj = p
12 + 12 = p

2 alors, on cherche θ tel que

8>><>>: cosθ = 1p
2

sinθ = 1p
2

Nous obtenons alors θ = π

4
+ 2kπ k 2 Z,� Déterminer l’argument de z = p

3� i: jzj =qp3
2 + (�1)2 = 2 alors, on cherche θ tel que

8><>: cosθ = p
3

2

sinθ = � 1

2
Nous obtenons alors θ = �π

6
+ 2kπ k 2 Z

Définition

Soit z un nombre complexe non nul alors il s’écrit z = jzj(cosθ + i sinθ) .

Cette écriture s’appelle forme trigonométrique du nombre complexe z

Propriétés

On suppose que z 6= 0 et z0 6= 0� arg(z.z0) = arg(z) + arg(z0)� arg(zn) = n.arg(z) , pour tout n appartenant à N� arg

�
1

z

� = �arg(z)� arg
� z

z0 � = arg(z)� arg(z0)
Propriétés

On suppose que z 6= 0� arg(z) = �argz� Si k > 0 arg(kz) = argz� Si k < 0 arg(kz) = argz + π� z réel , argz = kπ k 2 Z� z imaginaire pur , argz = π

2
+ kπ k 2 Z
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4. Notation exponentielle

Définition

Soit f la fonction
R ! C
θ ! cosθ + i sinθ

alors nous verifions que pour tous réels θ et θ
0
, f (θ +θ

0) = f (θ) f (θ0)
On admet que la fonction f est dérivable de dérivée f 0(θ) = � sin(θ) + i cosθ on obtient alors
f 0(0) = i

Par analogie avec la fonction exponentielle , on écrit alors: eiθ = cosθ + i sinθ

Soit z 2 C � tel que argz = θ[2π ℄ et jzj = r alors z = r(cosθ + i sinθ) = reiθ

L’écriture reiθ s’appelle forme exponentielle de z

Propriétés

eiθ.eiθ0 = ei(θ+θ0) eiθ

eiθ0 = ei(θ�θ0) (eiθ)n = einθ

eiθ = e�iθ jeiθj = 1 arg(eiθ) = θ

Exemples

eiπ = �1 ei0 = 1 e
i
π

2 = i

Propriété

Soit C un cercle de centre
 d’affixe ω et de rayon r. SoitM un point d’affixe z.
M 2 C , 9θ 2℄� π ; π [ tel que z = ω + reiθ (I)(I) est appelé équation paramétrique complexe du cercle C.

5. Nombre complexe et géométrie

Propriétés

Soient A, B, C trois points d’affixes respectives a, b, c dans un repère (O;~i;~j)� �!
AB a pour affixe (b� a)� AB = jb� aj� (~i;�!AB) = arg(b� a)� (�!AB,

�!
AC) = arg

�
c� a

b� a

�
Exemples� fM(z) 2 P ,jz + 2� ij = 4g = fM(z) 2 P ,jz� (�2 + i)j = 4g = fM 2 P ,AM = 4g = C,

avec A(�2; 1), C est le cercle de centre A et de rayon 4.� fM(z) 2 P= jz� 2j = jz + ijg = fM(z) 2 P= jz� 2j = jz� (�i)jg = fM 2 P =AM = BMg = D avec D
médiatrice de [AB℄ avec A(2; 0) et B(0; �1)� fM(z) 2 P=arg(z� 1� i) = π

4
g = fM(z) 2 P=arg(z� (1 + i)) = π

4
g =fM(z) 2 P=(~i;��!A0M) = π

4
g = D avec A0(1; 1),D est la demi droite d’origine A0(1,1) (A’ exclu) tel que (~i;��!A0M) = π

4
.
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Propriétés

Soient A, B, C, D quatre points non confondus d’affixes respectives a, b, c, d.� A, B, C sont alignés si (�!AB,
�!
AC) = kπ soit arg

�
c� a

b� a

� = kπ k 2 Z� (AB) ? (AC) si (�!AB,
�!
AC) = π

2
+ kπ soit arg

�
c� a

b� a

� = π

2
+ kπ k 2 Z� A, B, C, D sont cocycliques (appartient à un même cercle) si (�!CA,

�!
CB) = (�!DA,

�!
DB) + kπ ,

soit arg

�
b� c

a� c

� = arg

�
b� d

a� d

�+ kπ k 2 Z
Exemples

Les resultats suivants ne sont pas à connaître mais il est important de savoir les retrouver:� Soit C un cercle de centre C d’affixe c et de rayon r alors

M(z) 2 C () (z� c).(z� c) = r2� Soient A et B d’affixes respectives a et b, soit D la médiatrice de [AB℄
M(z) 2 (AB) privé de A et B () z� a

z� b
2 R

M(z) 2 D () jz� aj = jz� bj� Soient A, B, C, D quatre points d’affixes respectives a, b, c, d

1) Si ABC est un triangle isocèle en A alors jc� aj = jb� aj
2) Si A, B, C, D sont distincts, non alignés et cocycliques alors

(c� a)(d� b)(d� a)(c� b) 2 R
6. Nombres complexes et transformation géométrique

Propriétés� Translation

Soit ~u un vecteur d’affixe a

L’application
P ! P

M(z) 7! M0(z0) telle que, z0 = z + a est une translation de vecteur �!u
d’affixe a� Homothétie

Soit 
 un point du plan d’affixe ω, k un nombre réel différent de 0

L’application
P ! P

M(z) 7! M0(z0) telle que, z0 �ω = k(z�ω) est une homothétie de

centre
 et de rapport k� Rotation

Soit 
 un point du plan d’affixe ω, θ un nombre réel.

L’application
P ! P

M(z) 7! M0(z0) telle que, z0 �ω = eiθ(z�ω) est une rotation de centre
 et d’angle θ
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Démonstration

1) Soit t une translation de vecteur �!u d’affixe a. Soit M0(z0) l’image de M(z) par t alors
��!
MM0 = ~u c’est à dire

z0 � z = a soit z0 = z + a

2) Soit h une homothétie de centre
(ω) et de rapport k 2 R� . Soit M0(z0) l’image de M(z) par h alors
��!
M0 = k

��!
M
c’est à dire z0 �ω = k(z�ω)
3) Soit r une rotation de centre 
(ω) et d’angle θ 2 R. Soit M0(z0) l’image de M(z) par r alors si M 6= M0(��!
M;

��!
M0) = θ c’est à dire arg

�
z0 �ω

z�ω

� = θ [2π ℄ (i)
M0 = 
M c’est à dire jz0 �ωj = jz�ωj ���� z0 �ω

z�ω

���� = 1 (ii)

d’après (i) et (ii)
z0 �ω

z�ω
= eiθ soit z0 �ω = eiθ(z�ω)
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Chapitre 11

Produit scalaire dans l’espace

1. Rappel: Produit scalaire dans le plan

Définition
Soient ~u et ~v deux vecteurs
On appelle produit scalaire des vecteurs ~u et ~v, le nombre réel noté �!u .�!v tel que:�!u .�!v = k~uk . k~vk . cos (~u,~v) si ~u 6= 0 et ~v 6= 0�!u .�!v = 0 si ~u =~0 ou ~v =~0
On note ~u2 = ~u.~u

Propriétés� Soient P le plan muni d’un repère (O,~i,~j). Soient A, B, C trois points du plan.�!
AB.

�!
AC = AH.AC si

�!
AH et

�!
AC sont dans le même

sens où H est le projeté orthogonal de B sur (A,
�!
AC).

A C H

B

�!
AB.

�!
AC = �AH.AC si

�!
AH et

�!
AC sont en sens oppo-

sés où H est le projeté orthogonal de B sur (A,
�!
AC).

CAH

B

� Si dans le repère (O; ~i; ~j), �!AB a pour coordonnée (x; y) et
�!
AC a pour coordonnée (x0; y0) alors�!

AB.
�!
AC = x.x0 + y.y0

Propriétés

Propriétés générales� �!u .�!v = �!v .�!u� �!u .(�!v +�!w ) = �!u .�!v +�!u .�!w� �!u .(λ�!v ) = λ(�!u .�!v ) (λ 2 R)� (~u +~v)2 = ~u2 + 2~u.~v +~v2� (~u�~v)2 = ~u2 � 2~u.~v +~v2� (~u +~v).(~u +~v) = ~u2 �~v2

Orthogonalité

Nous rappelons que deux vecteurs ~u = �!
OA et ~v = �!

OB sont orthogonaux signifie:

soit ~u =~0 ou ~v =~0, soit (OA) est perpendiculaire à (OB)�!u et �!v sont othogonaux si �!u .�!v = 0

Théorème d’Al-Kashi
ABC est un triangle tel que AB = c, AC = b, BC = a, alors on a:
a2 = b2 + c2 � 2bc cos Â

Théorème de la médiane
A et B sont deux points et I est le milieu du segment [AB℄
Pour tout point M, MA2 + MB2 = 2MI2 + 1

2
AB2
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Application

Distance d’un point à une droite:

Soit P le plan muni d’un repère (O,~i,~j). Soit D la droite d’équation
ax + by + c = 0 (a et b non tous les deux nuls). Soit A le point de
coordonnée (x,y). On appelle distance de A à D la distance AH où

H est le projeté orthogonal de A surD alors AH = jaxA + byA + cjp
a2 + b2

×D A

H

Droite et produit scalaire:
La droite d passant par A et de vecteur normal ~n est l’ensemble des points M du plan tels que��!
MA.

�!
n = 0

Cercle et produit scalaire:

Le cercle de diamètre AB est l’ensemble des points M du plan tels que
��!
MA.

�!
MB = 0

2. Produit scalaire dans l’espace

Définition
Soient ~u et ~v deux vecteurs de l’espace.

Soit A un point de l’espace alors il existe deux points B et C tels que ~u = �!
AB et ~v = �!

AC
il existe alors au moins un plan P contenant les points A, B, C.
On appelle produit scalaire de ~u et ~v le produit scalaire de ~u et ~v dans le plan P
Dans un repère orthonormal de l’espace (O;~i;~j;~k), si ~u et ~v ont pour coordonnées respectives(x; y; z) et (x0; y0; z0) alors ~u.~v = xx0 + yy0 + zz0

Propriétés� �!u .�!v = �!v .�!u� �!u .(�!v +�!w ) = �!u .�!v +�!u .�!w� �!u .(λ�!v ) = λ(�!u .�!v ) (λ 2 R)

3. Orthogonalité dans l’espace

Rappel� D est orthogonal à un plan P , si D est orthogonal à deux droites sécantes dans ce plan.� Si D est orthogonal à P alors toute droite de P est orthogonal à D
Propriétés�Deux droites de l’espace de vecteurs directeurs

respectifs ~u et ~v sont orthogonales si ~u.~v = 0�Une droiteD de vecteur directeur~u est perpen-

diculaire à un plan P s’il existe deux vecteurs~i et~j de P non colinéaires tels que ~u.~i = ~u.~j = 0

P
d

~u�~i ~j
� Un vecteur~n non nul est normale à un plan P si toute droite de vecteur directeur~n est perpen-
diculaire à P� Soit A un point de l’espace et ~n un vecteur de l’espace. L’ensemble des points M de l’espace

vérifiant
��!
AM.~n = 0 est un plan P passant par A et de vecteur normal~n.� Deux plan P et P 0

de vecteurs normaux respectifs~n et~n0
sont perpendiculaires si~n.~n0 = 0
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Applications� Equation cartésienne d’un plan dans un repère orthonormal, vecteur normal à un plan
Soit E l’espace muni d’un repère orthonormal
Tout plan de l’espace ayant un vecteur normal ~n de coordonnées (a; b; c) admet une équation
cartésienne de la forme: ax + by + cz + d = 0 et réciproquement toute équation de la forme ax +
by + cz + d = 0 est l’équation d’un plan de l’espace de vecteur normal~n(a; b; c)� Expression de la distance d’un point à un plan
Soit E l’espace muni d’un repère orthonormal
Soit ax + by + cz + d = 0 l’équation d’un
plan P de l’espace, soit A de coordonnées(xA,yA,zA) alors la distance de A à P est égale

à
jaxA + byA + czA + djp

a2 + b2 + c2

P
� A

d

� H

� Inéquation définissant un demi espace
L’ensemble des points M de l’espace vérifiant ax + by + cz + d < 0 et l’ensemble des points M
de l’espace verifiant ax + by + cz + d > 0 forment deux demi espaces admettant pour frontière le
plan P d’équation ax + by + cz + d = 0

Exemples� Soit P le plan d’équation x� y + 3 = 0 alors un vecteur normal à (P) est~n(1; �1; 0)� Soit P d’équation x� y + z + 2 = 0

Déterminer une inéquation du demi-espace ouvert de frontière P , contenant le point A(0; 1; 1)
On détermine la valeur de x� y + z + 2 avec x = 0; y = 1; z = 1: 0� 1 + 1 + 2 = 3, alors une inéquation
du demi-espace ouvert de frontière P , contenant le point A(0; 1; 1) est x� y + z + 2 > 0� Soit P le plan d’équation x + y = 0 alors la distance du point A(1; 1; 1) à P est

d = j1� 1 + 1� 1jp
12 + 12

= 2p
2
= p

2� Soient A(2; 0; 0); B(0; 3; 0) et C(0; 0; 3) trois points de l’espace.

Déterminer la distance de C à (AB)
On détermine d’abord une équation du plan P passant par C et orthogonal à (AB)
Soit H l’intersection de (AB) et P alors la distance de C à (AB) est CH
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Chapitre 12

Droites et plans de l’espace

1. Rappels

Définitions� Droite
On appelle droite d passant par A et de vecteur directeur ~u l’ensemble des points M de l’espace

tel qu’il existe t 2 R vérifiant
��!
AM = t~u� Segment

On appelle segment [AB℄ l’ensemble des points M de l’espace tel qu’il existe t 2 [0; 1℄ vérifiant��!
AM = t

�!
AB� Plan

On appelle plan P passant par A et de vecteurs directeurs ~u et ~v l’ensemble des points M de

l’espace tel qu’il existe α 2 R et β 2 R vérifiant
��!
AM = α~u +β~v� Barycentre

Soit f(A1;α1); (A2;α2); ......; (An;αn)g un système de points pondérés tel que
α1 +α2 + ...........+αn 6= 0 alors il existe un unique point G tel que

α1
��!
GA1 +α2

��!
GA2 + ..............+αn

��!
GAn =~0

G est appelé barycentre des points pondérés f(A1;α1); (A2;α2); ......; (An;αn)g
2. Caractérisation barycentrique

Définition� La droite (AB) est l’ensemble des barycentres des points A et B.� Le segment [AB℄ est l’ensemble des barycentres des points A et B affectés des coefficients de
même signe.� Le plan ABC est l’ensemble des barycentres des points A, B, C.� L’intérieur du triangle ABC est l’ensemble des barycentres des points A, B, C affectés des coef-
ficients de même signe.

Démonstration

Cas de la droite: Soit M 2 (AB) alors il existe t tel que
��!
AM = t

�!
AB soit

��!
AM = t(��!AM +�!

MB) soit encore (1 �
t)��!AM + t

�!
BM =~0 M est donc le barycentre des points pondérés (A; (1� t)) et (B; t)

Réciproquement: Si M est le barycentre de A et B alors il existe des nombres réels a et b avec a + b 6= 0 tels que:��!
aAM +��!bBM =~0 soit

��!
AM = b

a + b

�!
AB et le point M appartient à la droite (AB)

3. Intersection de plans et de droites

Définition
Représentation paramétrique d’une droite

Soit E l’espace muni d’un repère (O;~i;~j;~k)
Soit A(xA; yA; zA) un point de E et ~u(a; b; c) un vecteur non nul.
Considérons D passant par A et de vecteur directeur ~u alors

M(x; y; z) 2 D s’il existe un réel t tel que
��!
AM = t~u soit8<: x� xA = ta

y� yA = tb
z� zA = tc

soit (S)8<: x = xA + ta
y = yA + tb
z = zA + tc

Ce système est appelé représentation paramétrique de la droite D, t est le paramètre de cette
représentation.
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Représentation paramétrique d’un plan

Soit E l’espace muni d’un repère (O;~i;~j;~k)
Soit A(xA; yA; zA) un point de E~u(a; b; c) un vecteur non nul et ~v(a0; b0; c0) un vecteur non nul, non colinéaire à ~u,
Le plan passant par A et de vecteur directeur ~u et ~v est l’ensemble des points

M(x; y; z) 2 P tel qu’il existe deux réel α et β vérifiant
��!
AM = α~u +β~v soit8<: x� xA = αa +βa0

y� yA = αb +βb0
z� zA = αc +βc0 soit (S)8<: x = xA +αa +βa0

y = yA +αb +βb0
z = zA +αc +βc0

Ce système est appelé représentation paramétrique du plan P .

Intersection de deux plansP et P 0 sont strictement parallèles: leur inter-
section est l’ensemble vide. PP 0
P et P 0 sont sécants suivant d: leur intersec-
tion est une droite. P P 0

d

P et P 0 sont confondus : leur intersection est
un plan. PP 0
Le problème peut se traiter de manière algébrique:
Soit P et P 0 deux plans d’équations respectives :
ax + by + cz + d = 0 et a0x + by0 + c0z + d0 = 0
L’étude de l’intersection de P et P 0 revient à résoudre le système:(S) � ax + by + cz + d = 0

a0x + b0y + c0z + d0 = 0

Exemple

Déterminer l’intersection des plans P et P 0 d’équation x + y = 2 et z = 0

Soit M(x; y; z) un point de de P \P 0 alors ses coordonnées verifient:

�
x + y = 2
z = 0

8<: x = 2� y
y = y
z = 0

L’intersection de P et P 0 est une droite passant par A(2; 0; 0) et de vecteur directeur ~u(�1; 1; 0)
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Intersection d’une droite et d’un plan.

d est strictement parrallèle à P : Leur intersec-
tion est l’ensemble vide. P
P et d sont sécants: Leur intersection est un
point. �P
d est contenue dans P : Leur intersection est
une droite. P
Le problème peut se traiter de manière algébrique:
Soit P un plan d’équation ax + by + cz + d = 0 et d une droite� Si la droite d est définie par une représentation cartésienne de la forme:�

a0x + b0y + c0z + d0 = 0
a00x + b00y + c00z + d00 = 0

L’étude de l’intersection de P et d revient à résoudre le système:(S) 8<: ax + by + cz + d = 0
a0x + by0 + c0z + d0 = 0
a00x + b00y + c00z + d00 = 0� Si la droite d est définie par une représentation paramétrique de la forme:8<: x = xA + ta

y = yA + tb
z = zA + tc

L’étude de l’intersection de P et d revient à résoudre le système:(S)8>><>>: ax + by + cz + d = 0
x = xA + ta
y = yA + tb
z = zA + tc

44



M
at

h-
Pe

rf
or

m
an

ce

Math-Performance  --  Math-Performance  --  Math-Performance  --  

Exemple

On considère:D:

8<: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1

P : x + y + z� 6 = 0 P 0 : �x + y� z� 6 = 0 et P 00 : �x + y� z + 4 = 0� Déterminer l’intersection de D et P revient à résoudre le système:8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1
x + y + z� 6 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1(t + 2) + (2t� 1) + (t + 1)� 6 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1
4t = 4

, 8<: x = 3
y = 1
z = 2

donc l’intersection de D et P est un point M de coordonnées (3; 1; 2).� Déterminer l’intersection de D et P 0 revient à résoudre le système:8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1�x + y� z� 6 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1�(t + 2) + (2t� 1)� (t + 1)� 6 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1
0t� 10 = 0

La dernière équation n’admet pas de solution donc l’intersection de D et P 0 est l’ensemble vide.� Déterminer l’intersection de D et P 00 revient à résoudre le système:8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1�x + y� z + 4 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1�(t + 2) + (2t� 1)� (t + 1) + 4 = 0

, 8>><>>: x = t + 2
y = 2t� 1
z = t + 1
0t = 0

La dernière équation est vraie pour t 2 R donc l’intersection de D et P 00 est la droite D
Intersection de trois plans

Les trois plans sont strictement parallèles: leur intersection est l’ensemble vide.
Deux plans sont strictement parallèles et le troisième les coupent suivant deux droites: leur inter-
section est l’ensemble vide.
Deux plans sont sécants suivant une droite d et le troisième est strictement parallèle à d: leur
intersection est l’ensemble vide.
Deux plans sont sécants selon une droite d et la troisième coupe d en un point A: leur intersection
est un point.
Les trois plans ont une droite d en commun: leur intersection est une droite.
Les trois plans sont confondus: leur intersection est un plan.

Traitons le problème de manière algébrique:
Soient trois plans P , P 0, P 00 d’équations respectives
ax + by + cz + d = 0 et a0x + b0y + c0z + d0 = 0 et a00x + b00y + c00z + d00 = 0 alors

l’étude de l’intersection des trois plans revient à résoudre le système:(S) 8<: ax + by + cz + d = 0
a0x + b0y + c0z + d0 = 0
a00x + b00y + c00z + d00 = 0

Exemple� Déterminer l’intersection des trois plans suivants P : x = 0 P 0 : �x + y = 1 P 00 : z = 2
Déterminer l’intersection de ces trois plans revient à résoudre le système8<: x = 0�x + y = 1

z = 2
, 8<: x = 0

y = 1
z = 2

ainsi l’intersection des trois plans est le point A(0; 1; 2)
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Chapitre 13

Conditionnement et indépendance

1. Rappels

Définitions
Langage des ensembles:
Soit E un ensemble, A et B deux sous ensembles de E� A \ B est l’ensemble des éléments de E commun à A et B� A [ B est l’ensemble des éléments de E qui appartiennent soit à A, soit à B� Ā est l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas à A� Card(A) est le nombre d’éléments de A

Définitions
Langage des probabilités� Expérience aléatoire ou éventualité: Une expérience aléatoire ou éventualité est une expé-

rience dont le résultat est l’effet du hasard.

Exemple : Le jet d’un dé est une éventualité� Univers : L’univers est l’ensemble (noté 
) de tous les résultats possibles d’une expérience
aléatoire

Exemple : Pour le jet d’un dé
 ={1; 2; 3; 4; 5; 6}� Evénement : Un événement est une partie de

Exemple : Pour le jet d’un dé, soit A l’événement “ obtenir un chiffre divisible par 3 ” alors A={3; 6}� Evénement élémentaire : On appelle événement élémentaire tout singleton de

Exemple : Pour le jet d’un dé, f3g et f6g sont des événements élémentaires.� Evénement contraire : On appelle événement contraire d’un évènement A, la partie com-
plèmentaire de A dans 
, noté Ā.

Exemple : Pour le jet d’un dé, si A = f2; 4; 6g alors Ā = f1; 3; 5g� Evénements incompatibles : Deux événements A et B sont incompatibles, si A \ B = ;
Exemple : Pour le jet d’un dé, A = f1; 4; 6g et B = f2; 3g sont incompatibles

Définition
Probabilité

Soit un univers U ayant n éléments: U = fa1 ; a2; ....; ang
Définir une probabilité sur U, c’est associer à chaque faig (Pour i variant de 1 à n ) un réel positif
pi tels que: p1 + p2 + .... + pn = 1.
On dit alors que la probabilité de l’événement élémentaire ai est pi.

La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des événements élémentaires
inclus dans A. Si A = fa1 ; a2; a3g alors p(A) = p(fa1g) + p(fa2g) + p(fa3g) = p1 + p2 + p3
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Propriété� La probabilité est un nombre compris entre 0 et 1� Lorsque les n événements élémentaires ai d’un univers U sont équiprobables, alors

p(faig) = 1

n
pour chaque i 1 � i � n� Si l’événement A est composé de p éventualités, alors

p(A) = p

n
= CardA

CardU
= nombre de cas f avorable

nombre de cas possible� p(;) = 0� p(U) = 1� p(A) = 1� p(A)� p(A[ B) = p(A) + p(B)� p(A\ B)
Remarque

Si A et B sont deux événements incompatibles (cad A \ B = ;) alors
p(A [ B) = p(A) + p(B)

Définitions
Variable aléatoire discrète
Soit
 l’univers d’une expérience aléatoire .
On appelle variable aléatoire discrète toute application de 
 dans une partie finie de R
Evénement (X = xi)
Une variable aléatoire discrète prend donc un nombre fini de valeurs distinctes que l’on convient
d’ordonner dans le sens croissant x1 < x2 < . . . . . . . . . < xn

Pour tout entier i � n l’ensemble des éléments ω de
 tel que X(ω) = xi est un événement de

que l’on note X=xi.
Loi de probabilité
Lorsqu’à chaque valeur ai (avec 1 � i � n) prise par une variable aléatoire X on associe la
probabilité pi de l’événement (X = ai) on dit que l’on définit la loi de probabilité de X.
Espérance, Variance, Ecart type
Espérance: E(X) = ∑ xi.p(X = xi)
Variance: Var(X) = E(X2)� E(X)2 = ∑ x2

i .p(X = xi)� E(X)2

Ecart type: σX = p
VarX

Remarques

L’écriture X = xi n’est pas une égalité ordinaire mais une notation propre aux probabilités.
Calculer P(X = xi) revient à chercher le sous ensemble de 
 qui contient les issues qui ont pour image xi par X

Exemple

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. L’univers est l’ensemble des 32 cartes. On définit la variable
aléatoire X : Tirer un as rapporte 10 , tirer une figure rapporte 1 , tirer une autre carte ne rapporte rien
Les valeurs prises par la variable aléatoire sont 0; 1; 10 c’est à dire X(
)={0; 1; 10}. On a alors
{X=10}= {as de ~; as de }; as de | ; as de � }
{X=1}= {toutes les figures}
{X=0}= {toutes les cartes exceptées les as et les figures}

p(fX = 1g) = 12

32
p(fX = 0g) = 16

32
p(fX = 10g) = 4

32
On présente le résultat dans un tableau

xi 0 1 10

p(X = xi) 1

2

3

8

1

8
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2. Probabilité conditionnelle

Introduction
On considère un jeu de 54 cartes : - 13 ~ - 13 } - 13 | - 13 � - 2 jokers
Soit A l’événement “ obtenir un as ” Soit B l’événement “ obtenir un cœur ”

Calculons la probabilité de A sur l’univers des 54 cartes : sa probabilité est
4

54
. On note alors

P(A) = 4

54
= 2

27
Calculons la probabilité de A sur un univers qui se restreint à l’ensemble des cœurs alors sa

probabilité est
1

13
on note alors PB(A) = 1

13
on a en fait calculer la probabilité de A sur un

univers qui se réduit à l’ensemble des cœurs, on dit " probabilité de A sachant que B est réalisé".
On constate que P(A) 6= PB(A). On dit alors que les événements A et B ne sont pas indépendants.
(L’événement B a une influence sur l’événement A)

De plus on a P(A\ B) = 1

54
et P(B) = 13

54
on vérifie alors sans peine que PB(A) = P(A\ B)

P(B)
On considère un jeu de 52 cartes: - 13 ~ - 13 } - 13 | - 13 �
Après calcul on obtient P(A) = 4

52
= 1

13
et PB(A) = 1

13
On constate que P(A) = PB(A)

(La proportion des as dans l’ensemble des 52 cartes est la même que la proportion des as dans
l’ensemble des cœurs). On dit que les événements A et B sont indépendants (B n’a pas d’influence
sur la réalisation de A)

Définitions� Probabilité conditionnelle: PB(A) = P(A \ B)
P(B)� Evénements indépendants: A et B sont indépendants si P(A\ B) = P(A)� P(B)� Partition: Soit 
 un univers. Les événements (A1,.....An) forment une partition de
 si

- La réunion de ces événements est égale à
, - Ces événements sont incompatibles� Formule des probabilités totales: Soit (A1,.....An) une partition de
 alors pour tout événement

B de
, P(B) = P(A1).PA1
(B) + P(A2).PA2

(B) + ..............+ P(An).PAn(B)
Exemple

Le personnel d’une entreprise est composé de 70% de femmes, 10% d’entre elles boivent du café ainsi que 20 % des
hommes. Quelle est la proportion des consommateurs de café dans l’entreprise?
Soit F l’événement ’être une femme, Soit C l’événement ’boire du café’

L’arbre pondéré associé est:

C

F

C

C

P(F) = 0,7

PF (C) = 0,1

P(F) = 0,3

P
F
(C) = 0,2

F

C FEMMES (F) HOMMES (F)

C

On remarque que C = (C \ F) [ (C \ F).
Il s’agit d’une réunion d’événements incompatibles alors nous avons

P(C) = P(C \ F) + P(C \ F) = P(F)� PF(C) + P(F)� PF(C)= 0,7� 0,1 + 0,3� 0,2= 0,13

La proportion des consommateur de café est donc 13%
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Chapitre 14

Loi de probabilité

1. Combinaison

Definition� Factorielle

On appelle factorielle n et on note n! le produit des n premiers entiers.

Ainsi n! = 1� 2� ....� n Par convention 0! = 1.� Combinaison

Soit 
 un ensemble constitué de n éléments, on appelle combinaison de p éléments parmi
n toute partie de
 ayant p éléments.

Le nombre de combinaison de 
 est

�
n
p

� = n!

p!(n� p)! et se lit p parmi n

Exemples� Le nombre de tiercé de 10 chevaux dans le désordre est
�

10
3

�� Le nombre de combinaison au loto est
�

49
6

�� Le nombre de manière de placer p objets identiques dans n cases est
�

n
p

�
Propriétés� � n

p

� = �
n� 1
p� 1

�+�
n� 1

p

� � � n
p

� = �
n

n� p

�� (a + b)n = n

∑
i=1

(n
i )an�ibi

2. Lois discrètes

Définition� Loi uniforme

Soit X une variable aléatoire prenant n valeurs x1 , x2,..........xn

La loi PX définie par PX(xi) = 1

n
pour i 2 f1,...,ng est appelé loi uniforme� Loi de Bernoulli

Une épreuve de bernouilli est une épreuve ayant deux issues possibles appelés Succès et
Echec. Soit X la variable aléatoire qui au succès associe 1 avec une probabilité p, et qui à
l’échec associe 0 avec une probabilité 1� p. X est appelé variable aléatoire de bernoulli de
paramètre p de loi PX définie par PX(1) = p PX(0) = 1� p

Espérance: E(X) = p Variance: V(X) = p(1� p)� Loi binomiale

Une expérience est répétée n fois de manière indépendante avec deux issues possibles pour
l’expérience: S et S̄ où la probabilité d’obtenir S est égale à p.

La loi de la variable aléatoire X égale au nombre de S est appelé loi binomiale de paramètres
n et p définie par:

P(X = k) = �
n
k

�
pk(1� p)n�k 8k 2 f0,....,ng.

Esperance: E(X) = np Variance: V(X) = np(1� p)
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Exemples

Considérons une urne contenant 5 jetons blancs et 10 jetons noires. Le jeu consiste à tirer 20 fois avec remise. Quel est
la probabilité d’obtenir 8 jetons blancs. Un tirage est une épreuve de bernouilli ayant deux issues possibles S ” Obtenir
un jeton blanc” et E " Obtenir un jeton noir"

p(S) = p = 5

15
= 1

3
et p(E) = 1� p = 2

3
On répète 20 fois l’épreuve de manière indépendante. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de jetons blancs.

Alors P(X = 8) = � 20
8

��
1

3

�8 � 2

3

�12

3. Lois continues

Définition� Densité de probabilité

On appelle fonction densité de probabilité toute fonction f continue positive définie sur un
intervalle I = [a,b℄ de R ou I = [a; +1[ vérifiant:

Si I = [a; b℄Z b

a
f (x)dx = 1

Si I = [a; +1[
lim

t!+1 Z t

a
f (x)dx = 1� Loi de probabilité

La loi de probabilité P de densité f prenant ses valeurs dans un intervalle I est définie par

Si I = [a; b℄
Pour tout intervalle [α,β℄ � [a,b℄
P([α,β℄) = Z β

α
f (x)dx

Si I = [a; +1[
Pour tout intervalle [α,β℄ � [a, +1[
P([α,β℄) = Z β

α
f (x)dx

Pour tout intervalle [α, +1[ � [a, +1[
P([α; +1[) = 1� P([a; α[)� Espérance, variance, écart type

On se place dans le cas I = [a; b℄
L’esperance est définie par E(X) = Z b

a
x f (x)dx

La variance est définie par V(X) = Z b

a
(x� E(X))2 f (x)dx

L’écart type est définie par σ(X) = p
V(X)

Remarques

P([α,β℄) = P([α,β[) = P(℄α,β℄) = P(℄α,β[)
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Loi uniforme et exponentielle� Loi uniforme
La loi de probabilité ayant pour fonction de densité f définie par f (x) = 1 pour tout x 2 [0,1℄ est
appelé loi uniforme sur x 2 [0,1℄
L’esperance est définie par E(X) = 1

2

La variance est définie par V(X) = 1

12� Loi exponentielle de paramètre λ

La loi de probabilité ayant pour fonction de densité la fonction f définie par f (x) = λe�λx est

appelée loi exponentielle de paramètre λ ou loi de durée de vie sans vieillissement.

L’esperance est définie par E(X) = 1

λ

La variance est définie par V(X) = 1

λ2

Remarques

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre λ. Soit a > 0 alors

P(X < a) = Z a

0
λe�λxdx

P(a < X < b) = Z b

a
λe�λxdx

P(X > a) = 1� P(X < a) = 1� Z a

0
λe�λxdx

Exemples� Dans la matinée, un bus passe toutes les 5 minutes à l’arrêt de bus.
Soit X le temps d’attente d’une personne à cet arrêt.
Quel est la probabilité que cette personne attende entre 1 et 3 minutes

Il s’agit d’une loi uniforme: P(1 6 X 6 3) = 3� 1

5
= 2

5
.� X suit une loi exponentielle de paramètre 0,001 alors

P(X < 100) = Z 100

0
0,001e�0,001xdx = [�e�0,001x℄100

0 = 1� e0,1� On suppose que la durée de vie X d’une télévision suit une loi exponentielle de paramètre 0,1
Quelle est la probabilité qu’une télévision dépasse 10 ans de durée de vie:

P(X > 10) = 1� P(X 6 10) = 1� Z 10

0
0,1e�0,1tdt = 1� h�e�0,1t

i10

0
= 1� (�e�1 + 1) = e�1

Quelle est la probabilité qu’une télévision dépasse 12 ans de durée de vie:

P(X > 12) = 1� P(X 6 12) = 1� Z 12

0
0,1e�0,1tdt = 1� h�e�0,1t

i12

0
= 1� (�e�1,2 + 1) = e�1,2

On sait qu’une télévision a déjà duré 10 ans. Quelle est la probabilité qu’elle dépasse 12 ans de durée de vie?

P(X>10)(X > 12) = P((X > 10) \ (X > 12))
P(X > 10) = P(X > 12)

P(X > 10) = e�1,2

e�1
= e�0,2

Comparer le résultat précédent avec la probabilité que la durée de vie de la télévision dépasse deux ans.

P(X > 2) = 1� P(X 6 2) = 1� Z 2

0
0,1e�0,1tdt = e�0,2

On constate que la probabilité que la télévision dure deux ans de plus ne dépend pas de son âge, ce qui justifie l’appela-
tion "loi de durée de vie sans vieillissement".
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